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摘要 :简要回顾了一元 ARCH类模型的发展过程 ,介绍了多元 GARCH类模型的四种形式. 针对

传统基于梯度信息的多元 GARCH 模型估计方法的不足 ,提出了基于遗传算法的似然估计方

法 ,并利用中国股市数据进行了实证研究. 结果说明中国股市存在着波动的持续性和显著的二

元 GARCH效应 ,并且沪、深股市不存在协同持续性.
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0 　引　言

金融市场的波动往往表现出异方差特性. 方

差代表市场的波动与风险 ,异方差建模为市场波

动性刻画、风险描述与防范以及资产定价等提供

了有力工具 ,因此 ,异方差建模成为计量经济学和

金融研究的热点之一. Engle 1982 年运用时间序

列工具刻画条件方差的时变性 ,提出自回归条件

异方差模型 (ARCH) ,此后 ,ARCH 模型由于明确

的经济涵义及对市场波动的准确刻画 ,得到了广

泛应用 ,并证实了其有效性. 同时 ,人们不断改进 ,

衍生出许多新的 ARCH 类模型 ,利用时间序列工

具对时变条件方差序列进行刻画. 最近 ,又出现了

研究多变量、多市场的多元 GARCH 类模型 ,不仅

涵盖了单变量的波动特性 ,又可刻画不同变量波

动间的相关关系. 金融市场中不同变量、不同因素

间存在着相互影响和相关关系 ,多元 GARCH 类

模型为之提供了解决工具.

1 　一元 ARCH 类模型

1. 1 　ARCH模型

Engle[1 ]提出回归条件异方差 (ARCH)模型

Rt = ≈( Xt ; b) +εt

εt | Ωt - 1 ～ n. i . d. (0 ,σ2
t)

σ2
t = α0 + ∑

q

i = 1

αiε
2
t - i = α0 +α( L)ε2

t

αi ≥0 ( i = 0 ,1 , ⋯, q) ,α( L) ≥1

(1)

其中 :L 为滞后算子 ,α( L) = α1 L +α2L2 + ⋯+

αqL
q ,为 q阶滞后算子多项式 ;Ωt 为 t 时的信息集 ,

一般包括外生变量 Xt 及内生变量 Rt 的滞后值

Rt - 1 , Rt - 2 , ⋯.

1. 2 　GARCH模型

为减少 ARCH模型的滞后阶数及对参数的约

束 ,Bolleslev[2 ] 提出 Generalized2ARCH( GARCH)

模型

εt | Ωt - 1 ～ N (0 ,σ2
t)

σ2
t = α0 + ∑

q

i =1

αiε
2
t - i +

　　∑
p

j = 1

βjσ
2
t - j = α0 +α( L)ε2

t +β( L)σ2
t

α0 ≥0 ,αi ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, q

βj ≥0 , j = 1 ,2 , ⋯, p

(2)

ARCH模型在提出之后的 20 年间 ,得到了许

多改进 , 衍生出许多新的 ARCH 类模型 , 如
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ARCH-M[3 ] ,EGARCH[4 ] , IGARCH[5 ] ,FIGARCH[6 ]

等. 文献[7 ] 讨论了这些模型的整合和诊断问题.

2 　多元 GARCH 类模型

现代金融市场中 ,不同市场间 ,或不同资产、

影响因子之间 ,往往存在着波动的相关关系 ,随着

世界金融市场的飞速发展 ,这种联系愈加紧密. 为

了分散、化解金融风险 ,需要对多个资产进行组

合 ,进行风险的对冲 ,而这是建立在对多个变量波

动的相关分析基础之上. 因此 ,需要研究多个变量

的波动与风险特性 ,把一元 ARCH 类模型向多变

量过程扩展.

2. 1 　多元 GARCH( p , q) 模型

Bollerslev 最早利用类似 GARCH 的模型形式

研究向量波动过程 ,提出多元 GARCH模型[8 ]

Yt = Mt +εt

εt | Ωt - 1 ～ N (0 , Ht)

Vech ( Ht) = W + ∑
q

i = 1
AiVech (εt - iε

′
t - i) +

　　　　∑
p

j =1
B jVech ( Ht - j) = W +

　　　　　A ( L) Vech (εtε
′
t ) + B ( L) Vech ( Ht)

(3)

其中 : Yt : N 维列向量 ,常表示价格 ; Mt 为 Yt 的条

件期望 ; A i , B j :
N ( N + 1)

2
维方阵 , A ( L) 和 B ( L)

分别为 q , p 阶滞后算子多项式 ; W :
N ( N + 1)

2
维

向量 , 是条件方差 (协方差) 方程中的截距项 ;

Vech (·) :向量半算子 ,按列堆积下三角矩阵 , N ×

N | →N ( N + 1)
2

×1.

2. 2 　对角多元 GARCH( p , q) 模型

为了减少多元 GARCH( p , q) 模型中的参数

个数 ,Bollerslev等建议将矩阵 Ai 和B j约束为对角

矩阵 ,这样大大简化了模型的形式 ,也简化了不同

变量、不同时期方差、协方差间的相关关系[8 ] .

2. 3 　BEKK模型

在多元 GARCH模型中 ,令

A i = ∑
K

k = 1

( A ik ª A ik) ′ (4)

B i = ∑
K

k =1

( B ik ª B ik) ′ (5)

其中 : ª 表示 Kronecker 积. 则与式 (3) 模型相对

应的 BEKK表达式为[9 ]

Vech( Ht) = W + ∑
q

i =1
∑

K

k =1

(Aik ª Aik)′Vech(εt - iε
′
t - i) +

　　　　　∑
p

j = 1
∑

K

k = 1

( B ik ª B ik)′Vech ( Ht - j) (6)

BEKK的优点是保证了矩阵 Ht 的正定性 ,但

模型参数的经济意义不如 GARCH形式明确.

2. 4 　常相关多元 GARCH模型

在多元 GARCH模型中 ,用 Yit , Yjt 表示 Yt 的

第 i 和 j 个分量 ,则二者在 t 时刻的相关系数为

ρijt = hijt/ hiithjjt (7)

其中 : hijt 是 Ht 矩阵中的第 ( i , j) 个元素 ,表示 Yi

和 Yj 在 t - 1 时刻的条件协方差 ; hiit 和 hjjt 分别为

Ht 矩阵中对角线的第 i 和 j 个元素 ,分别表示 Yit

和 Yjt 在 t - 1 时刻的条件方差 .

可 以 看 出 , 相 关 系 数 ρijt 是 时 变 的.

Bollerslev[10 ] 提出了常相关系数假设

σijt = ρijσitσjt (8)

则条件方差矩阵 Ht 可以写作

Ht = DtΓDt (9)

其中 : Dt = diag (σ1 t ,σ2 t , ⋯,σNt) ; Γ = (ρij) N ×N .

2. 5 　几种模型的比较

由表 1 可知 ,多元 GARCH模型最能全面刻画

波动特性 ,但它也是参数最多、最复杂的模型 ,其

他模型都可看作是多元 GARCH的简化.

表 1 　多元 GARCH类模型比较

模 　型 优 　点 缺 　点

多元 GARCH 全面、准确刻画波动特性 ,经济意义明确 参数多 ,估计困难

对角多元 GARCH 模型形式简化 ,参数减少 ,有一定的经济意义 对波动的刻画可能不够全面、准确

BEKK 保证 Ht 的正定性 参数经济意义不够明确

常相关多元 GARCH 模型形式简化 ,参数减少 ,有一定的经济意义 常相关约束可能并不成立
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3 　多元 GARCH 模型的参数估计

3. 1 　多元 GARCH模型参数估计的传统算法

对于模型 (3) ,有如下对数似然函数

L (θ) = -
TN
2

ln 2π -

　 　 　 1
2 ∑

T

t =1

(ln | Ht | +ε′
t H

- 1
t εt) (10)

其中 : Ht = (σijt) N ×N ;θ为待估参数向量 , 由 W ,

A ( L) 和 B ( L) 三部分组成.

该模型有2 N ( N + 1) + N2 ( N + 1) 2 ( p + q)
4

个参

数. 设研究的 Yt 为二维列向量 ,并且模型阶数为

GARCH(1 ,1) ,则模型中有21个参数 ;如 Yt 为三维

列向量 ,模型参数达 78 个. 因此 ,多元 GARCH 模

型的似然估计是复杂的优化问题.

非线性优化常用的方法为最速下降法、牛顿

法等. Berndt 等提出一种优化似然函数的算法

(BHHH算法) [11 ] ,有较好的收敛性和统计性质 ,

迭代过程如下

　θ( i +1)
=θ( i) + ki ∑

n

t =1

9Lt

9θ
9Lt

9θ′

- 1

∑
n

t =1

9L
9θ θ=θ

( i)
(11)

其中 : n 为样本数 ; k i 为第 i 步搜索步长 ,取使在该

搜索方向上似然函数极大化的步长. 选取适当的

初始值后 ,重复式 (11) ,直至所得结果满足一定条

件 ,如收敛性、迭代次数等.

国外多元 GARCH 模型参数估计多采用

BHHH算法[12 ] ,利用目标函数的梯度信息进行迭

代和优化 ,但是 ,多元 GARCH模型的参数较多 ,梯

度计算非常复杂且不一定存在 ,同时 ,搜索中往往

存在震荡 ,导致收敛于局部最优解 ,且结果对初始

值的选取比较敏感 ,这些都是用 BHHH 算法估计

多元 GARCH模型参数的缺陷.

3. 2 　遗传算法在多元 GARCH模型估计中的应用

为了解决传统算法面临的这些问题 ,引入人

工智能方法是一种较好的途径. 遗传算法已经很

好地解决了一元 ARCH 模型族的参数估计和

ARCH类模型的选择问题[13 ] ,对于多元 GARCH模

型的参数估计 ,遗传算法有如下优点 :

1) 遗传算法的并行性 ,不易陷入局部最优解.

2) 搜索过程中 ,基本不用目标函数的梯度信

息 ,仅用适应值函数来评估个体 ,避免了梯度算法

中由于搜索的震荡或梯度的不存在而使似然函数

值陷入局部最优解.

3) 可以选择不同的编码及操作方式 ,设置不

同的交叉和变异概率 ,算法有更好的适应性.

3. 2. 1 　编码

多元 GARCH模型参数较多 ,采用二进制位串

编码会导致染色体过长 ,以及计算精度的降低. 本

文采用实值编码方式 ,便于限制参数的取值区间.

可将染色体 A 表示为

　　A = θ1θ2 ⋯θK (12)

其中 : K 为模型中参数个数 ;θk ∈ [min k ,mɑxk ] ,

[min k ,mɑxk ] 表示参数θk 的取值区间 , 在多元

GARCH模型中 ,取θk ∈[ - 1 ,1 ] , k = 1 ,2 , ⋯, K.

3. 2. 2 　群体规模

设群体规模为 M ,则第 i 代群体为

P( i) = { A (1 , i) ,A (2 , i) , ⋯,A (M , i)} (13)

群体规模越大 ,群体中个体的多样性越高 ,算

法陷入局部最优解的危险性就越小 ,但计算量会

增大. 本文选择群体规模 M = 50.

3. 2. 3 　适应值函数

目前常用的定义适应值函数的方法有 :线性

比例 ,幂比例和指数比例. 幂比例和指数比例中系

数的选取比较困难 ,本文采用的线性比例方法则

较容易实现. 设个体 A 的似然函数为 L ( A) ,其适

应值函数 F( A) 取为

F(A) =
L (A) - Cmin ,当 L (A) > Cmin

0 　　　　　其他
(14)

其中 , Cmin 为某一常数 . 运算过程中 ,可以采取自

适应的适应值选取方式 , 即随着进化中多元

GARCH模型似然函数值的改善 ,提高 Cmin 的值 ,

这样可以自动减小较差模型参数的生存概率.

3. 2. 4 　选择策略

适应度比例方法是最常用的一种选择策略 .

对于个体 A ( m , i) ,其生存概率为

pi
m =

F( A ( m , i) )

∑
M

m = 1
F( A ( m , i) )

(15)

同时 ,本文采用了最优个体保留策略 ,即上一代种

群中的最优个体将不进行交叉和变异操作 ,直接

进入下一代 ,有利于最优模型参数的保留.
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3. 2. 5 　交叉操作

交叉率越高 ,群体中基因串的更新越快. 交叉

率过高 ,高性能串破坏的可能性大. 交叉率过低 ,

搜索速度会很慢. 本文采用 0. 5 ～ 0. 9 , 为单点

交叉.

3. 2. 6 　变异操作

适当水平的变异率可以保持群体的多样性 ,防

止出现早熟现象 ,高水平的变异率 ,会产生接近随机

的搜索. 本文采用单点变异 ,变异率为0. 001 ～ 0. 01.

如个体 A 中第 k 个基因θk 发生变异 ,则

　　θk →θ′
k ,θ′

k ∈[ - 1 ,1 ] (16)

3. 2. 7 　停止准则

本文选取最大实验代数 300 为停止准则. 由

计算可见 ,200 代之内基本可以得到满意的解 ,此

后 ,适应值函数和似然函数都没有明显改进.

4 　实证研究

选择上证综指和深证成指两组金融数据为样
本 ,分别用 SH 和 SZ 表示. 时间段为 1992 - 05

- 21 —1999 - 11 - 23 ,共 1 854 个交易日.

4. 1 　收益基本统计特性
用市场的每日收盘指数表示价格{ Pt} , 将收

益{ Rt} 定义为
Rt = ln Pt - ln Pt - 1 (17)

由表 2 可以看出 :两个样本的偏态和峰态统计

量都显著异于正态 (正态下二者分别为 0 和 3) ,而

J - B 统计量大于任意合理显著水平下的临界值

( J - B ～χ2 (2) ,χ2 (2 ,0. 01) = 9. 21) ,反映了中国

股市收益分布的非正态性和“高峰厚尾”特性 ,这一

结论与许多关于国外金融市场的统计结果一致.

表 2 　中国股票市场日收益统计值

样本 样本数 均值 标准差 偏态 峰态
J - B

统计量

SH 1 854 7. 91e - 5 3. 27e - 2 1. 434 13. 77 9 595. 87

SZ 1 854 1. 71e - 4 2. 66 e - 2 0. 618 9. 330 3 213. 33

4. 2 　收益二阶相关检验

4. 2. 1 　Q 统计量检验

常用的相关性检验方法是 Box2Pierce 给出的

QB P 检验量 ,Ljung2Box 给出了修正的统计量 QLB ,

使其在小样本下具有更好的统计性质. 对于两个

样本的收益平方序列 ,表 3 给出检验结果.

表中结果在任意合理显著水平均拒绝二阶不

相关的零假设 ,因此 ,两个样本存在二阶相关性.

4. 2. 2 　方差比和方差差检验

方差比 ( VR) 和方差差 ( VD) 也是二阶相关性

的检验方法[14 ] . 表 4 给出两个样本的检验结果.

表 3 　Q 检验结果

统计量 QB P

滞后阶数 5 10 30 50

SH 278. 82 339. 23 413. 35 520. 56

SZ 203. 98 222. 59 281. 94 299. 62

统计量 QLB

滞后阶数 5 10 30 50

SH 279. 50 340. 22 415. 28 524. 95

SZ 204. 47 223. 17 283. 35 301. 49

表 4 　VR、VD 检验结果

VR VD

q 5 10 30 100 5 10 30 100

SH 1. 13 1. 29 1. 25 0. 72 1. 3e - 4 3. 1e - 4 2. 7e - 4 - 3. 1e - 4
0 0 0. 055 0. 11 0 0 0. 053 0. 096

SZ 1. 11 1. 32 1. 07 1. 11 8. 2e - 5 2. 3e - 4 5. 3e - 5 8. 2e - 5
0. 02 0 0. 11 0. 01 0. 01 0 0. 10 0. 01

表中 ,相应统计量下面为对应的显著性水平. 可以

看出 ,两个样本存在着显著的二阶相关性.

4. 3 　一元 GARCH建模

一元 GARCH模型是单变量异方差建模的有
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力工具 ,本文首先利用该模型对上海和深圳股市

进行建模. 为了模型的简约 , 并且一般认为

GARCH(1 ,1) 可以较好地刻画金融市场的波动 ,

选取模型阶数为 GARCH(1 ,1) .

4. 3. 1 　SH

Rt = 7. 91 ×10- 5 +εt

Vɑr(εt | Ωt - 1) = ht

ht = 7. 59 ×10- 5 + 0.300ε2
t - 1 + 0. 678ht - 1

(18)

4. 3. 2 　SZ

Rt = 1. 71 ×10- 4 +εt

Vɑr(εt | Ωt - 1) = ht

ht = 7. 86 ×10- 5 + 0.234ε2
t - 1 + 0. 670ht - 1

(19)

上海和深圳股市一元 GARCH 实证结果可以

看出 ,两个模型中条件方差方程表现出较强的单

位 根 特 性 , 接 近 于 单 整 GARCH( IGARCH ,

integrated GARCH) ,说明两个股票市场的波动呈

现较强的持续性 (volatility persistence) .

4. 4 　多元 GARCH建模

运用基于遗传算法的多元 GARCH建模方法 ,

利用上海和深圳股票市场的数据进行二元

GARCH建模. 由于加大模型阶数会使模型中参数

个数增加很多 , 本文模型阶数选取为二元

GARCH(1 ,1) . 实证结果如下 :

RSH , t

RSZ, t

=
7. 91 ×10 - 5

1. 71 ×10 - 4 +
εSH , t

εSZ , t

(20)

εt = (εSH , t ,εSZ, t)
′ (21)

Vɑr (εt | Ωt - 1) = Ht (22)

Vech ( Ht) =

0. 000 9

(9. 0 3 )

0. 002 9

(1. 8 3 )

0. 006 9

(2. 5 3 )

+

　　

0.688 - 0.996 - 0.544

(2.23 ) (- 1.3) (1.83 )

0.543 - 0.928 - 0.355

(11.73 ) (- 2.43 ) (- 9.33 )

0.706 0.317 0.465

(70.13 ) (1.93 ) (16.43 )

Vech(εt - 1ε
′
t - 1) +

　　

- 0. 412 0. 927 0. 594

( - 1. 9 3 ) (1. 8 3 ) (1. 5 3 )

0. 842 0. 926 0. 031

(0. 19) (7. 7 3 ) (0. 47)

- 0. 578 - 0. 435 0. 083

( - 2. 7 3 ) ( - 0. 75) (2. 6 3 )

Vech( Ht - 1)

(23)

模型中 : ( ) 中为 t 检验量 ; 带 3 者表示其显著.

从上面计算结果可以看出 ,模型中大多数参

数 t 检验显著 ,说明中国股市存在着二元 GARCH

效应 ,也说明深、沪股市的波动之间存在着一定的

相关关系. 进行多元 GARCH建模的一个重要意义

是研究多变量波动之间的协同关系 ,进而为风险

的分析和防范提供工具. 文献[15 ,16 ] 给出了协同

持续的含义 :若向量中的每个分量都是方差持续

的 ,而它们的某个线性组合不再具有方差持续性 ,

则称该向量具有协同持续性. 上面所建二元

GARCH模型的特征值为 :λ1 = 0. 129 5 + 0. 162 2 i ;

λ2 = 0. 129 5 - 0. 162 2 i ;λ3 = 0. 585 1. 三个特征

值对应的特征向量分别为

v1 = (0. 129 5 + 0. 162 2 i ,0. 956 2 ,0. 199 6 +

0. 052 8 i) (24)

　　v2 = (0. 129 5 - 0. 162 2 i ,0. 956 2 ,0. 199 6 -

0. 052 8 i) (25)

　　v3 = (0. 181 8 , - 0. 109 3 ,0. 977 2) (26)

假定协同持续向量为γ = (1 ,γ1) , 则其应

满足

Vec 2 (γ) ′v3 = 0 (27)

展开为

　　0. 977 2γ2
1 - 0. 218 6γ1 + 0. 181 8 = 0 (28)

该方程无实数解 ,根据文献 [ 15 ,16 ]的定理 ,沪深

股市不具有波动的协同持续性.

这种建模方法也可以用于三元以上 GARCH

模型的估计问题 ,只是随着变量维数增加 ,计算量

会增大很多.

5 　结束语

在多元 GARCH 模型的极大似然估计中 ,基

于梯度信息的优化算法存在许多不足. 多元

GARCH模型建模问题一直没有很好的解决. 本文
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提出基于遗传算法的多元 GARCH 模型似然估计

方法 ,并对上海和深圳的股指数据进行了计算. 计

算表明 ,深、沪股市都存在波动的持续性 ,同时 ,二

者间存在波动的相关关系和二元 GARCH效应.
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Multivariate GARCH modeling and its application in volatility analysis of

Chinese stock markets

FAN Zhi , ZHANG Shi- ying
School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China

Abstract : This paper first briefly reviews the evolvement of univariate ARCH class models , and introduces several

multivariate GARCH class models. Considering the shortage of traditional estimation methods for multivariate

GARCH based on gradient information , we give out the likelihood estimating method based on genetic algorithm. Fi2
nally , the paper presents the demonstration of Chinese stock markets : Both Shanghai and Shenzhen stock markets

show volatility persistence in variance. When combined together , the two markets show obvious bivariate GARCH

effect , and there is no common persistence in Shanghai and Shenzhen stock markets.

Key words : financial volatility ; multivariate GARCH ; genetic algorithm ; Chinese stock markets
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