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摘要: 股权融资是成长型企业捕获成长机会、获得跨越式发展的重要手段，然而在股权融资过
程中是否应该签订对赌协议这一问题长期困扰着企业家．以企业价值创造与供需匹配的运营
视角研究了零售商与私募股权投资机构( PE) 之间的对赌问题，分别基于零售商风险规避和模
糊规避两种决策行为构建了有无对赌协议的效用模型，刻画并对比了对赌对两种行为零售商
的决策、效用等多方面的影响．研究发现，尽管风险规避行为下零售商的决策更为保守，但两种
行为都存在“对赌协议签订区间”使得对赌协议有助于提升投融资双方的运作效用． 特别地，
企业成长性是签订对赌协议的关键因素，当企业成长性较高时应该签订对赌协议，若成长性不
足，则应考虑企业估值和运营的利润率情况，从而决定是否签订对赌协议．
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0 引 言

2017 年 11 月，360 借壳江南嘉捷上市 A 股，
并签下了一份业绩目标高达 89 亿元的对赌协议，
在投资圈里掀起了一阵资本波澜［1］． 对赌协议也
称“估值调整机制 ( valuation adjustment mecha-
nism，VAM) ”，是投融资双方为了达成一致协议
而附加的对未来不确定情况的约定，使得双方在
约定时间到期后可以根据企业的实际绩效对原本
的投融资条件进行调整．对赌协议自 2003 年登陆
中国以来，已经被广泛应用于资本领域，新三板第
一门户挖贝网有过统计，2015 年和 2016 年披露
对赌协议的新三板企业分别为 128 家、120 家，而
2017 年截至 11 月 6 日这一数据已达到 238 家，比
去年翻了将近 1 倍［2］． 另据 Choice 数据显示，
2017 年 A股定增重组、并购重组交易中涉及的对
赌协议有 500 余份［3］． 不同的企业签订对赌协议
后有不同的结果，对赌成功者，例如蒙牛、雨润食

品等企业得以快速发展，投资方也收获丰厚的资
本增值回报;对赌失败者，例如永乐电器、太子奶、

俏江南等则创始人离职、企业严重亏损甚至被收
购．有意思的是，360 董事长周鸿祎在几年前曾说
过“对赌往往带来双输的局面”，而如今在签订对
赌协议时，又表示基于 360 目前的营业收入，对这
个对赌承诺非常有信心．如此“言行不一”的背后
自然有其深刻的道理，事实上，从其 2019 年的财
报来看，360 已超额完成对赌协议． 由此不禁要
问，什么样的企业适合对赌，什么样的企业不应该
对赌? 厘清这样的问题将有助于创业者和股权投资
者更加科学和谨慎地使用对赌协议，规避“双输”．

对赌协议最早是在国外企业并购盛行的背景
下提出来的，但无论是在被称为美国风险投资大
本营的加州硅谷［4］，还是在国外学术研究中都没
有关于“对赌协议”或者“估值调整机制”的专门
术语［5］，而是以“earnout”［6，7］、“contingent con-

① 收稿日期: 2017 － 12 － 29; 修订日期: 2020 － 02 － 21．
基金项目: 国家自然科学基金资助项目( 71571024; 71872021) ; 教育部人文社会科学研究青年基金资助项目( 19YJC630026 ) ; 中央高校

基本科研业务费资助项目( 2018CDJSK02XK17) ．
通讯作者: 于 辉( 1973—) ，男，重庆人，博士，教授，博士生导师． Email: yuhui@ cqu． edu． cn



tract”［8］的形式被企业家广泛使用，且 Bazerman
和 Gillespie［9］认为这样的合同通常被视为赌博．
与对赌协议类似，在这样的契约中，投标人事先只
需支付一部分费用，余下的则要推迟到目标公司
实现确定的业绩目标之后再行支付［10］，这使得当
目标公司未来更多地与价值相关的信息变得可用
时，买卖双方可以重新对企业价值进行评估［11］．
Ｒagozzino 和 Ｒeuer［12］认为由于这样的契约将过
度支付的风险由信息较少的并购方转移到了被并
购方，因此可以有效减少并购中的逆向选择问题．
尽管具有上述优点，Caselli 等［13］的研究发现，分
期支付以及监管所带来的低效率和缔约成本可能
会限制此类协议的使用． Cain等［14］又通过实证研
究表明，在并购中，使用此协议最多的往往是那些
企业价值具有较高不确定性的标的企业，比如标
的企业是子公司或者私人所有( 没有市场价格作
为参考基准) ，或者是服务、高科技类型的企业
( 两者未来前景都具有高度不确定性) ，这无疑加
大了资方的投资风险． 甚至 Viarengo 等［15］认为
earnout产生的根源就在于投、融资双方对企业未
来价值判断的不一致，而鉴于结果验证的复杂性
以及管理者潜在的道德风险，投资方提起法律诉
讼的情况比获得赔偿的情况更常见，因此，此类协
议在国外资本市场上越来越不受欢迎．

相较于国外资本市场，我国相关的法律法规
不完善，目前国内关于对赌协议的研究主要从法
律层面和企业层面两个角度展开．在法律层面上，
学者主要关注对赌协议的合同属性以及法律效力
问题．目前关于对赌协议的合同属性存在“射幸
合同”［16］和“附条件合同”［17］两种说法，尽管学术
界关于对赌协议的合同属性尚无统一说法，但是
对其法律效力学者普遍是认可的［18，19］．本文不探
讨对赌协议的法律效力，而是关注企业层面上对
赌协议是否应该签订的问题．

在企业层面上，学者主要关注对赌协议的运
行机制和管理激励功能［20］． 在运行机制方面，肖
菁［21］通过案例分析的方式指出在制定对赌协议
时应重视正确评价企业已实现的财务业绩，合理
预测未来业绩．林畅杰［22］基于可持续增长模型探
究了签订对赌协议可能引发的财务效应，发现对
赌容易诱发企业的短期化行为，削弱企业的长期
竞争力． 对此，刘峰涛等［23］以博弈论作为研究方

法，发现采用重复对赌协议机制可以有效克服短
期利益的束缚和信息风险，避免由于一次性签约
业绩目标过高所采取的冒险行为． 在管理激励方
面，由于代理人的道德水平是个无法掌控的因
素［24］，故需要通过激励契约对逆向选择和道德风
险问题进行激励和协调［25］．李燕萍等［26］指出，当
激励契约不完备时，高管从激励契约中获取不到
足够的报酬，可能会通过其他手段寻求补偿，进而
给企业带来不利影响．而肖欣荣和田存志［27］研究
了私募基金管理者与基金外部投资人的委托代理
关系，发现业绩表现费 ( 超过约定业绩后的收益
分成) 有助于降低私募基金管理者的道德风险，
为对赌协议管理激励功能提供了理论依据． 张波
等［28］以理论模型证明了对赌协议是能够有效保
护投资者收益和激励管理层的最优制度安排． 项
海容等［29］利用契约理论也论证了对赌协议对企
业家存在激励效应，但不同难度的对赌目标对企
业家的激励效应是不同的．

还有 Bates 等［30］研究了并购中的 earnout 对资
金受限的收购方的重要意义，发现这种延迟支付部
分并购费用的方式为并购方提供了重要的资金来
源．本文通过实证研究表明，该协议约定的未来支付
额占到了并购总额度的 30%，超过了收购方当前持
有的现金和有价证券总量的 3倍．另一方面，还发现
资金受限的收购方比资金充足的收购方更有可能使
用此协议，因此收购方的财务约束对此类协议在并
购中的使用具有积极的和经济上的重大影响．本文
为对赌协议的研究开拓了新的方向．

上述从企业层面探讨对赌协议的文献已经注
意到“不确定性”这一要素对对赌结果的影响，
Cain等［14］和 Viarengo 等［15］甚至认为对赌协议在
国外资本市场上不受欢迎的根本原因就在于融资
企业的不确定性太高． 然而这些文章并没有详细
刻画不确定性，无法回答由不确定性引发的企业
是否应该签订对赌协议的问题，因此，本文立足于
不确定因素本身，以运营视角在企业成长性不确
定的情况下探讨了对赌协议的签订问题． 主要原
因有以下两点: 其一，对赌协议具有不确定性的根
源在于企业自身的不确定性，例如企业面临的市
场需求不确定、上游供货不确定、企业的成长性不
确定等，这些因素才是造成企业最终财务绩效与
对赌结果不确定的根本原因．其中，成长性不确定
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是制约成长型企业发展的重要因素，对对赌的结
果有着举足轻重的影响．其二，激励融资方更好地
经营企业是签订对赌协议的一大重要目的，而保
持良好的运营状态则是企业实现对赌业绩目标的
关键途径，因为运营管理致力于对产品的开发、生
产、交付以及产品和服务的配置等进行科学改
进［16］，故不能剥离运营去研究对赌协议．

本文基于运营视角在成长性不确定的情况下研
究了零售商与私募股权投资机构的对赌问题，分别
在零售商风险规避和模糊规避( ambiguity averse) 的
决策行为下，通过构建有无对赌协议两种情况的效
用模型，对比分析了对赌协议的签订对投融资双方
的影响，探讨了什么样的企业应该签订对赌协议，什
么样的企业不适合签订对赌协议的问题，有助于投
融资者更加科学的使用对赌协议，实现合作共赢．

1 问题描述与基本假设

以二级供应链中的零售商为研究对象，如图所
示，图1为有对赌协议情况，图2为无对赌协议情况．

图 1 成长风险下融资对赌流程

Fig． 1 Operational process with VAM under growth risk

图 2 成长风险下融资不对赌流程

Fig． 2 Operational process without VAM under growth risk

零售商以价格 w 向供应商订货，然后以价格
p向市场销售，市场需求 D0 = a － bp ．由于企业处
于成长期，零售商往往面临良好的市场机会，根据
文献［32］，管理者可以通过投资产品研发、提升
产能、开拓市场等方式来提升企业的运营能力，增
强短期效益，进而把控成长机会．对此，考虑零售
商以市场开拓的方式来把握成长机会，可以通过
付出努力 e开拓市场，扩大市场规模．然而外部环
境的不确定性使得企业的成长性也不确定，表现
为市场规模的扩张具有随机性，根据文献［33］，
新的市场需求可以表示为 D = a － bp + ξe，其中 ξ
表示每单位努力带来的需求的随机增加量，其概
率密度函数为 f、累积分布函数为 F均未知，已知
的信息只有其均值 μ以及方差 σ2 ．销售努力的成
本 V( e) 关于努力水平 e是单调增且 V( 0) = 0的
凸函数，不失一般性，令 V( e) = 0． 5se2 ，其中 s为
努力成本参数，s ＞ 0 ．出于资金压力和分担风险
的原因，零售商引入私募股权投资机构( PE) 进行
增资，并签订了以销售额为业绩目标，以现金为补
偿形式的对赌协议． 融资后零售商需要决策最优
订货量 q以及努力水平 e ．

假定零售商融资时企业处于扩张期，尚未首
次公开募股( IPO) ，并假定 PE以损益表法中的市
净率估值法对企业进行估值． 企业融资以及市场
扩张之后，产品的成本和销售价格不变，运营决策
权仍由原股东( 零售商) 控制．模型不考虑融资成
本与税收，在不改变模型本质架构的基础上，本文
另作如下假设:

1) 假定零售商以自身所占的净资产为其效
用函数，PE股权投资都有非常明确的目的性，尤
其是在签订对赌协议的情况下，给零售商设置的
业绩目标真实地反映了 PE 的投资意图，因此假
定 PE的效用由自身净资产和销售额加权组成．

2) 融资资金充足，能够保证零售商进行市场
开拓和满足新增的订货成本．

3) 不考虑商品残值和缺货时的企业商誉损
失．从最终的解析结果来讲，考虑这两者只是在最
优解的基础上增加了两个扰动因素，对其管理意
义的探讨和分析没有任何本质影响．

其它参数设定如下．
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表 1 参数说明

Table 1 Parameter description

符号 说明

A 零售商融资前的固定资产

η 零售商融资前自有资金

α 市净率估值法下零售企业的估值倍数

Γ 均值为 μ，标准差为 σ的非负分布函数集

M 对赌协议中约定的销售额业绩目标

θ 股权融资后零售商的持股比例

τ PE效用函数中净资产的权重

2 零售商股权融资的运营决策

零售商在股权融资之后有充足的资金进行市
场开拓，根据前文假设，新的市场需求为 D = a －
bp + ξe ．显然，融资之后零售商的订货量 q≥ a －
bp，进而零售商的销售额变为 S( q，e) = pmin{ q，
a － bp + ξe}，净利润为 pmin{ q，a － bp + ξe} －
wq －0． 5se2 ．根据市净率估值法，零售商在股权融
资之后对零售企业的持股比例变为

θ = α( A + η)
α( A + η) + B ( 1)

PE的持股比例为 θ
－
= 1 － θ ．因此，零售商在销售

期末的净资产为
TAＲ ( q，e) = θ( A + η + B + pmin{ q，a －

bp + ξe} － wq － 0． 5se2 ) ( 2)
PE的净资产为

TAPE ( q，e) = θ
－
( A + η + B + pmin{ q，a －

bp + ξe} － wq － 0． 5se2 ) ( 3)
PE的效用为

UPE ( q，e) = τTAPE ( q，e) + ( 1 － τ) S( q，e)

( 4)
为便于深入分析对赌给零售商带来的影

响，将在无对赌协议和有对赌协议两种情况下

讨论并对比零售商的运营决策，同时考察零售

商在模糊规避( 风险中性) 和风险规避两种行为

下的决策．

2． 1 不对赌时不同风险偏好下的运营决策

假定投融资双方有着良好的信任关系，且投

资方十分看好融资企业未来的发展，因此在股权

投融资时双方不签订对赌协议． 由于零售商只掌

握了随机成长因子的部分信息，此时市场具有较

强的波动性，决策者的风险态度 ( 尤其是风险规

避态度) 将极为关键［34］． 假定零售商是风险规避

的，采用 Natarajan等［35］所提出的最差可能条件风险

值( worst-case conditional value at risk，WCVaＲ) 的

方法构建模型．

令风险规避型零售商的风险容忍度为
k( 0 ＜ k ＜ 1 ) ，其值越小，表明零售商风险规避程

度越高，反之则越低．当 k = 1 时，零售商为风险

中性( 模糊规避) ． 在零售商不对赌时以 WCVaＲ

为风险度量准则的决策模型为
max
q，e

WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］ ( 5)

其中
WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］ =

max
v∈瓗

v + 1
k min

F ～ ( μ，σ2)
E［( TAＲ ( q，e) － v) －{ }］

( y) － = min{ y，0}

( y) + = max{ y，0}

要解上述模型，需要分 3 个步骤．首先，设

( q，e，v) = min
F ～ ( μ，σ2)

E［( TAＲ ( q，e) － v) －］

下面将讨论 ( q，e，v) 的解析表达式． 为方便表

述，记
m = A + η + B － 0． 5se2

t = θwq + v － θm
θp

h( q，e，v，ξ) = ( q － ( q － a + bp － ξe) + － t) －

φ( q，e，v) = min
F ～ ( μ，σ2)

E［h( q，e，v，ξ)］

则显然 ( q，e，v) = θpφ( q，e，v) ． 下面的引理给

出了 ( q，e，v) 的解析表达式．

引理 1 函数 ( q，e，v) 关于 v连续，且当 q － a + bp
e ＜ μ2 + σ2

2μ 时

—36—第 10 期 邓 杰等: 对赌协议该签吗? 企业股权融资的运营分析



( q，e，v) =

0 ∶= 1，v≤ θm － θwq + θp( a － bp)

θp( a － bp － t) σ2

μ2 + σ2 ∶= 2，θm － θwq + θp( a － bp) ＜ v≤ θ( p － w) q + θm

θp( q － t － q － a + bp) σ2

μ2 + σ( )2 ∶= 3，v ＞ θ( p － w) q + θ











 m

( 6)

当 q － a + bp
e ≥ μ2 + σ2

2μ 时

( q，e，v) =

0: = 4，v≤ θm － θwq + θp( a － bp)

θp( a－bp－t) σ2

μ2 + σ2 ∶= 5，

θm－θwq+θp( a－bp) ＜ v≤θm－θwq+θp a－bp +e μ
2 + σ2

2( )μ

－ θp e
2

t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡
2 + t － a + bp

e －( )( )μ ∶= 6，

θm － θwq + θp a － bp + e μ
2 + σ2

2( )μ
＜ v≤ θ( p － w) q + θm

θp q － t － e
2

q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡
2 + q － a + bp

e －( )( )[ ]μ ∶= 7，

v ＞ θ( p － w) q + θ























m

( 7)

证明 见附录．
其次，求解 WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］，下面的引

理给出了相关的解析表达式．

引理 2 WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］关于 ( q，e) 连

续，且当 σ2

μ2 + σ2 ＜ k ＜ 1 时

WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］ =

θm + θ( p － w) q － θp
k ( N)

σ2

μ2 + σ2 ∶= ω1，
N
e ＜ μ2 + σ2

2μ

θm + θ( p － w) q － θp
k

e
2

N
e －( )μ 2

+ σ槡
2 + N

e －( )( )μ ∶= ω2，
μ2 + σ2

2μ ≤ N
e ＜ μ － ( 1 － 2k) σ

2 k( 1 － k槡 )

θm + θ( p － w) q － θp N － e μ － σ 1 － k
槡( )( )k

∶= ω3，μ － ( 1 － 2k) σ
2 k( 1 － k槡 )

≤ N















e

( 8)

当 0 ＜ k≤ σ2

μ2 + σ2 时

WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］ = θm － θwq － B + θ + B( )M
p( a － bp) ∶= ω0 ( 9)

其中 N = q － a + bp ．

证明 见附录．

最后，求解 max
q，e

WCVaＲk［TAＲ( q，e)］．定理 1给

出了风险规避型零售商在WCVaＲ下的最优决策．

定理 1 当零售商股权融资但不与 PE 对赌

时，风险规避型零售商的最优决策为

1) 当 μ( )σ

2
＜ p － ( p － w) k
( p － w) k 时

e*a = 0

q*a
{ = a － bp

( 10)
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2) 当 μ( )σ

2

≥ p － ( p － w) k
( p － w) k 时

e*a = μ( p － w)
s －

σ k( p － w)［p － k( p － w槡 )］
ks

q*a = a － bp + μe*a +

σ
2

2k( p － w) － p
k( p － w)［p － k( p － w槡 )］

e*















a

( 11)

证明 见附录．
当零售商的风险容忍度 k = 1 ，即零售商为

风险中性时，有以下结论．
命题 1 当零售商股权融资但不与 PE 对赌

时，风险中性零售商的最优决策为

1) 当 μ( )σ

2
＜ w

p － w时

e*n = 0

q*n
{ = a － bp

2) 当 μ( )σ

2

≥ w
p － w时

e*n = μ( p － w) － σ w( p － w槡 )
s

q*n = a － bp + μe*n + σ
2

p － 2w
w( p － w槡 )

e*{
n

( 12)

均值的大小代表了零售企业成长性的高低，
而方差的大小则意味着成长风险的高低．因此，根
据定理 1 可以发现:企业的成长性越高，零售商愿
意付出的努力水平也越高; 而成长风险的增加则
会导致零售商的努力水平降低，尤其是当成长风
险过高时，会出现类似于经典的 Scarf 模型［36］中
完全不订货的情况，此时零售商不会付出努力去
进行市场开拓．另外，在没有对赌协议的情况下，
无论提高还是降低对融资企业的估值倍数，均不
会改变零售商的努力水平和订货量，这意味着此
时投资方缺少适当的激励措施．

2． 2 对赌时不同风险偏好下的运营决策
成长性的不确定使得零售企业未来的经营状

况也具有很大的不确定性，即便零售企业的成长
因子具有较高的均值，也即成长性具有较高的期
望值，PE 仍会承受巨大的风险． 因此，PE 往往要
求与零售商签订对赌协议，一方面可以充分保障
投资者的利益，另一方面又可以激励零售商付出
足够的努力按 PE 的意愿扩张市场，促进企业快
速成长，为双方带来高额回报．

PE投资成长型企业的目的是促进企业业务
快速增长，最终成功上市并退出．而我国企业上市
大多数都有营业收入要求，故假设 PE 与零售商
签订了以销售额为业绩目标、以现金为补偿形式
的对赌协议，那么零售商在销售期末的净资产
变为

TAＲ_VAM ( q，e) = ( θ + B /M) pmin{ q，a －
bp + ξe} + θ( A + η + B －
wq － 0． 5se2 ) － B ( 13)

PE的净资产为

TAPE_VAM ( q，e) = ( θ
－
－ B /M) pmin{ q，a －

bp + ξe} + θ
－
( A + η + B －

wq － 0． 5se2 ) + B ( 14)
PE的总效用为

UPE_VAM ( q，e) = τTAPE_VAM ( q，e) +
( 1 － τ) S( q，e) ( 15)

在 WCVaＲ 风险度量准则下，零售商此时的
决策模型为

max
q，e

WCVaＲk［TAＲ_VAM ( q，e) ］
n!

r! ( n － r) !
( 16)

用相同的方法，可以求出此时零售商的最优
决策．

定理 2 当零售商股权融资且与 PE 对赌时，
风险规避型零售商的最优决策为

1) 当 μ( )σ

2
＜ ( θ + B /M) p － ( ( θ + B /M) p － θw) k

( ( θ + B /M) p － θw) k 时

e*a_VAM = 0

q*a_VAM
{ = a － bp

2) 当 μ( )σ

2

≥ ( θ + B /M) p － k( ( θ + B /M) p － θw)
k( ( θ + B /M) p － θw) 时
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e*a_VAM =
kμ θ + B( )M

p － θ( )w － σ k θ + B( )M
p － θ( )w θ + B( )M

p － k θ + B( )M
p － θ( )[ ]槡 w

θks

q*a_VAM = a － bp + μe*a_VAM + σ
2

2k θ + B( )M
p － θ( )w － θ + B( )M

p

k θ + B( )M
p － θ( )w θ + B( )M

p － k θ + B( )M
p － θ( )[ ]槡 w

e*















a_VAM

( 17)

证明 同定理 1．

当零售商的风险容忍度 k = 1 ，即零售商为
风险中性时，有以下结论．

命题 2 当零售商股权融资且与 PE 对赌时，

风险中性零售商的最优决策为

1) 当 μ( )σ

2
＜ θw
( θ + B /M) p － θw时

e*n_VAM = 0

q*n_VAM
{

= a － bp

2) 当 μ( )σ

2

≥ θw
( θ + B /M) p － θw时

e*n_VAM = μ［( θ + B /M) p － θw］－ σ θw［( θ + B /M) p － θw槡 ］
θs

q*n_VAM = a － bp + μe*n_VAM + σ
2

( θ + B /M) p － 2θw
θw［( θ + B /M) p － θw槡 ］

e*{
n_VAM

( 18)

对比命题 1 和命题 2 发现，对赌协议的签订
对零售商的努力水平有较大影响，通过以下推论
进一步探讨对赌协议是否真的对零售商具有激励
效应．

推论 1 签订对赌协议会促使零售商提升努
力水平和订货量．

证明 首先考察努力水平． 显然，当 μ( )σ

2

＜ w
p － w 时，e

*
n ≤ e*n_VAM ，故主要考察

w
p － w ≤

μ( )σ

2

时 e*n_VAM与 e*n 的大小关系．假设 e*n_VAM － e*n

＜ 0 ，则有

μ2 B
θ( )M

2
p2 + σ2w( p － w) +

2μσ B
θM

p w( p － w槡 ) ＜

σ2w 1 + B
θ( )M[ ]p － w

这等价于 μ2 B
θM

p + 2μσ w( p － w槡 ) ＜ σ2w，由

此可得 2μ w( p － w槡 ) ＜ σw，与 w
p － w ≤

μ( )σ

2

矛盾，因此 e*n_VAM － e*n ＞ 0 ． 再考察订货量，类似

地，只需证明当 w
p － w≤

μ( )σ

2

时，q*n_VAM ＞ q*n 即

可．前面已经证明了 e*n_VAM ＞ e*n ，因此

q*n_VAM ＞ a － bp + μe*n +

σ
2

( θ + B /M) p － 2θw
θw［( θ + B /M) p － θw槡 ］

e*n

若能证明

( θ + B /M) p － 2θw
θw［( θ + B /M) p － θw槡 ］

＞ p － 2w
w( p － w槡 )

( 19)

则显然有 q*n_VAM ＞ q*n ．

式( 19) 等价于

p － 2 θM
θM + B w

θM
θM + B p － θM

θ( )M + B
2

槡 w
＞ p － 2w

槡p － w

这是个 W
X ＞ Y

Z 结构，其中 X，Z ＞ 0 ．当 Y = p －

2w≥ 0 时，显然 W ＞ 0 ，容易证明
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Z2 － X2 =

1 － θM
θ( )M + B

p － 1 + θM
θ( )M + B[ ]w ＞ 0

即 X ＜ Z，因此式( 19) 成立．

当 2θM
θM + B w≤ p ＜ 2w时，Y ＜ 0≤W，显然

有式( 19) 成立．

当 p ＜ 2θM
θM + B w时

Z2 － X2 =

1 － θM
θ( )M + B

p － 1 + θM
θ( )M + B[ ]w ＜ 0

即 X ＞ Z，而 W，Y ＜ 0 ，且 W2 ＜ Y2 ，因此 W
X ＞

Y
Z，式( 19) 仍然成立．故 q*n_VAM ＞ q*n ．

推论 1 验证了本文的猜测: 对赌协议具有激
励作用，可令零售商付出更多的努力去开拓市场，
提高订货量．

推论 2 在签订对赌协议的情况下，对零售
企业采取较高估值反而会降低零售商的努力
水平．

证明 由于 θ = 1 － B
α( A + η) + B，故零售

商的持股比例随着估值水平 α 的增加而增加．而
de*n_VAM
dθ

＜ 0 ，因此努力水平会随着估值倍数的增

加而降低．
推论 2 表明，在对赌的过程中，对企业采取较

高的估值倍数，反而会使企业家有所懈怠，而企业
在被低估时更容易激发企业家的积极性，努力开
拓市场．这很好地解释了对赌时投资方不愿意对
企业采取较高估值倍数的现象．

推论 3 对赌业绩目标越高，零售商的风险
承受能力越低，而企业自身成长性、利润空间、融
资额越高，则其市场风险承受能力越强．

证明 当 μ( )σ

2

≥ θw
( θ + B /M) p － θw 时

，零

售商会付出努力开拓市场，这个条件又可以变形

为 σ≤ μ ［1 + B / ( θM) ］p － w
槡 w ，可以理解为当

零 售 企 业 的 成 长 风 险 σ 不 高 于 μ ×

［1 + B / ( θM) ］p － w
槡 w 时，零售商才会付出努力

开拓市场，因此，当对赌业绩目标 M 较大时，零售

商所能承受的风险上限变低．类似的，期望成长性

μ越高、利润空间( p － w ) 越大、融资额越高，风

险承受能力越强．

上述推论具有一般性，即当零售商的风险容

忍度 k ≠ 1 时，用类似的证明方法同样可以得到

上述推论的结果．

3 数值仿真

前文以理论研究的形式分别给出并对比了零

售商在对赌和不对赌两种情况下的运营决策，发

现了零售商在运营过程中关于对赌的一些管理启

示．本节将通过数值仿真进一步考察: 1 ) 零售商

不同的风险属性对其决策以及对赌的影响; 2 ) 对

赌协议在股权投融资中的有效性; 3) 具有什么特

点的企业更适合签订对赌协议; 4) 促进投融资双

方合作的对赌业绩目标区间是否存在及其影响因

素．以此来分析对赌更深层次的管理意义． 采用
Andersson等［37］的方法来生成随机成长因子的均

值与方差．

为便于比较，假设有两对情况完全相同的零

售商与 PE，不签订对赌协议的零售商与 PE 的编

号记为“1”，参与对赌的零售商与 PE 编号记为为
“2”． 仿真参数设置见表 2，所有参数量纲已作
“1”化处理．

3． 1 不同风险偏好下的决策比较

首先考察不同风险容忍度下两种风险态度的

决策者的最优决策比较，如图 3 所示．
表 2 仿真基本参数表

Table 2 Simulation parameters

A B η M α s p w τ
3 000 3 000 2 000 4 000 5 1 30 20 0． 3
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图 3 风险容忍度对零售商最优决策的影响

Fig． 3 Impact of risk tolerance on retailer＇s optimal decision

按成长性 β的高低分别考察了 4 类零售企业
( β: 1 ～2、β: 2 ～5、β: 5 ～10、β: 10 ～ 15 ) 的最优
决策受风险容忍度的影响情况． 观察图 3 不难发
现: 其一，风险规避型决策者的决策始终比风险中
性决策者的决策保守，但随着风险规避型决策者
风险容忍度的提高，其最优努力水平和订货量也
相应提高．特别是当风险容忍度为 1 时，其决策恰
好等于风险中性型决策者的最优决策;其二，无论
零售商是风险规避型还是风险中性，在签订对赌
协议时的努力水平和订货量比不签订对赌协议时
更高，表明对赌协议对风险规避和风险中性两类
决策者都具有激励作用;其三，当决策者完全无法
容忍风险时( 即风险容忍度为 0) ，无论是否签订
对赌协议，零售商都不会进行市场开拓，其努力水
平为零．

考察风险容忍度对零售商的期望资产和 PE
的效用的影响( 见图 4 ) ． 从图 4 可以发现，风险

规避型零售商的资产始终低于风险中性零售商
的资产，且随着零售商风险容忍度的提高，两者
逐渐靠近直至相等． 另一方面，零售商的风险
态度也会影响 PE 的效用: PE 投资风险规避型
零售商获得的效用要低于投资风险中性零
售商．
3． 2 对赌协议的有效性检验

对赌协议已经被广泛应用于企业并购、股权
投融资等领域，但是其是否有效一直缺乏科学的
研究探讨．本节通过对赌与不对赌两种情况的比
较，来对对赌协议的有效性进行检验，具体结果如
图 5 和图 6 所示．

根据图 5 和图 6 可以发现，无论零售商是风
险规避还是风险中性的，始终存在适当的对赌业
绩目标区间，使得对赌之后投融资双方的效用都
高于不对赌情况下的，将这样的区间称为“对赌
协议签订区间”，只要业绩目标在这个区间内，企
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业就应该签订对赌协议． 这表明对赌协议是种能
够提升融资方效率并保障投资方利益的契约，具
有有效性．但需要注意的是，设置过低的业绩目标
对投资方不利，而对于成长性较低的零售企业，过
高的业绩目标则会损害零售商的利益． 过低或者

过高的对赌业绩目标都可能导致对赌协议失效，

因此，尽管对赌协议具有一系列积极作用，但是使
用时应注意不要设置超出对赌协议签订区间的业
绩目标，具体影响该区间的因素将在后文进行详
细分析．

图 4 风险容忍度对零售商资产和 PE效用的影响

Fig． 4 Impact of risk tolerance on retailer’s assets and PE’s utility

图 5 风险规避时不同成长性下业绩目标对各主体资产的影响对比

Fig． 5 Impact of performance objectives on assets under risk aversion
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图 6 风险中性时不同成长性下业绩目标对各主体资产的影响对比

Fig． 6 Impact of performance objectives on assets under risk neutral

3． 3 适合对赌的企业条件分析
本节主要探讨融资企业具备什么条件时签订

对赌协议可以给投融资双方带来好处． 除特别说
明，参数设置同表 2．值得注意的是在表 2 的参数
设置系统中，M = 4 000 元是比较中性的取值，可
以弱化业绩目标对投融资双方行为的影响，便于
分析企业估值倍数、成长性、利润率等重要属性在
对赌过程中的作用．

对零售企业的估值倍数的设定往往导致投融
资双方的争执，更直接决定了投融资双方的持股
比例． 首先考察估值倍数的不同对投融资双方有
何影响，如图 7 所示．

通过图 7 可以发现如下几点: 其一，当零售企
业的成长性极低时，无论估值高低，对赌总是不利
于零售商，提高对零售企业的估值倍数会提升零
售商的效用，但会降低 PE 的效用．企业的成长性
极低则意味着零售商的努力成本极高，努力拓展
市场带来的收益空间极小，零售商难以通过努力
完成对赌业绩目标，对赌弊大于利; 其二，当零售

企业具有一定的成长性时，若 PE 对企业的估值
较低，签订对赌协议对零售商有利，若估值较高，
不对赌才是零售商的最佳选择．同样，提高估值倍
数会增加零售商的效用而降低 PE 的效用． 事实
上，当零售企业具备一定的成长性时，意味着努力
拓展市场具有一定的收益空间，根据前面的分析，
当估值倍数较低时，零售商的努力水平和订货量
更高，因此零售商更容易完成对赌业绩目标，从而
获得比不对赌时更高的效用，但是随着估值倍数
的提高，努力水平和订货量降低，此时的成长性不
足以保证在高估值倍数下仍然能够完成对赌，因
此其效用会低于不对赌时的效用． 零售商的效用
随着估值倍数提高而增加的主要原因是其持股比
例提高所导致的资产占有量增加，当企业的成长
性较高时，努力水平的高低才是决定零售商效用
高低的关键; 其三，当零售企业具有较高成长性
时，无论估值高低，签订对赌协议对零售商总是有
利的．值得注意的是在这种情况下零售商与 PE
的效用都会随着估值倍数的增加而降低，这是因
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为零售企业在被高估的情况下，其努力水平和订
货量降低，尤其是具有较高成长性的企业，下降得

更明显，这会从根本上导致零售商和 PE 的效用
下降．

图 7 不同成长性下估值倍数对各主体资产的影响对比
Fig． 7 Impact of valuation on the assets under different growth

从上述结果可以看出，无论是否对赌，设定较
低的估值倍数总是对 PE 更有利，因此，对于企业
成长性极低的零售商而言，签订对赌协议是十分
不利的，而只要企业具备一定的成长性，零售商就
应该与 PE 签订对赌协议，可以实现合作共赢．另
外，还发现一个有趣的现象，在签订对赌协议时，
若零售企业的成长性较低，零售商会期望获得较
高的估值倍数，而如果企业的成长性较高，零售商
反而期望获得较低的估值倍数．

此外，在不同利润率 p － w( )p
下考察对赌与不

对赌时零售商与 PE效用的变化情况，如图 8所示．
总体而言，无论是否对赌，零售商和 PE 的效

用都会随着企业利润率的增加而提高． 当零售企
业的成长性极低时，零售商只有在利润率特别高
的情况下签订对赌协议才是有利的; 当零售企业
具有一定的成长性时，只要零售企业的利润率不

是特别低，签订对赌协议都是有利的;而当零售企
业的成长性较高时，无论利润率高低，零售商都可
以签订对赌协议． 利润率的高低对 PE 是否采用
对赌协议没有太大影响．

综上所述可以发现，在适当的对赌业绩目标
下，PE在股权投资时总是倾向于签订对赌协议，
并对零售企业采取较低的估值倍数，对零售商而
言，将是否应该签订对赌协议总结如下．

1) 当零售企业的成长性极低时，零售商不应
签订对赌协议，除非有特别高的利润率．

2) 当零售企业具有一定的成长性时，若企业
被低估，签订对赌协议是有利于零售商的，若企业
被高估，则签订对赌协议对零售商不利;若企业的
利润率非常低，无论是被低估还是高估，最好都不
要签订对赌协议．

3) 当零售企业具有较高成长性时，即使利润
率比较低，零售商也可也签订对赌协议．
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图 8 不同成长性下利润率对各主体资产的影响对比
Fig． 8 Impact of profit margin on the assets under different growth

3． 4 对赌协议签订区间的影响因素分析
考察企业的估值倍数、成长性、利润率等因素对

对赌协议签订区间的影响．由于成长性是随机变量，
无法设定具体的值，故分别考察成长性在区间［1，2］
以及［6，8］内随机变化的情况，分别对应零售企业的
低成长性和高成长性两种情形．估值倍数、利润率变
化时保证 PE对赌的效用高于不对赌时效用的最低

业绩目标构成下界，保证零售商在对赌时的效用高
于不对赌时效用的最高业绩目标构成上界．在相同
成长性下，处于下界与上界之间的业绩目标都可以
看作是能够促进投融资双方协作的合理的对赌业绩
目标，将上下界之间的区域称为“对赌协议签订区
间”．不同成长性和利润率下估值倍数的变化对对赌
协议签订区间的影响分别如图 9所示．

图 9 不同成长性下估值水平、利润率对对赌协议签订区间的影响
Fig． 9 Impact of valuation and profit margin on“VAM interval”under different growth
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首先，随着估值倍数的增加，上界下降而下界
上升，对赌协议签订区间缩小．造成这种现象的原
因在前文已经提到，零售商在高估值下的努力水
平和订货量会下降，使得企业的净利润和销售额
降低，导致对赌双方的效用同时下降，故零售商能
承受的对赌业绩目标上限下降，而 PE 则会提高
下限以保证自身利益．其次，对于成长性更高的企
业，PE愿意适当降低业绩目标，而零售商能承受
更高的业绩目标．上述结果充分说明在对赌时，追
求高估值是不明智的行为，良好的成长性才是股
权融资企业快速成长的根本．

其次，对赌协议签订区间随着企业利润率的
提高而扩大．企业的利润率越高，PE 对其期望实
现的销售额以及利润也更高，故 PE 越倾向于提
高对赌的业绩目标，提升其最低业绩目标．零售商
所能承受的最高业绩目标也随着利润率的增加而
提升，并且提升幅度更大，这使得股权投融资双方
的合作空间随着利润率的增加整体呈扩大的趋
势．类似地，成长性高的企业会有更大的对赌协议
签订区间．

4 结束语

是否应该签订对赌协议是企业股权融资过程
中亟待厘清的重要问题． 本文立足于企业价值创
造与供需匹配的运营视角，在决策者不同的风险
态度下探讨了面临成长风险的企业在股权融资时
的对赌问题．通过投融资双方对赌与不对赌两种
情况在决策、效用以及行为等方面的对比，回答了
上述问题．主要研究结论有:

1) 发现了提升投融资双方的运作效用的“对
赌协议签订区间”． 发现对赌协议作为被广泛使
用的投融资契约，是具有合理性和有效性的，在适
当的业绩目标下，签订对赌协议可以同时为投融
资双方带来效用的提升，意味着投融资双方存在
合作共赢的空间．总体而言，成长性越高、利润率
越高，以及被低估的企业，签订对赌协议后可以极
大地提升投融资双方效用．其中成长性是核心，当
企业具有较高成长性时，另外两个条件可适当放
宽，若企业的成长性不高，进行对赌的企业则应该
具有高利润率和被低估这样的特点，否则签订对

赌协议弊大于利．
2) 对赌协议对决策行为的影响取决于决策者

的风险态度．一般而言，对赌协议对于风险规避型和
风险中性决策者都具有激励作用，可以促进零售商
提升努力水平和订货量．特别地，在极端情况下，当
零售商完全无法容忍风险时，即使签订对赌协议，也
无法激励零售商付出努力开拓市场发展企业．有趣
的是，发现参与对赌的零售商在企业被低估时会激
发出更高的积极性，付出较高的努力水平进行市场
开拓;而在企业获得高估值的时候，反而会变得懈
怠．这从运营的角度解释了投资机构不愿意对融资
企业采取较高估值的现象．反过来，对零售商而言，
过度追求较高的估值反而会得不偿失．

3) 对赌协议签订区间受企业的成长性、估值
和利润率的影响． 对赌业绩目标的设置是对赌协
议中的关键，目标过低无法调动零售商的积极性，
对赌协议失去其意义，而目标过高则会给零售商
带来极大的风险，甚至致其破产，只有设置合理的
业绩目标双方才能实现合作共赢． 对赌协议签订
区间，也即投融资双方的合作空间会随着企业成
长性、利润率的增加而扩大，估值倍数的提高会缩
小双方的合作空间，这意味着成长型企业应关注
企业运营结构的优化、产品价值的提升，充分挖掘
企业潜力，通过股权融资的助力实现快速成长．

尽管本文以运营视角探讨了企业在股权融资
过程中的对赌问题，给出了什么样的企业适合签
对赌协议的建议，为促进投融资双方的合作共赢
提供了理论指导．但这只是一些前期的探索工作，
还有更多的因素并没有被本文所刻画． 企业的快
速成长总是伴随着市场竞争，甚至众多企业寻求
外部融资、努力捕获成长机遇的根本原因就是为
了从竞争市场中生存下来，因此考虑市场竞争下
的股权融资乃至对赌问题是势在必行的． 而 PE
在进行投资时可能也会对估值倍数、投资额、对赌
业绩目标等参数进行权衡，如何在多方博弈下寻
找共赢的空间有待后续研究工作的进一步深入．
此外，从对赌协议的企业实践来看，决策者的“行
为偏好”以及某些“非理性行为”在对赌协议的签
订过程以及业绩目标实现的运营过程中具有重要
影响，如何进一步把握这些因素对对赌协议在我
国的资本实践进行更加本质的探讨，将是未来研
究的重要关注点．
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Sign valuation adjustment mechanism or not? Operational analysis of enter-
prise’s equity financing

DENG Jie1，2，YU Hui1 *

1． School of Economics and Business Administration，Chongqing University，Chongqing 400030，China;
2． School of Accountancy，Chongqing Technology and Business University，Chongqing 400067，China

Abstract: Equity financing is an important means for growth-type enterprises to capture growth opportunities
and implement leap-forward development． However，whether to sign a valuation adjustment mechanism
( VAM) in equity financing has long puzzled entrepreneurs． This paper studies VAM from the perspective of
value creation and supply-demand matching． Based on the retaile r’s risk aversion and ambiguity aversion
decision-making behavior，the utility models with and without VAM are constructed，and the effects of VAM
on retailer’s policy and utility are compared． The results show that there is a“VAM signing interval”，which
helps to improve performance，even in the more conservative risk aversion case． In addition，the level of
enterprise growth is the key factor for signing the VAM: entrepreneurs should sign the VAM when their
enterprise has high growth opportunities; while if the growth opportunity is insufficient，the valuation and profit
margin of the enterprise should be considered to determine whether to sign a VAM．
Key words: valuation adjustment mechanism; equity financing; risk aversion; ambiguity averse
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附录

引理 1 的证明

当 t≤ a － bp，即 v≤ θm － θwq + θp( a － bp) 时，显然有 φ( q，e，v) = 0 ;

当 t ＞ a － bp，即 v ＞ θm － θwq + θp( a － bp) 时，φ( q，e，v) = min
F ～ ( μ，σ2)

E［h( q，e，v，ξ) ］等价于原问题( P)

min
F ～ ( μ，σ2) ∫

+∞

0
h( q，e，v，x) dF( x)

s． t．

∫
+∞

0
dF( x) = 1

∫
+∞

0
xdF( x) = μ

∫
+∞

0
x2 dF( x) = μ2 + σ2

dF( x) ≥













0

( A1)

其对偶问题( D) 为

max
y1，y2，y3

y1 + μy2 + ( μ2 + σ2 ) y3

s． t． y1 + xy2 + x2y3 ≤ h( q，e，v，x) ，x≥ 0
( A2)

其中 F( x) 和 ( y1，y2，y3 ) 分别是原函数和对偶函数的自变量．

设原问题的最优解为 F* ( x) ，对偶问题的最优解为 ( y*1 ，y
*
2 ，y

*
3 ) ，则它们必定满足互补松弛条件

∫
+∞

0
( h( q，e，v，x) － y*1 － xy*2 － x2y*3 ) dF

* ( x) = 0 ( A3)

根据互补松弛条件，需求点 x具有非负概率( 即 dF* ( x) ＞ 0 ) 当且仅当 ( y*1 ，y
*
2 ，y

*
3 ) 满足 y*1 + xy*2 + x2y*3 = h( q，

e，v，x) ．也就是说，原最优解 F* ( x) 应在两段式折线 h( q，e，v，x) 和抛物线 y1 + xy2 + x2y3 的公共点处取得．如图 A1 所

示，h( q，e，v，x) 和 y1 + xy2 + x2y3 至多有两个公共点，可分为两种情况．

图 A1 函数 h( q，e，v，x) 和 y1 + xy2 + x2 y3 至多有两个公共点(可分为两种情形)

Fig． A1 Functions h( q，e，v，x) and y1 + xy2 + x2 y3 have at most two common points

情形 1 如果 t ＞ q，即 v ＞ θ( p － w) q + θm，则

h( q，e，v，x) =
a － bp + xe － t，0 ≤ x ＜ q － a + bp

e

q － t， x≥ q － a + bp{
e

( A4)

情形 1a h( q，e，v，x) 和 y1 + xy2 + x2y3有两个切点，设两切点的横坐标分别为 x1，x2，且满足 0≤ x1 ＜ q － a + bp
e ＜

x2 ．由相切的性质和原可行性条件，两点分布 F* ( x) : ( xi，pi ) ，i = 1，2 应构造为
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x1 = q － a + bp
e － q － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡 2，p1 =

q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 + q － a + bp
e －( )μ

2 q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

x2 = q － a + bp
e + q － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡 2，p2 =

q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 － q － a + bp
e －( )μ

2 q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡













 2

又根据上述方程，可以求出 ( y*1 ，y
*
2 ，y

*
3 ) ，分别为

y*1 = q － t + x22y3 = q － t － q － a + bp
e + q － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡( )2

2 e

4 q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

y*2 = － 2x2y3 = q － a + bp
e + q － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡( )2 e

2 q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

y*3 = e
2( x1 － x2 )

= － e

4 q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡















 2

将最优解分别代入原问题和对偶问题可得最优目标值相等，为

( a － bp + x1 e － t) p1 + ( q － t) p2 = q － t － e
2

q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 + q － a + bp
e －( )( )μ

= y*1 + μy*2 + ( μ2 + σ2 ) y*3

另外，情形 1a的两点应满足关系 x1 ≥ 0 且 x2 ≥
q － a + bp

e ，即 q － a + bp
e ≥ μ2 + σ2

2μ
．

情形 1b h( q，e，v，x) 和 y1 + xy2 + x2y3 有一个交点和一个切点，设交点和切点的横坐标分别为 x̂1，x̂2 ，且满足 x̂1 =

0 ≤ q － a + bp
e ＜ x̂2 ，此时计算两点分布 F* ( x) : ( x̂i，p̂i ) ，i = 1，2 为

x̂1 = 0，p̂1 = σ2

μ2 + σ2

x̂2 = μ + σ2

μ
，p̂2 = μ2

μ2 + σ
{

2

( A5)

根据交点和切点的性质，可计算出对偶问题的最优解为

y*1 = q － t + x̂22y3 = a － bp － t

y*2 = － 2x̂2y3 = 2( q － a + bp)
x̂2

= 2μ( q － a + bp)
μ2 + σ2

y*3 = － q － a + bp
x̂22

= － μ2 ( q － a + bp)
( μ2 + σ2 ) 2

将最优解分别代入原问题和对偶问题可得最优目标值相等，为

( a － bp + x̂1 e － t) p1 + ( q － t) p2 = q － t － ( q － a + bp) σ2

μ2 + σ2 = y*1 + μy*2 + ( μ2 + σ2 ) y*3

另外，情形 1b还应满足折线 h( q，e，v，x) 在点 x̂1处的斜率大于抛物线 y1 + xy2 + x2y3在点 x̂1处的斜率，即 e ＞ y2 ，有
q － a + bp

e ＜ μ2 + σ2

2μ
．

情形 2 如果 0 ＜ t≤ q，即 v≤ θ( p － w) q + θm，则

h( q，e，v，x) =
a － bp + xe － t， 0 ≤ x ＜ t － a + bp

e

0， x≥ t － a + bp{
e

( A6)

情形 2a h( q，e，v，x) 和 y1 + xy2 + x2y3有两个切点，设两切点的横坐标分别为 x1，x2 ，且满足 0≤ x1 ＜ t － a + bp
e ＜
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x2 ．由相切的性质和原可行性条件，两点分布 F* ( x) : ( xi，pi ) ，i = 1，2 应构造为

x1 = t － a + bp
e － t － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡 2，p1 =

t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 + t － a + bp
e －( )μ

2 t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

x2 = t － a + bp
e + t － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡 2，p2 =

t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 － t － a + bp
e －( )μ

2 t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡













 2

( A7)

又根据切点的性质，可以求出 ( y*1 ，y
*
2 ，y

*
3 ) ，分别为

y*1 = x22y3 = － t － a + bp
e + t － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡( )2

2 e

4 t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

y*2 = － 2x2y3 = t － a + bp
e + t － a + bp

e －( )μ 2
+ σ槡( )2 e

2 t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

y*3 = e
2( x1 － x2 )

= － e

4 t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡















 2

( A8)

将最优解分别代入原问题和对偶问题可得最优目标值相等，为

( a － bp + x1 e － t) p1 = － e
2

t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 + t － a + bp
e －( )( )μ = y*1 + μy*2 + ( μ2 + σ2 ) y*3 ( A9)

另外，情形 2a的两点应满足关系 x1 ≥ 0 且 x2 ≥
t － a + bp

e ，即 t － a + bp
e ≥ μ2 + σ2

2μ
．

情形 2b h( q，e，v，x) 和 y1 + xy2 + x2y3 有一个交点和一个切点，设交点和切点的横坐标分别为 x̂1，x̂2 ，且满足 x̂1 =

0 ≤ t － a + bp
e ＜ x̂2 ，此时计算出两点分布 F* ( x) : ( x̂i，p̂i ) ，i = 1，2，为

x̂1 = 0，p̂1 = σ2

μ2 + σ2

x̂2 = μ + σ2

μ
，p̂2 = μ2

μ2 + σ
{

2

( A10)

根据交点和切点的性质，可计算出对偶问题的最优解为

y*1 = x̂22y3 = a － bp － t

y*2 = － 2x̂2y3 = － 2( a － bp － t)
x̂2

= － 2μ( a － bp － t)
μ2 + σ2

y*3 = a － bp － t
x̂22

= μ2 ( a － bp － t)
( μ2 + σ2 ) 2

将最优解分别代入原问题和对偶问题可得最优目标值相等，为

( a － bp + x̂1 e － t) p̂1 = ( a － bp － t) σ2

μ2 + σ2 = y1 + μy2 + ( μ2 + σ2 ) y3 ( A11)

另外，情形 2b还应满足折线 h( q，e，v，x) 在点 x̂1处的斜率大于抛物线 y1 + xy2 + x2y3在点 x̂1处的斜率，即 e ＞ y2 ，有
t － a + bp

e ＜ μ2 + σ2

2μ
．

下面，证明 ( q，e，v) 关于 v连续．当 q － a + bp
e ＜ μ2 + σ2

2μ 时

1 ( q，e，v) | v = θm－θwq+θp( a－bp) = lim
v→θm－θwq+θp( a－bp)

2 ( q，e，v) = 0 ( A12)

2 ( q，e，v) | v = θ( p－w) q+θm = lim
v→θ( p－w) q+θm

3 ( q，e，v) = θp( a － bp － q) σ2

μ2 + σ2 ( A13)

当 q － a + bp
e ＜ μ2 + σ2

2μ 时
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4 ( q，e，v) | v = θm－θwq+θp( a－bp) = lim
v→θm－θwq+θp( a－bp)

5 ( q，e，v) = 0 ( A14)

5 ( q，e，v) | v = θm－θwq+θp a－bp+e μ
2+σ2
2( )μ

= lim
v→θm－θwq+θp a－bp+e μ

2+σ2
2( )μ

6 ( q，e，v) = － θp e
2

σ2

μ
( A15)

6 ( q，e，v) | v = θ( p－w) q+θm = lim
v→θ( p－w) q+θm

7 ( q，e，v) = － θp e
2

q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 + q － a + bp
e －( )( )μ ( A16)

所以，( q，e，v) 关于 v始终是连续的．
证毕．

引理 2 的证明

记 ψ( v) = v + 1
k min

F ～ ( μ，σ2)
E［( TAＲ ( q，e) － v) －］，则WCVaＲk［TAＲ ( q，e) ］ = max

v∈瓗
ψ( v) ． ψ( v) 关于 v的一阶导数为:当

q － a + bp
e ＜ μ2 + σ2

2μ 时

ψ' ( v) =

1 = ψ'
1， v≤ θm － θwq + θp( a － bp)

1 － 1
k

σ2

μ2 + σ2 = ψ'
2， θm － θwq + θp( a － bp) ＜ v≤ θ( p － w) q + θm

1 － 1
k = ψ'

3， v ＞ θ( p － w) q + θ









 m

否则

ψ' ( v) =

1 = ψ'
4，v≤ θm － θwq + θp( a － bp)

1 － 1
k

σ2

μ2 + σ2 = ψ'
5，θm － θwq + θp( a － bp) ＜ v≤ θm － θwq + θp a － bp + e μ

2 + σ2

2( )μ

1 － 1
2k

t － a + bp
e － μ

t － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2

+










1 = ψ'
6，θm － θwq + θp a － bp + e μ

2 + σ2

2( )μ
＜ v≤ θ( p － w) q + θm

1 － 1
k = ψ'

7，v ＞ θ( p － w) q + θ















m

当 0 ＜ k≤ σ2

μ2 + σ2 时，ψ( v) 关于 v是单峰函数，且最大峰值点为 v* = θm － θwq + θp( a － bp) ，则

WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］ = max
v∈瓗

ψ( v) = v = θm － θwq + θp( a － bp) ( A17)

当 k ＞ σ2

μ2 + σ2 时:

1)若 q－a+bp
e ＜ μ2 + σ2

2μ
，此时ψ'

1，ψ
'
2 ＞ 0，且ψ'

3 ＜ 0，连续函数ψ( v) 在这种情况下是单峰函数，最大峰值点为 v* =θ( p －

w) q + θm，则

WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］ = max
v∈瓗

ψ( v) = θm + θ( p － w) q － θp
k ( q － a + bp) σ2

μ2 + σ2 ( A18)

2)若 μ2 + σ2

2μ ≤q － a + bp
e ＜ μ － ( 1 － 2k) σ

2 k( 1 － k槡 )
，此时ψ'

4，ψ
'
5，ψ

'
6 ＞ 0，且ψ'

7 ＜ 0，连续函数ψ( v) 在这种情况下是单峰函数，

最大峰值点为 v* = θ( p － w) q + θm，则

WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］ = θm + θ( p － w) q － θp
k

e
2

q － a + bp
e －( )μ 2

+ σ槡 2 + q － a + bp
e －( )( )μ ( A19)

3)若 μ － ( 1 － 2k) σ
2 k( 1 － k槡 )

≤ q － a + bp
e ，则连续函数 ψ( v) 关于 v是凹函数，最大峰值点在 ψ'

6 = 0处，为 v* = θm － θwq +

θp a － bp + e μ － ( 1 － 2k) σ
2 k( 1 － k槡

( )( )) ，则

WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］ = θm + θ( p － w) q － θp q － a + bp － e μ － σ 1 － k
槡( )( )k

( A20)

接下来证明WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］关于 ( q，e) 是连续的．
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当 0 ＜ k≤ σ2

μ2 + σ2 时，显然WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］ = θm － θwq + θp( a － bp) 关于任意的 ( q，e) 都是连续的;

当 σ2

μ2 + σ2 ＜ k ＜ 1时，有

lim
q－a+bp

e → μ2+σ2
2μ

ω1 = θm + θ( p － w) q － θp
k

e
2

σ2

μ
= ω2 | q－a+bpe = μ

2+σ2
2μ

( A21)

lim
q－a+bp

e → μ－ ( 1－2k) σ
2 k( 1－k槡 )

ω2 = θm + θ( p － w) q － θp eσ
2

1
k( 1 － k槡 )

= ω3 | q－a+bpe = μ－ ( 1－2k) σ
2 k( 1－k槡 )

( A22)

显然WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］关于 ( q，e) 仍然是连续的． 证毕．

定理 1的证明
首先证明WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］连续可微． WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］的连续性已证，由于

lim
q－a+bp

e → μ2+σ2
2μ

ω1

q
= θ( p － w) － θp

k
σ2

μ2 + σ2 =
ω2

q
| q－a+bp

e = μ
2+σ2
2μ

( A23)

lim
q－a+bp

e → μ2+σ2
2μ

ω1

e
= － θse =

ω2

e
| q－a+bp

e = μ
2+σ2
2μ

( A24)

lim
q－a+bp

e →μ－ ( 1－2k) σ
2 k( 1－k槡 )

ω2

q
= － θw =

ω3

q
| q－a+bp

e = μ－ ( 1－2k) σ
2 k( 1－k槡 )

( A25)

lim
q－a+bp

e → μ－ ( 1－2k) σ
2 k( 1－k槡 )

ω2

e
= － θse + θp μ － σ 1 － k

槡( )k
=
ω3

e
| q－a+bp

e = μ－ ( 1－2k) σ
2 k( 1－k槡 )

( A26)

所以WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］连续可微．

当 0 ＜ k≤ σ2

μ2 + σ2 时，即
μ( )σ

2

≤1 － k
k 时，由于 ω0 = θm － θwq + θp( a － bp) 关于 ( q，e) 是可分离的，且

ω0

q
= － θw ＜

0，
ω0

e
= － θse ＜ 0，所以 ω0 也即WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］的最大值在 ( q，e) 各自的最小值处取得，即 ( q

*
a ，e

*
a ) = ( a － bp，0) ．

当 1 ＞ k ＞ σ2

μ2 + σ2 时，即
μ( )σ

2
＞ 1 － k

k 时，ω1 = θm + θ( p － w) q － θp
k ( q － a + bp) σ2

μ2 + σ2 同样关于 ( q，e) 是可分离

的，且
ω1

q
= θ( p － w) － θp

k
σ2

μ2 + σ2 ，
ω1

e
= － θse ＜ 0，所以:

当 1 － k
k ＜ μ( )σ

2
＜ p － ( p － w) k
( p － w) k 时，

ω1

q
= θ( p － w) － θp

k
σ2

μ2 + σ2 ＜ 0，ω1 的最大值在 ( q，e) 各自的最小值处取得，即

( q*a ，e
*
a ) = ( a － bp，0) ;易证得此时

ω3

q
＜ 0，

ω3

e
＜ 0，且可分离，加上 ω2 是凹函数，且

ω2

q
| q－a+bp

e = μ
2+σ2
2μ

= θ( p － w) － θp
k ×

σ2

μ2 + σ2 ＜ 0，
ω2

e | q－a+bp
e = μ

2+σ2
2μ

= － θse － θp
2k

μ
μ2 + σ2 ＜ 0，即凹函数 ω2 此时左端点的导数值小于0，必定在定义域内下降，而 ω3

也是下降的，所以，综合起来，就是当 μ( )σ

2

≤ 1 － k
k 和 1 － k

k ＜ μ( )σ

2
＜ p － ( p － w) k
( p － w) k 时，WCVaＲk［TAＲ ( q，e)］的最优解为

( q*a ，e
*
a ) = ( a － bp，0) ．

当 μ( )σ

2

≥ p － ( p － w) k
( p － w) k 时，最大值在

ω2

q
= 0且

ω2

e
= 0处取得，解得

e*a = kμ( p － w) － σ k( p － w)［p － k( p － w槡 )］
ks

q*a = a － bp + μe*a + σ
2

2k( p － w) － p
k( p － w)［p － k( p － w槡 )］

e*{
a

( A27)

证毕．
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