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摘要 :在进行混沌控制时 ,有时要经过很长时间才到达目标轨道 ,有时甚至不能有效控制 ,正如

在基于预测的反馈控制中看到的 ,究其原因一是混沌模型有时有多个不动点 ,二是混沌轨道的

稠密性.提出一种等价关系 ,计算基于概率的动力系统的特征指数 ,给出混沌经济动力系统的

不稳定周期轨道的有用信息 ,通过讨论特征指数的符号 ,选择有效的控制参数 ,得到相应的控

制参数取值范围 ,从而得到混沌经济模型中的参数变量的混沌控制域.
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0　引　言

混沌控制的目的主要是对有害的混沌加以控

制 ,对有益的混沌加以诱导 ,如果根据混沌具有遍

历性 ,采取“守株待兔”的办法 ,当状态点落到不动

点的吸引盆内 ,先经历混沌暂态 ,再进入预定的受

控轨道[1～4 ] .正如在基于预测的反馈控制中看到

的[5 ] ,需要经历很长时间才达到控制目的 ,有时甚

至失效 ,从这里可以看出讨论混沌控制有效性比

讨论混沌控制方法本身更重要 ,国内目前这方面

的文献很少 ,基于这样的想法 ,讨论了经济管理系

统中的混沌控制域的有关问题 ,得到一些好的结

论[6 ] .为了准确有效地进行混沌控制 ,也许你可能

会提出如何才能有效地进行参数扰动控制 ? 又如

何计算参数扰动的范围 ? 本文就这些问题利用基

于概率的动力系统建立一个等价于受参数扰动的

混沌系统 ,计算相关的特征指数 ,并给出控制参数

扰动的条件.

在进行混沌控制时 ,由于混沌系统的周期轨

道在相空间中都是不稳定的和稠密的[7 ] .从一个

不稳定轨道进入另一个不稳定轨道通常受到外部

扰动 ,另外要使系统回到原始轨道也必须受到外

界一个扰动 ,而且外部扰动必须进行微小调节 ,否

则控制就不能如人所愿.这里通过建立一个与外

部参数小扰动等价的概率动力系统 ,这样可以减

少连续调节参数的盲目性 ,而且这种方法只要通

过计算特征指数来确定控制条件[8 ,9 ] .

1　特征参数法

通过讨论离散的混沌经济系统

Xi +1 = f ( Xi ,μi) (1)

是 Rn ×Rm →Rn的一个映射 ,其中 : Xi ∈Rn为系

统状态 ,μi ∈ Rm为系统的控制参数 ,映射 f 充分

滑.假设系统 (1) 在μ = μ3 时处于完全混沌状

态 ,在这种情形下 ,通过控制参数μ的值来控制

f ( x ,μ3 ) 的不稳定周期轨道.为了保证混沌系统

能被控制 ,那么如何调节参数μ?假设状态变量 x

落在将要控制的不稳定周期轨道的很小邻域

U ( x 3 ,ε) 内 (ε为很小的正数) ,这样才能保证参

数扰动μ的控制有效. 为了考虑混沌系统 f ( x ,

μ3 ) 的不稳定不动点的控制问题 ,下面研究在邻
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域 U ( x 3 ,ε) 内等价于一个受扰系统 f ( x ,μ) 的伸

缩映射 ,如下式表示 :

C( x ,α) = x 3 +α( x - x 3 ) (2)

参数α与受扰映射 f ( x ,μ) 的不动点ξ有关. 若

α < 1 (α > 1) 时 ,映射 C( x ,α) 以变化率α等价

于扰动的系统 f ( x ,μ) 的一个伸缩映射. 对每一

个参数μ根据它的线性性和 C ( x 3 ,α) = x 3 , 应

有关于 f ( x ,μ) 的不动点ξ的 C( x ,α) ,而ξ表

示为

ξ = x 3 +σ( x - x 3 ) (3)

其中 :σ表示关于系统 f ( x ,μ) 扰动大小的一个参

数.从不动点方程 f (ξ,μ) =ξ出发可以得到控制

参数μ关于不动点ξ的表达式 ,再结合式 (3) 得到

控制参数μ关于σ的表达式 ,再将它代入到 f ( x ,

μ) 中 ,利用 C ( x 3 ,α) = x 3 得到 C ( x ,α) 的变换

表达式 ,最后如果ε是充分小 ,在 x 3 附近取 C ( x ,

α) 的线性表达式来近似 , 这样就得到在邻域

U ( x 3 ,ε) 的伸缩率α.

参数σ通过控制参数μ确定扰动幅度 ,由于

函数μ (σ) 在不动点附近是单调的 ,对每一次落

在邻域 U ( x 3 ,ε) 内的 x ,通过选择σ值确定了扰

动μ的允许形式 ,此时扰动的范围就由参数μ的

最大最小值所确定 ,比如选择σi ( i = 1 ,2 , ⋯, N)

就得到控制参数μi的值
[10～12 ] .

由式 (3) 可知扰动参数μ也依赖于 x的结果 ,

若点 x与周期轨道越近 ,参数μ的变化就越小 (除

了σ为常数情形) ,如果扰动μi 每一步并没有完

全确定 , 根据概率论知识 , 数集 {μi}
N
i =1 与数集

{σi}
N
i =1具有相同的概率 p (σi) (因为μi与σi通过

线性映射 C( x ,σi) 是一一对应) ,这样定义 C ( x ,

σi) 每次迭代的概率 ,实际上就定义了一个基于概

率的动力系统{ C ( x ,σi) , p (σ) i}
N
i = 1 . 通过等价关

系 ,计算基于概率的动力系统的特征指数 ,得到关

于系统 f ( x , μ3 ) 不稳定周期轨道的有用信息.

这是考虑离散的情形 , 在很多情况下 ,需要讨论

关于σ和μ是连续的情形 ,这时只需把σ看作一

个随机变量 ,就得到关于σ的概率密度 p (σ) , 通

过计算α(σ) 后 ,得到了等价的动力系统的特征

指数 :

Λ(σmin ,σmɑx) =∫
σ

mɑx

σ
min

p (σ) log | α(σ) | dσ

(4)

其中 :σmɑx和σmin分别为σ的最大值和最小值.通

过讨论特征指数Λ(σmin ,σmɑx) 取负值时 ,得到控

制参数的取值范围.

2　虫口管理模型的混沌控制域

下面通过虫口管理模型来说明混沌控制域的

方法

f ( x ,μ) =μx (1 - x) (5)

这里μ > 0 , 当μ > 3. 569 945 972⋯系统进入混

沌状态 ,为了便于讨论取μ = 4 ,首先讨论不动点

x 3 = 0. 75的稳定性问题 , 由系统式 (5) 很容易得

到ξ =
μ - 1
μ ,这样μ =

1
1 - ξ

(6)

由式 (3) 定义

ξ = 0. 75 +σ( x - 0. 75) (7)

将式 (7) 代入到式 (6) 得

μ(σ) =
4

1 - 4σ( x - 0. 75)
(8)

再由方程 (5) 得到

C ( x ,σ) =
4 x (1 - x)

1 - 4σ( x - 0. 75)
(9)

假定ε很小 ,这样将式 (8) 利用泰勒公式得到一次

近似

C ( x ,σ) = 0. 75 + (3σ - 2) ( x - 0. 75) (10)

这时取α(σ) = 3σ - 2 ,假定σ具有式 (9) 定义的

基于概率的动力系统的概率密度 p (σ) ,它等价于

在不动点 x 3 = 0. 75附近的受扰的虫口管理模型

(5) ,则该系统的特征指数为

　　Λ(0 ,σmɑx) =∫
σ

mɑx

0
p (σ) log | 3σ - 2 | dσ =

(3σmɑx - 2) log | 3σmɑx - 2 | - (3σmɑx - 2) + 2log2 - 2

3σmɑx
　(取σmin = 0) (11)

关于式 (11) 的图形如图 1所示 .从图 1可以看出 ,

当σ1 <σmax <σ2时 ,Λ为负的 ,这相当于扰动参
数μ的最大最小值与σmax (σ1 <σmax <σ2) 的某个
值相关 ,也就是说 ,当σmax <σ1或σmax >σ2时则
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不能控制到不稳定轨道 (当 p (σ) 为常数) ,所以为
了使系统 (5) 稳定不动点 x 3 ,扰动参数不能取得
太大也不能取得太小.下面将利用虫口管理模型
进行数值计算 ,取ε = 0. 01 , 由式 (10) ,对于控制
域中不同σmax值 ,可以得到不同控制时间 ,这个控
制时间实际上是扰动系统的混沌短暂逗留的长
度.得到的控制时间与特征指数的倒数 T = 1/Λ

成正比 , 则控制的逗留时间近似为 τ =

log (δΔ) - 1/Λ,这里Δ是有效控制的相空间中域
的大小 ,δ是被观察的动力系统模型的精度.

图 1　关于虫口管理模型不动点的特征指数

利用式 (8) 估计最大扰动参数μ的最大范围 ,

取ε = 0. 01 , x 3 = 0. 75 ,σmax = 0. 9 ,则 3. 861 0 <

μ <4. 149 4.

有时为了多周期混沌控制 ,为了特征指数控制

域方法的完整性 ,下面继续研究虫口管理模型周期 2

轨道的控制域问题.利用式(5) 得到虫口管理模型的

周期 2不动点 ( x 3
1 , x 3

2 ) = (5 - 5
8

,
5 + 5

8
) ,同上可

以得到控制参数μ关于不动点ξ的关系 :

μ =
1 - ξ+ (1 + 3ξ) (1 - ξ)

2ξ(1 - ξ)
(12)

当ξ < 1/ 2时 ,式 (12) 变为

μ =
1 - ξ1 + (1 + 3ξ1) (1 - ξ1)

2ξ1 (1 - ξ1)
(13)

同样由式 (3) 得到

ξ1 =
5 - 5

8
+σ1 x -

5 - 5
8

(14)

将式 (14) 代入到式 (12) 得

C1 ( x ,σ1) = μ(σ1) x (1 - x) (15)

由于μ(σ1) 太烦琐 ,这里略去不写 ,然后将式 (15)

在 x 3
1 =

5 - 5
8
处写出它的一次近似

C1 ( x ,σ1) =
5 + 5

8
+ ( - 1. 751 9σ1 +

1. 236 1) x -
5 - 5

8
(16)

ξ > 1/ 2时 , 式 (12) 变为

μ =
1 - ξ2 + (1 + 3ξ2) (1 - ξ2)

2ξ2 (1 - ξ2)
(17)

而ξ1 =
5 + 5

8
+σ2 x -

5 + 5
8

,类似于式 (15) ,

在 x 3
1 =

5 + 5
8
取一次近似

C2 ( x ,σ2) =
5 - 5

8
+ (1. 297 3σ2 -

3. 236 1) x -
5 + 5

8
(18)

由式(16) 和式(18) 分别得到α1 (σ1) = - 1. 751 9σ1 +

1. 236 1和α2 (σ2) = 1. 297 3σ2 - 3. 236 1 ,则关于

周期 2的特征指数为

Λ(2) (σ1 ,σ2) =
1
2

[∫
σ

1mɑx

0
p(σ1) log |α1 (σ1) | dσ1 +

　　∫
σ

2mɑx

0
p (σ2) log | α2 (σ) | dσ2 ] (19)

这里取σ1min =σ2min = 0 , 同时取σ1mɑx =σ2mɑx =

σmɑx , p (σ1) = p (σ2) ≡常数 ,

则式 (19) 变为

Λ(2)
=

1
2σmɑx

[ (σmɑx - 0. 705 6) log | - 1.751 9σmɑx +

　　1. 236 1 | - σmɑx + 0. 705 6 log1. 236 1 +

　　(σmɑx - 2. 494 5) log | 1. 297 3σmɑx -

　　3. 236 1 | - σmɑx + 2. 494 5 log3. 236 1] (20)

图 2　关于虫口管理模型周期 2不动点的特征指数

式 (20) 的图形如图 2 所示 , 从图可以看出

σmax太大或太小 ,由Λ表明周期 2轨道不能控制 ,

也就是说要在有限次时间内达到控制的目的 ,特

征指数σmax的值必须小于 0.

同样可以得到周期 T的不稳定轨道的控制条

件 ,只要相应地将特征指数进行推广Λ( T) (σ1 ,σ2 ,

⋯,σm) .下面讨论财产管理模型的混沌控制域的

问题.
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3　财产管理混沌模型的混沌控制域

下面讨论一种财产管理混沌模型的混沌控制

域[13 ] :

xi +1 = 0. 6 + pzi

yi +1 = xi + ry izi

zi +1 = 1 - qx i - yi + zi

(21)

其中 : p , q , r为参数项 , p表示库存资金转移率 , q

表示资产投资率 , r表示库存有效率 , x i 表示在阶

段 i用于销售的资产 , y i表示在阶段 i消费量 , zi表

示在阶段 i 的公司的库存资本.根据该管理模型

的具体要求 0 < xi < 1 ,0 < yi < 1 ,0 < zi < 1/ r.

若在阶段 i处有过剩库存 ,公司的目标是处

理多余的存货 ,即将资产从生产转向销售. x i < 0

表示必须借入资金促进生产来补充销售的滞后 ,

y i < 0表示必须在其它地方购进货物 , zi < 0表示

销售超过生产 ,会导致交货迟滞.当 p = 0. 42 , q =

1 , r = 0. 2 ,系统 (21) 完全进入混沌状态 ,如图 3

所示 ,下面首先讨论式 (21) 的不动点 ( x 3 , y 3 ,

z 3 ) = (0. 517 5 ,0. 482 5 ,0. 947 8) 的稳定性问题 ,

由系统 (21) 很容易得到

　

p =
x 3 +σ1 ( x - x 3 ) - 0. 6

z 3 +σ3 ( z - z 3 )

q =
1 - ( y 3 +σ2 ( y - y 3 ) )

x 3 +σ1 ( x - x 3 )

r =
( y 3 +σ2 ( y - y 3 ) ) ( x 3 +σ1 ( x - x 3 ) )

( y 3 +σ2 ( y - y 3 ) ) ( z 3 +σ3 ( z - z 3 ) )

(22)

图 3　财产管理模型的混沌吸引子

这样将 ( x 3 , y 3 , z 3 ) = (0. 517 5 ,0. 482 5 ,0. 947 8)

代入到财产管理混沌模型 (21) ,得到系统 (21) 的

雅可比行列式 :

　　　　　| J | =

σ1 0 - 0. 087 043 6 (1 - σ3)

1 - σ1 1 + 1. 072 538 8 (σ2 - 1) 0. 036 927 6 (σ3 - 1)

σ1 - 1 σ2 - 1 1

(23)

式 (23) 提供了在稳定流形 Ws和不稳定流形Wu上

的特征值λs和λu ,λs和λu是受扰的雅可比矩阵的

特征值 , 实际上是未受到扰动情形 (σ1 = σ2 =

σ3 = 0) 的不精确的三个特征值. 这样关于不动

点 ( x 3 , y 3 , z 3 ) 就有三个特征指数. 现在考虑

σ1 = σ2 = σ3 = σ时 , 它的概率密度 p (σ1) =

p (σ2) = p (σ3) 为常数 ,在这种情况下受扰的动

力系统的稳定和不稳定方向不依赖于σ, 于是特

征指数由式 (24) 给出

Λ1 ,2 ,3 =∫
σ

mɑx

σ
min

p (σ) log | λ1 ,2 ,3 | dσ (24)

取σmin = 0 ,得到

λ1 = 1. 214σmɑx - 0. 214

λ2 = 1. 597σmɑx - 0. 597

λ3 = - 0. 139σmɑx + 1. 139

所以

　　Λ1 =∫
σ

mɑx

0
p (σ) log | λ1 | dσ =

(σmɑx - 0. 176 3) log | 1. 214σmɑx - 0. 214 | - σmɑx + 0. 176 3 log 0. 214
σmɑx

同样得到

Λ2 =∫
σ

mɑx

0
p(σ) log |λ2 | dσ =

(σmɑx - 0. 373 8) log | 1. 597σmɑx - 0. 597 | - σmɑx - 0. 373 8 log 0. 597
σmɑx

Λ3 =∫
σ

mɑx

0
p(σ) log |λ3 | dσ =

(σmɑx - 8. 194 2) log | - 0. 139σmɑx + 1. 139 | - σmɑx - 8. 194 2 log 1. 139
σmɑx

至于Λ1 ,Λ2 ,Λ3与σmɑx的关系 , 如图4所示 , 同样 只要当Λ1 ,Λ2和Λ3都小于 0时σ的区域 ,就是控
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制到不稳定不动点轨道的有效范围. 如取σ1 =

0. 3 ,σ2 = 0. 4 ,σ3 = 4 , 取ε = 0. 01 , 利用式 (22)

得到控制参数的范围 , 0. 415 0 < p < 0. 445 2 ,

0. 962 1 < q < 1. 039 4 ,0. 186 5 < r < 0. 357 9.

图 4　关于财产管理混沌模型的特征指数

(Λ1 :2222; Λ2 : - - ; Λ3 :—)

4　结论

在OGY方法中我们试图在稳定流形方向上

扩大区域而在不稳定流形方向上缩小区域 , 从而

把控制域从圆域改进到矩形区域 ,但由于OGY方

法在控制时需要知道目标轨道的详细信息 , 所以

利用起来很不方便.本文通过基于概率的动力系

统 ,研究了特征参数法 ,选择适当的参数σ值来确

定控制参数扰动的有效范围.这样解决了混沌经

济系统中混沌控制的盲目性 ,也更准确有效地进

行混沌控制.
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Study on control region of economic and management chaotic model

YAO Hong2xing1 ,2 , SHENG Zhao2han2 , Tian Li2xin1

1. Institute of System Engineering , Jiangsu University , Zhenjiang 212013 , China ;

2. Graduate School of Management Science and Engineering , Nanjing University , Nanjing 210093 , China

Abstract : It usually takes a long time to obtain a target orbit by controlling chaos. But a chaotic system sometimes

cannot be effectively controlled , which is shown in the feedback control based on forecasting. Among the reasons ,

one is that chaotic models may have many fixed points , the other is the density of orbits. In order to know when to

control , an equivalence relation is introduced in this paper. The characteristic exponent based on a probabilistic dy2
namical system is calculated , which provides some useful information on unstable periodic orbits of the chaotic eco2
nomic dynamical system. An effective controlling parameter is chosen by discussing the sign of the characteristic ex2
ponent . Furthermore , the control regions of the parameter variable are proposed. Therefore the controllable domain

of chaos in the chaotic economic model can be obtained.

Key words :economic management model ; chaotic control region ; probability dynamic system ; characteristic exponent
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