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摘要 : 以往的应急系统选址模型仅仅考虑在一个确定应急限制期下的选址问题.但是 ,在城市

规划决策中 ,应急限制期和应急服务设施点建立的费用 (数目)都相当重要.针对这个特点 ,提

出了应急限制期下的应急选址模型 ,并提出了基于分支定界方法的应急选址模型的最优解.该

算法利用 FLPS′( k)的最优解为起点 ,进而获得 FLPS′( k + 1)的最优解 ,大大减少了计算量.
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0　引　言

在城市规划建设中 ,经常需要考虑诸如医疗

救护中心、消防中心、110出警中心等应急服务设

施的优化选址问题 ,以便一旦某地出现需要服务

的紧急事件 ,有相应的服务设施点能在规定的时

间内到达现场进行服务.例如 ,公安部、建设部颁

发的《城市消防站布局和技术装备标准》中要求 :

城镇消防站的第一出动必须在起火后 15 min内

到场出水 ,称为 15 min消防 (应急限制期) .以往

的应急服务设施优化选址模型局限于对应急时间

规定一个应急限制期 ,然后转化为典型的集合覆

盖问题[1～3 ] .但是在实际问题中 ,常常很难规定一

个确定的应急限制期.同时 ,城市的决策者在进行

应急系统选址决策时 ,如果规定的应急限制期很

小 ,会导致系统费用大大增大 (需要建立大量的应

急服务设施点) ;规定的应急限制期太大 ,会导致

人民和国家财产的巨大损失.因此 ,在规划过程

中 ,应急限制期和系统的费用都相当重要.本文考

虑有意义 (即使该模型有可行解)的应急限制期下

一系列相关的应急优化选址问题 ,通过解决这些

问题 ,为城市决策者在应急系统选址的决策过程

中增加科学的依据.

1　模型

设应急地点集为 F = { F1 , F2 ,⋯, Fm} , Fi ( i ∈

I = {1 ,2 ,⋯, m}) 为应急地点 , S = { S1 , S2 ,⋯, Sn}

为可能的应急服务设施点集 , Sj ( j ∈J = {1 ,2 ,⋯,

n})为可能的应急服务设施点. tij表示从应急服务设

施点 Sj到达应急地点 Fi之间的最短时间.对不同的

tij值按照升序排列 ,记{ t1 , t2 ,⋯, tK} .对所有的应急

限制期 d ( k) ∈[ tk , tk +1) (其中 , k = 1 ,2 ,⋯, K - 1) ,

定义

Ak = (ɑkij)

其中

ɑkij =
1　如果 t ij ≤ dk

0　否则
对于规定的应急限制期 d ( k) ∈ [ tk , tk +1) ,

选址模型 FLP ( k) 如下

min　z ( k) = ∑
n

j = 1
cj xj

s. t . 　∑
n

j =1

ɑkij xj ≥1　( i = 1 ,2 , ⋯, m)

xj ∈[0 ,1 ]　( j = 1 ,2 , ⋯, n)

其中

xj =
1　如果在 S j处建立应急服务设施

0　否则
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cj表示在 S j处建立应急服务设施的费用.

下面讨论使上述选址模型有可行解的 dk值.

上述一系列选址模型中 , 如果 F = S , 则

djj = 0 ( j = 1 ,2 , ⋯, n) .因此 ,对所以应急限制期

d1 , d2 , ⋯, dK- 1 ,即 FLP( k) ( k = 1 ,2 , ⋯, K - 1) 都

有可行解.对于一般情况下的 F、S ,很显然 ,应急

限制期 dk , dk +1 , ⋯, dK- 1 ,即 FLP ( k) , FLP ( k + 1) ,

⋯, FLP( K - 1) 才有可行解 (其中 , tk = mɑx
i∈I

{ min
j∈J

t ij} ) .

2　算法

首先不考虑整数性约束 ,解如下线性规划问

题 FLP′( k)

min z′( k) = ∑
n

j = 1
cj xj

s. t . ∑
n

j = 1
ɑkij xj ≥1　( i = 1 ,2 , ⋯, m)

xj ≥0　( j = 1 ,2 , ⋯, n)

解决上述一系列的 FLP′(1) , FLP′(2) ,⋯,

FLP′( K - 1) 线性规划问题 ,采用对偶单纯形方

法 , 通过 FLP′( k) 的最优解为起点来获得

FLP′( k + 1) 的最优解. 考虑上述线性规划问题

FLP′( k) 的标准式 FLPS′( k)

min z′( k) = dv

s. t . ( Ak , - I) v = e

v ≥0

其中

dj =
cj j = 1 ,2 , ⋯, n

0 j = n + 1 , ⋯, n + m

vj =
xj j = 1 ,2 , ⋯, n

уj - n j = n + 1 , ⋯, n + m

对标准式的约束条件 ( Ak , - I) v = e的两端

乘以 - 1 , ( - Ak , I) v = - e ,得到了初始对偶基可

行解 ,然后按照对偶单纯形方法进行迭代 ,在整个

迭代过程中 ,始终保持对偶问题的可行性 ,即全部

检验数 ≥0 ,而常数列由有负分量逐步变为全

部 ≥0 (即变为满足原问题的可行性) , 最终得

到了 FLPS′( k) 的最优解 vk 和最优目标函数值

z′( k) .

由于线性规划问题 FLPS′( k) 和 FLPS′( k + 1)

的不同仅仅是系数矩阵 Ak转化为Ak +1 ,根据系数

矩阵的定义 , 可以推出系数矩阵 Ak 和 Ak +1 的

关系.

矩阵 Ak向 Ak +1转化的公式为

ɑk +1
ij =

1 如果 t ij = tk +1

ɑkij 否则

系数矩阵 Ak +1 (由 Ak转化) 中改变的列向量

所对应的变量是否在 FLPS′( k) 最优 ,可以采用不

同方法 (单纯形方法、引进人工变量等) , 通过

FLPS′( k) 的最优解 ( vk , z′( k) ) 得到 FLPS′( k + 1)

的最优解 ( vk +1 , z′( k + 1) ) .

如果获得了 FLPS′( k + 1) 的最优解 ( vk +1 ,

z′( k + 1) ) , 下面求 FLP( k + 1) 的最优解 ( x 3
j

( k + 1) ( j = 1 ,2 , ⋯, n) , z 3 ( k + 1) ) .如果

1) vk +1
j ∈{ 0 ,1} ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,则 FLP ( k +

1) 的最优解 x 3
j ( k + 1) = vk +1

j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,最

优目标函数值 z 3 ( k + 1) = z′( k + 1) .

2) vk +1
j 不全部为 0或 1的整数 ( j = 1 ,2 , ⋯,

n) ,但是[ z′( k + 1) ] = z 3 ( k) ,则 FLP ( k + 1) 的

最优解 x 3
j ( k + 1) = x 3

j ( k) ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,最优

目标函数值 z 3 ( k + 1) = z 3 ( k) (其中 , x 3
j ( k)

( j = 1 ,2 , ⋯, n) 、z 3 ( k) 分别为 FLP ( k) 的最优解

和最优目标函数值 , [ z ]表示大于或等于 z的最小

整数) .

如果上述两个条件都不满足 ,则采用深度优

先搜索的分支定界算法 ,根据 FLPS′( k + 1) 的

最优解 和最优函数值 ( vk +1 , z′( k + 1) ) , 来求

FLP( k + 1) 的最优解 x 3
j ( k + 1) ( j = 1 ,2 , ⋯, n)

和最优函数值 z 3 ( k + 1) ) .

定理 1　如果 v 3 ( k + 1) 是 FLPS′( k + 1) 的

一个最优整数解 ,则 x 3
j ∈[0 ,1 ] ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,

у3i ∈ [0 ,ɑi ] ( i = 1 ,2 , ⋯, m) , (其中 ,ɑi =

min ( m - 2 , si - 1) , si 表示 Ak +1 第 i 行中 1的个

数[4 ] (证明见文献[3 ]) .

定理 2　如果 v ( k + 1) 是 FLPS′( k + 1) 的任

何一个基可行整数解 ,则 v ( k + 1) 一定可以通过

FLPS′( k + 1) 的最优单纯形表中最后一列列向量

减去至多前面 n列列向量的倍数而获得[4 ] (证明

见文献[3 ]) .

根据上述两个定理 , x 3
j ∈ [0 ,1 ] ( j = 1 ,2 ,

⋯, n) ,у3i ∈ [0 ,ɑi ] ( i = 1 ,2 , ⋯, m) ,一定可以

利用最优单纯形表通过列向量相减而获得.下面

利用深度优先搜索的分支定界算法[5 ,6 ] 来搜索

FLPS′( k + 1) 的最优整数解.
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为了描述算法的方便 ,引入以下符号和说明 :

通过对偶单纯形方法 ,得到了 FLPS′( k + 1)

的最优单纯形表 ,记为 T ( m +1) ×( n +1) . T ( i , j) 表示

最优单纯形表中第 i行第 j列的元素.最优单纯形

表中的第 1到 n列列向量表示非基变量所对应的

列向量 ,第 n + 1列向量表示基变量的值.第 m + 1

行表示检验数 ,记为 c 3
j .对非基变量列按照检验

数的升序构造一个队列 L = { 1 ,2 , ⋯, n} , 使

c 3
1 ≤c 3

2 ≤⋯≤c 3
n ,设最优单纯表中第 j列对应

于队列 L中的point ( j) . T ( m + 1 , n + 1) 给出了最

优目标函数值的相反数 ,记为下界 zL′( k + 1) =

- T ( m + 1 , n + 1) .利用贪婪启发式算法[7 ,8 ] 得

到一个可行解 ,记其函数值为上界 zU′( k + 1) .从

队列 L 中按照次序选择一个非基列 j , 如果

zL′( k + 1) + c 3
j ≥zu′( k + 1) ,则将该列从队列中

去掉 (相当于赋该变量为 0) [8 ] .因为用 n + 1列列

向量减去该列列向量一次得不到一个更优解 ,否

则用 n + 1列列向量减去该列列向量一次 (相当于

赋该变量为 1) .如果这时的单纯形表对应的基变

量都是非负整数 ,则其所对应的解对于 FLP ( k +

1) 是可行解 ,记其函数值为 z 3 ,并令 zU′( k + 1) =

min{ zU′( k + 1) , z 3 } ,然后从队列 L 中去掉 zL′( k +

1) + c 3
j ≥zu′( k + 1) 的列.如果这里的单纯形表

对应的解对于 FLP( k + 1) 是非可行解 ,则将单纯

形表的最后一列列向量存储在辅助矩阵 E ( m +1) ×n

中.然后从队列 L按照次序选择一个非基列 ,用上

述的方法进行分支和搜索.对于非变量 уi ,根据定

理 1 ,у3i ∈[0 ,ɑi ] ,因此 ,将该列列向量复制 ɑi 次

放入最优单纯形表中 (因为在上述分支中每个变

量只能赋于 0或 1) .在搜索树的每个结点上 ,如果

得到了 FLP ( k + 1) 的一个可行解或其函数值超过

zU′( k + 1) [9 ,10 ] ,则回溯 ,直到队列 L为空.则到目

前为止 ,最好的可行解就是 FLP ( k + 1) 的最优解.

分支定界算法 Ⅰ[4 ] :

1) 利用贪婪启发式算法得到FLP( k +1)一个可

行解 , 其函数值为 zU′( k + 1) , 记 zL′( k + 1) =

[ - T( m + 1 , n +1) ] ,从 T( m+1)×( n+1)去掉 zL′( k +1) +

c 3
j ≥zu′( k + 1) 的列.

2) E( i ,1) = T ( i , n + 1) ( i = 1 ,2 , ⋯, m +

1) , scol = 1 ,index = 1 ,acol = point (1) .

3) scol = sco1 + 1 , E( i ,scol) = E( i ,scol - 1) -

T( i ,acol) ( i = 1 ,2 ,⋯, m) , save -index(scol) = index ,

index = index + 1.

4) 如果 E( i ,scol) ( i = 1 ,2 ,⋯, m) 都是非负整
数 ,把它保存为一个新的可行解 ,令 zU′( k + 1) =

E( m + 1 ,scol) .转 6) ,否则转 5) .

5) 如果 index > n , 转 7) . 令 acol =

point (index) . 如果 E( m + 1 , scol) - T ( m + 1 ,

acol) ≥ zU′( k + 1) ,转 6) .否则转 2) .

6) index = save - index(scol) + 1 ,scol = scol -

1如果 scol > 0 ,转 4) .否则转 7) .

7) 打印出到目前为止的最新的可行解 ,就作
为 FLP( k + 1) 的最优解.

例 　设 FLP ( k + 1) 选址模型中 , Ak +1见表1 ,

费用矩阵 c = (55 , 62 , 58 , 50 , 59 , 52 , 72 , 75) .

利用对偶单纯形方法解 FLPS′( k + 1) 得到最优单

纯形表 , 见表 2. 其最优函数值是 147. 25 , 故记
zL′( k + 1) = 148 ,利用贪婪启发式算法得到一个

可行解 ,其函数值记为 zU′( k + 1) = 160.在算法
Ⅰ的第 1步 ,因为 zU′( k + 1) - zL′( k + 1) = 12 ,

通过排除可得队列{у2 ,у2 , x5} (у2 列包括两次是
根据定理1得到的) .在算法的第2步 ,把最优单纯

形表的最后一列复制到辅助矩阵的第 1列 ,在第 3

步用辅助矩阵的第 1列减去 у2对应的那一列 ,并

把结果放入辅助矩阵的第 2列 ,在第 4步进行检
验 ,发现其列不全部是整数.因此在第 5步 ,转到
第 3步 ,用辅助矩阵的第 2列减去 у2对应的那一
列 ,并把结果放入辅助矩阵的第 3列 ,在第 4步进

行检验 ,发现其列不全部是整数.在第 5步 ,用辅
助矩阵的第 3列减去 x5对应的那一列 ,得到函数
只为 161. 75 ,大于 zU′( k + 1) = 160 ,则转第 6步.

在第 6步.回溯到辅助矩阵的第 2列 ,转第 5步.在
第 5步 ,用辅助矩阵的第 2列减去 x5对应的那一
列 ,得到函数只为 160. 25 ,大于 zU′( k + 1) = 160 ,

则转第 6步 ,回溯到辅助矩阵的第 1列 ,转第 5步.

在第 5步 ,转第 3步 ,矩阵的第 1列减去 x5对应的
那一列 , 并把结果放入辅助矩阵的第 2列.在第 4

步进行检验 ,发现其列不全部是整数 ,转第 5步 ,

发现 index > n ,转第 7步 ,算法结束 ,没有找到比
第 1 步贪婪启发式算法更好的解 ,则其解就是

FLP( k + 1) 的最优解.
表 1　系数矩阵 Ak+1

Table 1 Coefficient matrix Ak+1

Ak +1 =

1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1
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表 2　最优单纯形表

Table 2 Optimal simplex tableau

у3 x1 у2 у5 у4 x5 у6 у1

- 0. 25 0. 25 0. 50 - 0. 25 0. 25 0. 50 - 0. 25 - 0. 75 0. 75 x3

0. 25 0. 75 - 0. 50 0. 25 - 0. 25 - 0. 50 0. 25 - 0. 25 0. 25 x2

- 0. 25 0. 25 - 0. 50 - 0. 25 0. 25 0. 50 - 0. 25 0. 25 0. 75 x6

- 0. 75 - 0. 25 0. 50 0. 25 - 0. 25 0. 50 0. 25 - 0. 25 0. 25 x4

0. 25 - 0. 25 - 0. 50 - 0. 75 - 0. 25 0. 50 0. 25 0. 75 0. 25 x7

0. 25 - 0. 25 0. 50 0. 25 - 0. 25 - 0. 50 - 0. 75 - 0. 25 0. 25 x8

12. 75 30. 25 1. 50 34. 75 37. 25 11. 50 37. 75 23. 25 - 147. 25

　　综合以上各个方面 ,下面给出一个完整的计

算一系列线性规划 FLP(1) ,FLP(2) ,⋯,FLP( K -

1) 的算法 Ⅱ:

1) 计算第一个具有可行解的线性规划问题

FLP( k) ( dk ∈[ tk , tk +1) ) (其中 , tk = mɑx
i∈I

min
j∈J

tij .

2) 利用对偶单纯形方法计算其对应的标准

式 FLPS′( k) , 获得了最优单纯形表和最优解

v 3 ( k) ,如果 v 3
j ( k) ∈[0 ,1 ] ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,则

令 x 3
j ( k) = v 3

j ( k) ( j = 1 ,2 , ⋯. n) 作为 FLP( k)

的最优解.否则调用分支定界算法求出 FLP ( k) 的

最优解.

3) k = k + 1 ,如果 k < K - 1 ,转 4) ,否则

转 5) .

4) 利用 FLPS′( k - 1) 的最优单纯形表获得

FLPS′( k) 的最优单纯形表. a) 如果 v 3
j ( k) ∈[0 ,

1 ] ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,则令 x 3
j ( k) = v 3

j ( k) ( j = 1 ,

2 ,⋯, n) 作 为 FLP ( k) 的 最 优 解. b) 如 果

[ z′( k) ] = z 3 ( k - 1) ,则令 FLP ( k - 1) 的最优解

作为 FLP ( k) 的最优解.如果 a) 和 b) 的条件都不

满足 ,则调用分支定界算法求出 FLP( k) 的最优

解.转 3) .

5) 求出了所以有意义的应急期 dk ∈ [ tk ,

tk +1) 的线性规划问题 FLP( k) 的最优解 ,结束.

3　算例

仿真例子的基本数据最小距离矩阵如表 3所

示 ,采用算法Ⅱ计算结果见图1.仿真中 ,取 F = S , m

= n = 9 , cj = 1 ,因此表 4和图1中的最优目标函数

值事实上是需要建立的应急服务设施点的数目.

表 3　最短距离矩阵

Table 3 Shortest distance matrix

S =

0 5 15 25 10 15 20 10 25
5 0 10 20 15 20 25 15 25
15 10 0 10 25 20 25 10 25
25 20 10 0 20 10 15 20 5
10 15 25 20 0 10 15 20 25
15 20 20 10 10 0 5 25 15
20 25 25 15 15 5 0 30 20
10 15 10 20 20 25 30 0 15
25 25 15 5 25 15 20 15 0

根据算法 Ⅱ可得下列图形 1和运算结果.

图 1　计算结果
Fig. 1 Calculation result

表 4　运算结果

Table 4 Calculation results

应急期 dk 最优解
最优目标

函数值
[0 ,5) xj = 1 ( j = 1 ,2 , ⋯,9) 9

[5 ,10) x1 = x3 = x4 = x5 = x6 = x8 = 1 6

[10 ,15) x1 = x4 = x6 = 1 3

[15 ,20) x1 = x4 = 1 2

[20 ,25) x1 = x4 = 1 2

[25 ,30) x4 = 1 1

[30 , + ∞) x4 = 1 1
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Optimal location model and algorithm of urban emergency systems

FANG Lei1 , HE Jian2min2

1. College of International Business , Nankai University , Tianjin 300071 , China ;

2. Economic Management School , Southeast University , Nanjing 210096 , China

Abstract : Optimal location model in emergency systems often regards location problem of an given deadline. Dead2
line and cost of emergency system facilities are both important . Considering these characteristics , A model based on

all feasible deadlines is given. Regarding a sequence closely related linear-programming problems to be sloved , an

algorithm based on a branch and bound method is given. In this manner , we can use the optimal solution of FLPS′
( k) as a starting point in the reoptimization to obtain that of FLPS′( k + 1) and reduce the calculation workload.

Key words : deadline ; location ; model ; algorithm
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