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摘要 : 现有的用来评价具有多个独立子系统的复杂系统相对有效性的 YMK2DEA模型假设不

存在规模收益 ,且不能评价系统的纯技术有效性.在假设存在规模收益的条件下 ,建立了评价

系统纯技术有效性的 C2 GS22ISS模型 ,将效率分解为纯技术效率和规模效率 ,从而可以找到系

统行为低效的根本原因.最后用该模型对我国制造业发展进行了评价.
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0　引　言

对系统进行综合评价一直是人们研究和关注

的热点 ,评价的“质量”直接影响到决策的“质

量”[1 ] .常用的综合评价方法有专家评价法、经济

分析法、运筹学和其它数学方法等[2 ] .

数据包络分析 (DEA)是 Charnes等[3 ]提出的 ,

属于运筹学方法的一种 ,用来评价部门间相对有

效性的一种非参数方法.经过 20多年的发展 ,这

一理论已经比较成熟 ,先后有 C2 GS2 [4 ]、C2W[5 ]、

C2WH[6 ]、GDEA 模型[7 ]以及不确定性 DEA 模

型[8 ]、动态 DEA模型[9 ]和逆 DEA模型[10 ]、投入产

出都可以变化的 DEA模型[11 ]相继出现 ,出版了

专著[12 ,13 ] .但是现有的DEA模型在评价具有多个

子系统的复杂系统的相对有效性时结果往往并不

令人满意 ,主要原因是在对复杂系统的有效性进

行评价时 ,传统的 DEA方法是将各个子系统看作

一个整体来评价.这样得到的结果会过高地估计

其效率 ,并不能真正反映系统的效率.事实上 ,一

些系统虽然整体效率很高 ,但是其中一些子系统

并不是最优的.同时 ,一些系统虽然其整体效率不

是最高 ,但是其中一些子系统却可能比那些整体

效率较高的系统的相应子系统更有效.而且这种

方法不利于对子系统进行比较.

文献[14 ]中 ,在假定不存在规模收益的条件

下 ,给出了评价具有多个子系统的复杂系统同时

为纯技术有效和规模有效的 YMK2DEA 模型.从

生产理论的角度看 ,用 C2R模型进行相对有效性

评价时 ,涉及到的生产可能集是一个多面凸锥 ,它

满足生产可能集公理体系的凸性、锥性、无效性和

最小性假设 ,但有时人们会发现用凸锥描述生产

可能集是缺乏准确性的.实际上 ,C2R模型并不能

评价决策单元的纯技术有效性 ,而 C2 GS2 模型是

可以用来评价部门间的纯技术有效性的 ,它涉及

的生产可能集是一个多面凸集 ,由生产可能集公

理体系的凸性、无效性和最小性假设所决定.从另

一个角度看 ,在 C2R 模型中假定不存在规模收

益 ,而在 C2 GS2模型中假定规模收益存在 ,许多经

济问题都存在规模收益.

本文将给出假设存在规模收益时评价具有独

立子系统的复杂系统纯技术有效性的 C2 GS22ISS

模型 ,并将它应用在我国不同省市制造业发展的
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评价中.

1　具有 P 个独立子系统( P2ISS)的
C2 GS22ISS模型

考虑 n个复杂系统 ,每个系统具有 P个独立

子系统 , 将每一个复杂系统看作一个 DMU , 设

DMU j的第 i 个子系统的输入和输出分别是 X ( i)
j 、

Y
( i)
j ( i = 1 , ⋯, P , j = 1 , ⋯, n) , X

( i)
j ∈ E+

m i
,

Y
( i)
j ∈E+

s i
, ∑

P

i =1

mi = m ,∑
P

i =1

si = s , Xj = ( ( X
(1)
j ) T ,

( X
(2)
j ) T ,⋯, ( X

( P)
j ) T) T , Yj = ( ( Y

(1)
j ) T , ( Y

(2)
j ) T ,

⋯, ( Y
( P)
j ) T) T为 DMU j的输入和输出.

令 Xij = (0 , ⋯, ( X
( i)
j ) T , ⋯,0) T , Yij = (0 , ⋯,

( Y
( i)
j ) T , ⋯,0) T ,即取 DMU j 的第 i 个子系统的输

入和输出 ,其它的输入和输出都取 0.

引入本文建立的 C2 GS22ISS模型

mɑx
uT Y0 + ∑

P

i = 1

μi

vT X0
= V1

s. t . vT Xij - uT Yij - μi ≥0

　　i = 1 ,2 , ⋯, P , j = 1 ,2 , ⋯, n

　　v ≥0 , u ≥0

(1)

这里 , ( X0 , Y0) 为第 j0个决策单元的输入和输出 ,

对上述问题使用Charnes2Cooper变换 ,则化为等价

的凸规划问题

mɑxμT Y0 + ∑
P

i =1

ηi = V2

s. t . ωT Xij - μT Yij - ηi ≥0

　　ωT X0 = 1

　　i = 1 ,2 , ⋯, P; j = 1 ,2 , ⋯, n

　　ω ≥0 ,μ ≥0

(2)

定理1　规划 (1) 和规划 (2) 在下述意义下是

等价的 :

(i) 若 v0、u0、μ0
i 是 (1) 的最优解 , 则ω0 =

t0 v0 ,μ0 = t0 u0 ,η0
i = t0μ0

i是 (2) 的最优解 ,且最

优值相等 ;

(ii) 若ω0、μ0、η
0
i是 (2) 的最优解 ,则ω0、μ0、

η0
i也是 (1) 的最优解 ,且最优值相等.

根据对偶理论知规划 (2) 的对偶规划为

minθ = V3

s. t . ∑
n

j =1
∑

P

i =1
Xijλij - θX0 ≤0

　　∑
n

j =1
∑

P

i =1

Yijλij - Y0 ≥0

　　λij ≥0 ,∑
n

j =1

λij = 1

　　i = 1 ,2 , ⋯, P , j = 1 ,2 , ⋯, n

(3)

定理 2　规划 (2) 和 (3) 具有相同的最优解 ,

且 V2 = V3 ≤1.

定义 1　若(2) 存在最优解ω0、μ0、η0
i , i = 1 ,2 ,

⋯, P ,满足 V2 = 1 ,则称DMUj0为弱DEA有效的.

定义 2　若 (2) 存在最优解ω0、μ0、η0
i , i = 1 ,

2 ,⋯, P ,满足 V2 = 1 ,且ω0 > 0 ,μ0 > 0 ,则称

DMU j0 为 DEA有效的.

定义3　称 S = V YMK/ VC
2

GS
22ISS为DMU j0的规

模效率 ,其中 , V YMK表示决策单元用文献 [14 ] 中
提出的 YMK2DEA 模型计算得到的效率 , 而
VC

2
GS

22ISS表示用本文提出的C2 GS22ISS模型得到的

效率.

在给出定理 3之前 ,先给出单系统的C2GS2模型

mɑx
uT Y0 +μ0

vT X0
= V4

s. t . vT Xj - uT Yj - μ0 ≥0

　　j = 1 ,2 , ⋯, n

　　v ≥0 ,μ ≥0

(4)

定理 3　若 u、v、μi , i = 1 ,2 , ⋯, P为 (1) 的

可行解 ,则 v、u、∑
P

i = 1

μi是 (4) 的可行解 ,且目标函

数值相等.

由定理 3 ,有下面的结论.

定理4　V1 ≤V4 ,因而若DMUj0关于模型(1) 是
弱有效的 ,它关于模型 (4) 也是弱有效的;若它关于
模型(1) 是有效的 ,它关于模型(4) 也是有效的.

下面给出系统 C2 GS22ISS有效与子系统 C2 GS2

有效之间的关系.

考虑关于子系统 C2 GS2模型

mɑx
uT

i Y
( i)
j0 +μi

vT
i X

( i)
j0

= V1 - i

s. t . vT
i X

( i)
j - uT

i Y
( i)
j - μi ≥0

　　ui ≥0 , vi ≥0

　　i = 1 ,2 , ⋯, P; j = 1 ,2 , ⋯, n

(5)

式中 , X
( i)
j 、Y

( i)
j 为第 j个决策单元的第 i个子系统

的输入和输出.
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定理 5　V1 = mɑx
1≤i≤P

{ V1 - i}

定理 6　(i) DMU j0 为 C2 GS22ISS弱有效 ,当且

仅当它至少有一个子系统为 C2 GS2弱有效的 ;

(ii) DMU j0为 C2 GS22ISS有效 ,当且仅当它的

每一个子系统都是 C2 GS2有效的.

由文献[13]中定理 8.4 ,容易得到下面的结论.

①　由于西藏自治区数据不全 ,故没有选择.

定理 7　设 u 3 、v 3 、μ3
i , i = 1 ,2 , ⋯, P为模

型 (1) 的最优解 ,则有
(i) 若μ3

i > 0 , i = 1 ,2 ,⋯, P ,则DMUj0为规模收
益递增;

(ii) 若μ3
i < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, P ,则DMU j0为规

模收益递减 ;

(iii) 若μ3
i = 0 , i = 1 ,2 , ⋯, P ,则DMU j0 为

规模收益不变.

2　我国不同省市制造业发展评价

在当代 ,先进强大的制造业仍然是衡量一个

国家综合实力和国际竞争力的核心.即使是已经

进入后工业化社会的美国 ,制造业仍然是国民经

济的支柱产业和国家综合实力的重要体现.我国

正处在向工业化迈进的发展阶段 ,1997年中国人

均国民生产总值为 6000元人民币 ,只相当于 730

美元 ,2000年中国人均国民生产总值为 800美元.

据初步预测 ,到 2020年中国 GDP总量为 32. 4万

亿元 ,人均 2. 2万元 ,也只相当于 2650美元 ,尚未

达到中等发达国家水平[15 ] .因此 ,与美国、日本等

经济发达国家的制造业已经呈现衰退的情况比

较 ,中国的制造业仍然有广阔的发展空间.我国是

一个发展中大国 ,生产力发展很不平衡 ,既拥有一

部分高科技产业 ,更多的则是落后的农业和庞大

的传统制造业 ,所以在重视发展高新技术产业的

同时也要重视对传统产业的技术改造. 本节对

1997年我国不同省市制造业的经济运行效率进

行评价.

选择制造业中的四个行业 ,即食品制造业、普

通机械制造业、服装及纺织业、电子及通信设备制

造业.被评价的我国 30个省 (市)自治区①可以看

成是同类型的决策单元 ,每一个省市的制造业看

作是一个复杂系统 ,每一个省市的不同行业则看

作是这个复杂系统的不同子系统 ,它们的运营过

程是将一定量的投入转化为产出 ,因此系统的管

理效率可以通过在一定时间内运营过程中消耗的

投入资源的量和获得的产出的量表现出来.本文

选择的各子系统的投入产出指标分别为 :

投入指标　职工总数 (万人) ,固定资产投资

总额 (亿元) ;

产出指标　工业总产值 (亿元) .

数据来自 1998 年《中国工业经济统计年

鉴》[16 ] .

应用单系统 C2R模型及 C2 GS2 模型 ,并将每

个省的制造业看作是具有 8 个投入、4 个产出的

系统 ,评价结果如表 1所示.

表 1　C2R模型及 C2GS2模型计算结果

Table 1 The computing results of C2R and C2GS2 model

DMU θ δ s μ DMU θ δ s μ
北京 1. 000 1. 000 1. 000 0 河南 1. 000 1. 000 1. 000 0
天津 1. 000 1. 000 1. 000 0 湖北 1. 000 1. 000 1. 000 0
河北 0. 996 1. 000 0. 996 - 湖南 0. 644 0. 650 0. 991 -
山西 0. 671 0. 676 0. 993 + 广东 1. 000 1. 000 1. 000 0
内蒙古 0. 863 0. 902 0. 957 - 广西 0. 903 1. 000 0. 903 -
辽宁 0. 883 0. 884 0. 999 + 海南 1. 000 1. 000 1. 000 0
吉林 0. 469 0. 469 1. 000 0 重庆 0. 934 1. 000 0. 934 -
黑龙江 1. 000 1. 000 1. 000 0 四川 1. 000 1. 000 1. 000 0
上海 1. 000 1. 000 1. 000 0 贵州 0. 701 1. 000 0. 701 +
江苏 1. 000 1. 000 1. 000 0 云南 0. 654 0. 763 0. 857 +
浙江 1. 000 1. 000 1. 000 0 陕西 1. 000 1. 000 1. 000 0
安徽 1. 000 1. 000 1. 000 0 甘肃 0. 480 0. 693 0. 693 +
福建 1. 000 1. 000 1. 000 0 青海 1. 000 1. 000 1. 000 0
江西 1. 000 1. 000 1. 000 0 宁夏 1. 000 1. 000 1. 000 0
山东 1. 000 1. 000 1. 000 0 新疆 1. 000 1. 000 1. 000 0
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　　其中 :θ表示应用 C2R模型得到的技术效率 ;

δ表示应用 C2 GS2 模型得到的纯技术效率 ; s =

θ/δ,表示规模效率 ;μ值为“+”表示μ > 0 ,为

“- ”表示μ < 0 ,为“0”表示μ = 0.

应用 C2 GS22ISS模型及 YMK2DEA模型 ,并将

每个省的制造业看作具有 4 个子系统的复杂系

统 ,计算结果如表 2所示.

从表 1的计算结果可以看出 ,如果将制造业

看作是具有 12个投入产出指标的简单生产过程 ,

在 30个省市中有 19个同时为规模有效和纯技术

有效的 ,这样的结果显然没有太大的意义.而应用

具有独立子系统的模型 ,没有任何省市同时为纯

技术有效和规模有效的 ,但是有 8个省市为弱有

效的 ,这些省市基本都在东部或沿海地区.

表 2　应用具有 4个独立子系统的 YMK2DEA及 C2GS22ISS模型的计算结果

Table 2 The computing results by using YMK2DEA and C2GS22ISS model with 4 independent subsystems

DMU
子系统 1 子系统 2 子系统 3 子系统 4 总体

θ1 δ1 μ1 θ2 δ2 μ2 θ3 δ3 μ3 θ4 δ4 μ4 θ δ μ

北京 0. 950 0. 953 + 0. 591 0. 675 - 0. 474 0. 475 + 0. 452 0. 464 + 0. 950 0. 953 #

天津 1. 000 1. 000 0 0. 903 0. 993 - 0. 635 0. 646 - 0. 773 0. 785 + 1. 000 1. 000 #

河北 0. 261 0. 287 + 0. 841 0. 940 - 0. 636 0. 661 - 0. 621 0. 623 + 0. 841 0. 940 #

山西 0. 113 0. 142 + 0. 450 0. 485 + 0. 324 0. 465 + 0. 426 0. 443 + 0. 450 0. 485 +

内蒙古 0. 234 0. 336 + 0. 589 0. 618 + 0. 486 0. 523 + 0. 636 0. 712 + 0. 636 0. 712 +

辽宁 0. 399 0. 404 + 0. 556 0. 591 - 0. 465 0. 475 - 0. 468 0. 470 + 0. 556 0. 591 #

吉林 0. 284 0. 300 + 0. 396 0. 411 - 0. 260 0. 312 + 0. 366 0. 391 + 0. 396 0. 411 #

黑龙江 0. 364 0. 396 + 0. 634 0. 666 - 0. 404 0. 530 + 0. 455 0. 463 + 0. 634 0. 666 #

上海 0. 825 0. 852 - 0. 752 0. 840 - 0. 922 0. 924 + 1. 000 1. 000 0 1. 000 1. 000 #

江苏 0. 616 0. 618 + 0. 706 0. 825 - 0. 949 1. 000 - 1. 000 1. 000 0 1. 000 1. 000 #

浙江 0. 964 0. 967 + 0. 827 0. 977 - 1. 000 1. 000 0 0. 854 0. 858 + 1. 000 1. 000 #

安徽 0. 349 0. 365 + 1. 000 1. 000 0 1. 000 1. 000 0 1. 000 1. 000 0 1. 000 1. 000 #

福建 0. 967 0. 976 + 0. 878 0. 953 - 0. 691 0. 729 - 0. 704 0. 726 + 0. 967 0. 976 #

江西 0. 279 0. 292 + 0. 678 0. 731 + 1. 000 1. 000 0 0. 432 0. 450 + 1. 000 1. 000 #

山东 0. 624 0. 635 - 0. 866 1. 000 - 0. 613 0. 648 - 0. 830 0. 831 - 0. 866 1. 000 -

河南 0. 303 0. 322 + 0. 842 0. 994 - 0. 453 0. 462 + 0. 633 0. 635 + 0. 842 0. 994 #

湖北 0. 439 0. 460 + 0. 780 0. 849 - 0. 935 0. 940 - 0. 630 0. 632 + 0. 935 0. 940 #

湖南 0. 224 0. 244 + 0. 475 0. 483 + 0. 417 0. 455 + 0. 463 0. 470 + 0. 475 0. 483 +

广东 1. 000 1. 000 + 0. 896 1. 000 - 0. 750 1. 000 - 0. 935 0. 940 + 1. 000 1. 000 #

广西 0. 418 0. 442 + 0. 599 0. 648 - 0. 440 0. 513 + 0. 547 0. 561 + 0. 599 0. 648 #

海南 0. 579 0. 639 + 1. 000 1. 000 0 0. 694 1. 000 + 0. 794 1. 000 + 1. 000 1. 000 #

重庆 0. 243 0. 274 + 0. 456 0. 475 + 0. 207 0. 409 + 0. 452 0. 465 + 0. 456 0. 475 +

四川 0. 744 0. 746 + 0. 492 0. 500 + 0. 321 0. 347 + 0. 514 0. 520 + 0. 744 0. 746 +

贵州 0. 210 0. 228 + 0. 360 0. 661 + 0. 367 0. 633 + 0. 312 0. 371 + 0. 367 0. 633 +

云南 0. 311 0. 487 + 0. 433 0. 499 + 0. 201 0. 372 + 0. 465 0. 509 + 0. 465 0. 509 +

陕西 0. 465 0. 473 + 0. 587 0. 599 + 0. 431 0. 492 + 0. 321 0. 333 + 0. 587 0. 599 +

甘肃 0. 238 0. 264 + 0. 527 0. 565 + 0. 326 0. 543 + 0. 384 0. 433 + 0. 527 0. 565 +

青海 0. 124 0. 808 + 0. 420 1. 000 + 0. 424 1. 000 + 0. 287 0. 845 + 0. 424 1. 000 +

宁夏 0. 212 1. 000 + 0. 472 0. 757 + 0. 189 1. 000 + 0. 609 0. 667 + 0. 609 1. 000 +

新疆 0. 347 1. 000 + 0. 324 0. 752 + 0. 294 0. 796 + 0. 363 0. 853 + 0. 363 1. 000 +

　　其中 :θi表示用 C2R模型得到的子系统 i 的

技术效率 ;δi表示用C2 GS2模型得到的子系统 i的

纯技术效率 ; si =θi/δi ,表示子系统 i 的规模效

率 ;θ表示用 YMK2DEA模型得到的系统整体的技

术效率 ;δ表示用 C2 GS22ISS模型得到的系统整体

的纯技术效率 ; s =θ/δ,为系统整体的规模效率 ;

μ值为“+”表示μ > 0 (规模收益递增) ,为“- ”表

示μ < 0 (规模收益递减) ,“0”表示μ = 0 (规模收

益不变) ,μ值为“#”表示规模收益不确定 ;μi 的

表示类似 , i = 1 ,2 ,3 ,4.

由表 2的计算结果可以看出 ,从总体上讲有

12个省市处于规模收益递增状态 ,如山西省、内

蒙古自治区等 ;有 1个省 (山东省)处于规模收益

递减状态 ;其余不确定.有 12个省市为纯技术弱

有效的 ,如上海、江苏等省市 ,即这 12个省市都至

少有一个行业是纯技术有效的.但是不存在每一
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个行业都是纯技术有效的省市 ,如安徽省虽然其

它行业的效率都比较高 ,食品制造业的效率却很

低 ,仅为 0. 349.

在 22个非弱有效的省市中 ,有的是非技术有

效的 ,如北京市 ;也有的是非规模有效的 ,如山东

省 ;还有的是既非规模有效又非技术有效的 ,如河

南、湖北、湖南等省.对于既非技术有效也非规模

有效的省市 ,应当先解决技术上的问题 ,然后再考

虑规模上存在的问题.

比较表 1和表 2 的结果 ,在表 1 中一些相对

有效的省市 ,如青海、宁夏、新疆等在表 2中仅为

纯技术弱有效的 ,且在规模上存在严重的问题 ,这

一点可以通过考察各行业的相对效率得到验证.

在应用具有独立子系统的模型评价时 ,绝大部分

省市的技术效率降低的幅度都很大 ,而且辽宁、黑

龙江、湖南、广西、重庆、四川、甘肃、青海、宁夏、新

疆等省市的纯技术效率降低的幅度也很大 ,同时

不同省市之间各项效率的差别也变大.这就说明 ,

应用本文建立的具有独立子系统的模型能更准确

地得到不同省市制造业发展上的差距 ,有利于及

时采取措施 ,而且这些结果仅仅应用文献 [14 ]中

提出的模型是得不到的.

由上面的分析结果 ,效率较高的省市基本都

在东部或沿海地区 ,这些省市的制造业规模、产品

结构、技术开发能力都比中西部强.中西部地区虽

然具有较好的资源优势 ,但由于资本、技术、管理、

产品结构、市场环境等方面的相对不足 ,没有真正

转变为产品优势.同时 ,由于中西部地区没有完全

建立起适应市场经济的现代企业制度 ,管理水平

不高 ,对市场缺乏快速的反应能力 ,也是导致效率

低下的制约因素.

3　结束语

考虑到文献[14]中模型的局限性 ,本文给出了

评价具有独立子系统的复杂系统纯技术有效性的

C2GS22ISS模型 ,应用该模型可以将系统的效率分解

为纯技术效率与规模效率 ,从而可以得到系统行为

低效的根本原因.同时 ,应用本文提出的模型还可以

克服单系统 C2GS2模型在应用中的一些不足 ,如将

一些具有“较劣”子系统的系统判定为相对有效的 ,

得到了更符合实际的结果.实证分析的结果表明 ,我

国不同省市制造业效率以及同一个省市不同行业的

效率差别都比较大.东部或沿海地区效率相对较高 ,

而中西部地区效率较低.一些省市的制造业虽然其

中一些行业具有较高的效率 ,但同时也存在效率极

低的行业.因此 ,加快地区之间的联动 ,做到优势互

补 ,是制造业发展的趋势.
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C2 GS22ISS model with independent subsystems and its application

DUAN Yong2rui1 , TIAN Peng2 , ZHANG Wei2ping3

1. School of Economics and Management , Tongji University , Shanghai 200092 , China ;

2. School of Management , Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200052 , China ;

3. Information Storage Research Center , Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200030 , China

Abstract : The existing DEA model used to evaluate the relative efficiency of system with independent subsystems

assumes that there exists no returns to scale , and one can’t obtain pure technique efficiency by using this model . In

this paper , C2 GS22ISS model that allows decision2making units to exhibit variable returns to scale is introduced.

This model can be used to evaluate the pure technique efficiency of decision2making units. Efficiency of every deci2
sion2making unit is divided into pure technique efficiency and scale efficiency , so the real reason of inefficiency is

obtained. In the end , the model is applied to evaluate the manufacturing industry’s development all over the coun2
try.

Key words : independent subsystem ; pure technique efficiency ; YMK2DEA model ; C2 GS22ISS model

附录 : 有关定理的证明

定理 1证明
(i) 设 v0、u0、μ0

i 为 (1) 的最优解 , 对于 (2) 的可行解
ω、μ、ηi , 不难看出 ω、μ、ηi 为 (1) 的可行解 , 且由于

ωT X0 = 1 , 故

( u0) T Y0 + ∑
P

i =1

μ0
i

( v0) T X0
≥
μT Y0 + ∑

P

i =1

η0
i

ωT X0
=μT Y0 + ∑

P

i =1

ηi

又考虑到
( u0) T Y0

( v0) T X0
= μT

0 Y0 及ω
0 = t0 v0 =

v0

( v0) T X0
,

μ0 = t0 u0 =
u0

( v0) T X0
,η0

i = t0μ0
i ,为 (2) 的可行解 , 因此

ω0、μ0、η0
i为 (2) 的最优解 , 且最优值

V2 = (μ0) T Y0 + ∑
P

i =1

η0
i =

( u0) T Y0 + ∑
P

i =1

μ0
i

( v0) T X0
= V1

(ii) 设ω0、μ0、η0
i为 (2) 的最优解 , 则ω0、μ0、η0

i为 (1)

的可行解 . 又因为对于 (1) 的任意可行解 v、u、μi ,不难看

出ω = tv ,μ = tu ,ηi = tμi也是 (1) 的可行解 , 这里 t =

1
vT X0

. 因而有
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(μ0) T Y0 + ∑
P

i =1

η0
i ≥μT Y0 + ∑

P

i =1

ηi =

uT Y0 + ∑
P

i =1

μi

vT X0

又因为 ω0
T

X0 = 1 , 故

(μ0) T Y0 + ∑
P

i =1

η0
i

(ω0) T X0
= (μ0) T Y0 +

∑
P

i =1

η0
i , 因 此 对 (1) 的 任 一 可 行 解 u、v、ηi , 均 有

(μ0) T Y0 + ∑
P

i =1

η0
i

(ω0) T X0
≥

uT Y0 + ∑
P

i =1

μi

vT X0
, 即ω0、μ0、η0

i 也是 (1)

的最优解 ,且最优值

V1 =

(μ0) T Y0 + ∑
P

i =1

η0
i

(ω0) T X0
= (μ0) T Y0 + ∑

P

i =1

η0
i = V2

[证毕 ]

定理 2证明 　令ω3 =
X0

‖X0‖2 ≥0 ,μ3 = (μ3
1 ,0 ,

⋯,0) T ,η3
i = 0.

这里 ,μ3
1 = min

1≤j≤n

ω3 T X1 j

у(1)
j

; X1 j = ( ( X (1)
j ) T ,0 , ⋯,0) T;

Y1 j = ( ( Y(1)
j ) T ,0 , ⋯,0) T ; X (1)

j 、Y
(1)
j 为第 j 个 DMU的第一

个子系统的输入和输出向量 ; у(1)
j 为 Y

(1)
j 的第一个元素 .

显然ω3 ≥0 ,μ3 ≥0 ,且ω3 T X0 = 1. 考虑到μ3 只有第

一个元素非 0 , 则有
ω3 T Xij - μ3 T Yij - η3

i =

　　　　
ω3 T X1 j - μ3

1 у
(1)
j ≥0 , 　i = 1

ω3 T Xij > 0 , 　i = 2 , ⋯, P

成立 , 因而ω3 、μ3 、η3
i 为 (2) 的可行解 .

对 (3) 显然 θ = 1 ,λi = (λi1 ,λi2 , ⋯,λin) T ,λij =

1 , j = j0

0 , j ≠ j0
为 (3) 的可行解 , 由对偶理论式 (2) 和 (3) 有相

等的最优值.根据
ωT Xij - μT Yij - ηi ≥0 , i = 1 , ⋯, P

有

∑
P

i =1

(ωT Xij0
- μT - Yij0

- ηi) =

　　　　ωT - X0 - μT Y0 - ∑
P

i =1

ηi ≥0

即

μT Y0 + ∑
P

i =1

ηi ≤ωT - X0 = 1 , V3 = V2 ≤1 [证毕 ]

定理 3 证明 　设 u、v 是 (1) 的可行解 , 则 vT Xij -

uT Yij - μi ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, P , j = 1 ,2 , ⋯, n ,所以∑
P

i =1

( vT·

X ( i) - uT Y( i) - μ) ≥0 , 由于∑
P

i =1

Xij = Xj ,∑
P

i =1

Yij = Yj ,

因而 vT Xj - uT Yj - ∑
P

i =1

μi ≥0 , 即 u、v、∑
P

i =1

μi是 (4) 的可

行解 , 且目标函数值相等 . [证毕 ]

定理 5证明 　设 u、v、μi为 (1) 的任一可行解 , 先将

u、v写成下面的形式 : u = ( ( u1) T , ( u2) T , ⋯, ( uk) T) T , ui

∈ Esi , v = ( ( v1) T , ( v2) T , ⋯, ( vk) T) T , vi ∈ Emi .

由 vT Xij - uT Yij - μi ≥0

有

vT
i X

( i)
j - uT

i Y
( i)
j - μi ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, P (A1)

并且

vT Xj0
= ∑

P

i =1

vT
i X ( i)

j0
> 0

uT Yj0
+ ∑

P

i =1

μi = ∑
P

i =1

( uT
i Y( i)

j0
+μi) > 0

令 I = { i | i = 1 ,2 , ⋯, P , vT
i X ( i)

j0
≠0} , 且

uT
i0

Y( i0)
j0

+μ0
i

vi0
X

( i
0

)
j0

= mɑx
i∈I {

uT
i Y

( i)
j0 +μi

vT
i X

( i)
j0

}
由式 (A1) 和文献[14 ]中的引理 2 ,有 ( vi0

, ui0
) 为 (1 - i0)

的可行解 , 且 0 < V1 - i ≤1 , 再由 u、v的任意性 ,有 V1 ≤

V1 - i0
≤ mɑx

1≤i≤P
{ V1 - i} .

不失一般性 , 现假设 V1 - 1 = mɑx
1≤i≤P

{ V1 - i} , u0
1、v

0
1、μ1为

(5) 的最优解 . 令 u0 = ( ( u0
1) T ,0 , ⋯,0) T , v0 = ( ( v0

1) T ,0 ,

⋯,0) T ,μ0
i =
μ1 , i = 1

0 , i = 2 , ⋯, P
, 则 ( u0 , v0 ,μ0

i) 为 (1) 的可

行解 ,且

( u0) T Yj0
+ ∑

P

i =1

μ0
i

( v0) T Xj0

=
( u0

1) T Y(1)
j0

+μ1

( v0
1) T X (1)

j0

= V1 - 1 , 再

由 V1 ≤V1 - 1 ,有 V1 = V1 - 1 = mɑx
1≤i≤P

{ V1 - i} . [证毕 ]

定理 6证明
(i) 显然成立 .

(ii) 充分性显然成立 , 下证必要性.

由 DMUj0
的有效性 , 存在最优解 u0 ≥0 , v0 ≥0 ,μ0

i

s. t .

( u0) T Yj0
+ ∑

P

i =1

μ0
i

v0 Xj0

= 1 (A2)

( v0) T Xij - ( u0) T Yij - μ0
i ≥0

将 u0、v0写成 u0 = ( ( u0
1) T , ( u0

2) T , ⋯, ( u0
P) T) T , v0 =

( ( v0
1) T , ( v0

2) T , ⋯, ( v0
P) T) T , 由 (A2) : ( v0

i)
T X ( i)

j - ( u0
i)

T ·

Y( i)
j -μ0

i ≥ 0 , 即 0 <
( u0

i)
T Y( i)

j +μ0
i

( v0
i)

T X
( i)
j
≤ 1 , 且 1 =

( u0) T Y0 + ∑
P

i =1

μ0
i

( v0) T X0
=
∑

P

i =1

( ( u0
i)

T Y
( i)
0 +μ0

i)

∑
P

i =1

( ( v0
i)

T X ( i)
0 )

, 由文献[14 ]引

理 3 , u0
i、v0

i、μ0
i 为 (5) 的可行解 ,且 V1 - i = 1. 结论成立 .

[证毕 ]
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