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摘要 : 构造了信用风险期限结构的框架性模型 ,属于强度模型流派.并讨论了两因子模型的例

子 ,给出了可违约债券的价格解析表示式 ,最后分析了信用风险衍生产品的定价问题.
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0　引　言

信用风险定价模型主要研究信用风险的期限

结构 ,并在此基础上讨论信用风险及其衍生物的

定价.信用风险定价模型可以分成两类 :1)结构模

型 (structural model) ,或者称为公司价值模型 (firm

value model) . 2)强度模型 (intensity model) ,或者称

为简约模型 (reduced form model) .

结构模型的研究开始于 Merton[1 ]的工作 ,

Merton的主要思想是 :一个可违约债券 ②可以等效

成一个无风险债券减掉一个标的为该可违约债券

发行人市值的欧式看跌期权.在 Merton其后的模

型拓展 ,大致可以分成两个方向 :一个方向继承了

期权定价的思想 ,称为期权理论模型 (option theo2
retic models) [2～7 ] .另一个方向是假定公司资产随

机游走 ,一旦到达某一阈值 ,即被认为违约发生 ,

这实际上是随机过程的首过时问题 ,所以称为首

过时模型 (first passage time models) [8～12 ] .但是无

论如何改进 ,公司资产市值 ③符合几何布朗运动

的假定一直是结构模型最大的缺陷.

强度模型一般直接假定违约强度 ,虽然与违

约强度有关的模型最早可以追溯到 1974年的文

献[13 ] ,不过一般认为强度模型的工作开始于

Jarrow和Turnbull 模型[14 ,15 ] . Jarrow和 Turnbull 文

中的违约强度假定为常数 ,而且违约过程与利率

无关 ,这给后面的工作留下了很大空间[16～19 ] .

本文构造的模型属于强度模型流派.在违约

强度为随机过程 ,违约强度与利率相关 ,以及无风

险债券市值回收的条件下 ,构造了信用风险期限

结构的框架性模型 ,并讨论了两因子模型 ,给出了

可违约债券的价格解析表示式 ,最后分析了信用

风险衍生产品的定价问题.

1　信用风险期限结构模型

假定 1 　状态变量 ( state variables) X
_

( t ) =

( x1 ( t) , x2 ( t) ,⋯, xn ( t) ) T满足具有强 Markov性

质的随机过程 ,形式表示如下 :

d X
_

= A
_

( X
_

, t) d t + B ( X
_

, t) d Z
_

其中 : A
_

( X
_

, t) = ( a1 ( X
_

, t) , a2 ( X
_

, t) , ⋯,

an ( X
_

, t) ) T;
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由于本文讨论主题是信用风险 ,可违约债券是指至少具有违约风险的债券 (default2able bond) ,而无风险债券仅仅是指无违约风险的债
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B ( X
_

, t) =

b11 ( X
_

, t) 0 ⋯ 0

0 b22 ( X
_

, t) ⋯ 0

… … 0

0 0 ⋯ bnn ( X
_

, t)

d Z
_

= (d z1 ,d z2 , ⋯,d zn)
T

,是 n维维纳过程.

如此 ,滤过 (filtered) 概率空间拓展为 (Ω,

FT
3 , { Ft }

T
3

t = 0 , P) ,其中σ域流 (filtration) Ft =

FX
t ∨Gt , FX

t是状态变量 X
_

( t)产生的σ域流 , Gt是

违约过程产生的σ域流 , P为真实概率测度.假

定基于概率空间 (Ω, FX
T

3 , { FX
t } T

3

t = 0 , PX)的市场是

一个无套利市场 ,等价鞅测度存在 ,设为 Q.

假定 2　无风险即时利率 r ( t)是状态变量的

函数 , r ( t) = r ( X
_

, t)

设在时刻 0存入 1元 ,并支付连续复利 r ( t)

的货币市场账户 (money market account)在 t 时刻

的价值为 B ( t) ,则 B ( t) = e∫
t

0 r( s) ds .

设在到期时刻 T 支付 1 元的无风险债券在

时刻 t 的价格为 P( t , T) ,则

P( t , T) = B ( t) EQ
t

1
B ( T)

= EQ
t [e - ∫

T

t
r( s) ds ]

设在到期时刻 T ( t ≤T≤T 3 )支付 1元的可

违约债券在时刻 t 的价格表示为 V ( t , T) .

假定 3　无风险债券的市值回收 ,回收率 (re2
covery rate)为常数δ,即一旦违约在τ时刻发生 ,

则债权人得到δP(τ, T) .

回收率的确定是一个很复杂的问题.即使对

于同一个公司的债券 ,其债务优先级别的不同也

会带来很大的差异 ,如表 1 所示 .而在实际操作

中 ,债务的优先级别常常被违反 ;甚至大股东的谈

判能力、管理层持股比例都对其有很大的影

响[20 ,21 ] .假定回收率为常数 ,在实际使用中 ,根据

其信用等级和债务优先级别 ,可以信用评级机构

(如穆迪)提供的平均回收率作为其估计值.

表 1　投机级别的平均回收率 (1982—2001)

Table 1 Average speculative2grade recovery rates (1982—2001)

优先级与安全性 1982—2000/ % 2001/ %

优先偿还担保银行贷款 67. 06 54. 68

设备信托 64. 65 NA

优先偿还担保债务 52. 09 58. 00

优先偿还无担保债务 43. 82 36. 20

优先偿还从属债务 34. 59 19. 90

从属债务 31. 88 16. 45

后偿从属债务 22. 48 NA

　　来源 [22 ] :Moodyπs Report : Default and recovery rates of corporate bond issuers , a statistical review of Moody’s Ratings performance 1970—2001

　　假定 4　若在时刻τ违约发生 ,债权人会将

其回收的δP (τ, T) 立即重投资到无风险债券

P(τ, T) .

如果 t时刻之前已经发生违约 (也即τ≤t) ,

则可违约债券退化成无风险债券 P ( t , T) ,这已

和信用风险不再发生联系.既然这样 ,假定违约时

刻τ> t .

由假定出发 ,在时刻τ违约发生 ,债权人得

到δP(τ, T) ,然后重投资到 P(τ, T) ,则到时刻 T

时 ,得到δP(τ, T) / P(τ, T) =δ,也就是说无论违

约在时刻 T之前的何时发生 ,都可以认为是在时

刻 T得到δ.容易得到在条件τ> t下

V ( t , T) = B ( t) EQ
t
δ1{τ≤T} + 1{τ> T}

B ( T)
(1)

假定 3和假定 4 主要是关于回收过程的 ,比

Duffie和 Singleton模型的相关假定合理[18 ] . Duffie

和 Singleton模型假定违约发生时 ,债权人得到的

回收值与可违约债券的市值成正比.信用评级公

司的平均回收率数据是相对于可违约债券的面值

进行统计的 ,虽然他们在文中试图说明按照可违

约债券的市值回收和按照面值回收对定价的影响
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差别不大 ,但是他们也不得不承认 :两者确实是存

在差别的 ,特别是在信用风险比较显著的时候 (例

如垃圾债券) ,差别是非常明显的.

假定 5　违约过程为 Cox过程 ,并且风险中

性情况下的违约强度λ( t ) 为状态变量的函数

λ( t) =λ( X
_

, t) .

违约的可能性会带来两种风险 :信用违约风

险 (credit default risk)和信用利差风险 (credit spread

risk) .前者指因为合约方违约给对方造成直接损

失的风险 ,后者指合约方违约概率的变化带来的

风险 ,主要存在于盯市操作 (mark2to2market)的投

资组合中.可以看出 ,要考虑信用利差风险 ,模型

的违约强度必须随机化. 这也正是 Jarrow 和

Turnbull的主要缺点所在[14 ] . Jarrow , Lando 和

Turnbull的 Markov Chain模型考虑了信用利差风

险 ,不过Markov Chain的状态是有限的 ,而且他们

还假定信用风险与利率无关[16 ] .

式 (1)并不容易直接求解 ,考虑一种特殊情

况 ,即回收率δ= 0 ,记 H ( t , T) = { V ( t , T) |δ=

0} ,由 Cox过程的性质 ,知

EQ 1{τ> T} | FX
T ∨Gt =

　　1{τ>1} exp -∫
T

t
λ( s) d s

那么

H( t , T) =

EQ exp -∫
T

t
r ( s) d s 1{τ> T} | Ft =

　EQ exp -∫
T

t
r(s)ds EQ

t 1{τ> T} | FX
T ∨Gt | Ft =

1{τ> t} EQ exp -∫
T

t
[ r(s) +λ(s) ds | Ft =

1{τ> t} EQ exp -∫
T

t
[ r(s) +λ(s) ]ds | FX

t

上式中最后一步的σ域替代参见Lando[23].由于原

先假定违约时刻τ > t ,所以

H( t , T) = EQ[exp ( -∫
T

t
[ r(s) +

λ(s) ]ds) | FX
t ] (2)

从式 (2) 中看到 , H( t , T) 现金流的折现因子为

exp -∫
T

t
[ r(s) +λ(s) ]ds ,即短期利率加上违约风险

的补偿.由状态变量 t , x1 ( t) , x2( t) ,⋯, xn ( t) 的强

Markov性质 , H( t , T)是 t , x1 ( t) , x2 ( t) ,⋯, xn ( t) 的可

测函数 ,根据 Feynman2Kac公式 , H( t , T)实际上是下列

偏微分方程的解

　9H
9t

+ ∑
n

i = 1
[ ai ( X

_

, t) - <i ( X
_

, t) bii ( X
_

, t) ]
9H
9xi

+

∑
n

i = 1

b2
ii ( X

_

, t)

2
92 H
9x2

i
= ( r +λ) H (3)

其中 :初始值为 H ( T , T ) = 1 , <
_

( X
_

, t ) =

<1 ( X
_

, t) , <2 ( X
_

, t) , ⋯, <n ( X
_

, t) 为状态变量的

风险市场价格 (market price of risk) .

由式 (1) ,可以得到

V ( t , T) = B ( t) EQ
t
δ(1 - 1{τ> T} ) + 1{τ> T}

B ( T)
=

δP( t , T) + (1 -δ) H( t , T)

即如果解决偏微分方程 (3) ,就可以得到可违

约债券的价格表达式.

2　信用风险期限结构的两因子模型

两因子模型实际上是上述框架性模型具体化
的一个例子.

假定 6 　对于某个可违约债券而言 ,存在两

个状态变量 , X
_

( t ) = x1 ( t) , x2 ( t) T
,满足随机

过程

d x1 = ( a - bx1) d t + c x1d Z1

d x2 = ( d - fx2) d t + g x2d Z2

其中 ,风险市场价格 (market price of risk)分别为

( <1 x1 , <2 x2) .

假定 7　无风险即时利率 r ( t)是状态变量的
函数 , r ( t) =αx1 ( t) ;风险中性违约强度λ( t)状

态变量的函数 ,λ( t) =βx1 ( t) +γx2 ( t) .

d r = ( aα- br) d t + c αrd Z1

dλ= aβ+ dγ-
( b - f )β
α r - fλ d t +

　　cβ r
αd Z1 + gγ

αλ-βγ
αγ d Z2

由此 ,关于状态变量 ,也可以理解为 x1 ( t)表

征共同经济风险因子 , x2 ( t)表征与可违约债券有

关的个别风险因子.可以看出利率过程 r ( t)实际

上就是 CIR利率模型[24～26 ] ,根据 CIR模型的结

论 ,无风险债券的价格

P( t , T) = A ( t , T) e - B ( t , T) r
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其中

A ( t , T) =

2φe (φ+ ab + <
1

c) ( T - t) / 2

(φ+ ab + <1 c) (eφ( T - t) - 1) + 2φ

2 a/ c
2

　B ( t , T) =
2 (eφ( T - t) - 1)

(φ+ ab + <1 c) (eφ( T - t) - 1) + 2φ

φ= ( ab + <1 c) 2 + 2 c2α

而回收率为零的可违约债券 H ( t , T)则满足

偏微分方程

　9H
9t

+ [ a - ( b + <1 c) x1 ]
9H
9x1

+ [ d - ( f + <2 g) x2 ]·

9H
9x2

+
c2 x1

2
92 H
9x2

1
+

g2 x2

2
92 H
9x2

2
=

　　　[ (α+β) x1 +γx2 ] H (4)

其中 :初始值为 H( T , T) = 1.

偏微分方程可以通过分离变量的方法得到解

析解 :

令 H ( t , T) = e E( t , T) + F( t , T) x
1

+ G( t , T) x
2 ,初始

值 E( T , T) = F( T , T) = G ( T , T) = 0 ,代入偏微

分方程 (4) ,整理可以得到

H :
9E
9t

+ aF + d G = 0 (5)

Hx1 :
9F
9t

- ( b + <1 c) F +
c2

2
F2 =α+β (6)

Hx2 :
9G
9t

- ( f + <2 g) G +
g2

2
G2 =γ (7)

求解式 (5) , (6) , (7) ,容易得到

H( t , T) = e E( t , T) + C( t , T) r + D ( t , T)λ

其中

C( t , T) =
F( t , T)
α -

G( t , T)β
αγ

D ( t , T) =
G( t , T)
γ

F( t , T) =
2 (α+β) [e -ε( T - t) - 1 ]

(ε- b - <1 c) [e -ε( T - t) - 1 ] + 2ε

ε= ( b + <1 c) 2 + 2 c2 (α+β)

G( t , T) =
2γ[e -η( T - t) - 1 ]

(η- f - <2 g) [e -η( T - t) - 1 ] + 2η

η= ( f + <2 g) 2 + 2 g2γ

　E( t , T) =

　ln
2ε

(ε- b - <1 c) [e -ε( T - t) - 1 ] + 2ε

2 a

c
2

·

　
2η

(η- f - <2 g) [e -η( T - t) - 1 ] + 2η

2 d

g
2

-

　
2 a (α+β)
ε+ b + <1 c

+
2 dγ
η- f - <2 g

( T - t)

则可违约债券的价格为

V ( t , T) =δA ( t , T) e - B ( t , T) r +

(1 -δ) e E( t , T) + C( t , T) r + D ( t , T)λ

从价格的解析表达式可以看到 :回收率δ把

可违约债券的价格一分为二 ,一份是不管是否违

约都可以得到的部分债权资产 ,实际上就是违约

发生时的资产回收部分 ,用无风险债券价格 P( t ,

T)贴现 ;另一份是没有违约的情况下才可以得到

的部分债权资产 ,用δ为零的可违约债券价格

H( t , T)贴现.而在后者 ,δ为零的可违约债券价

格 H( t , T) ,可以表示为 H( t , T) = e E( t , T) e C ( t , T) r·

e D ( t , T)λ
,即利率和违约强度得到很好的分离.而

且 P( t , T)和 H( t , T)的形式也比较单纯 ,表达式

中的 A ( t , T) 、B ( t , T) 、C ( t , T) 、D ( t , T) 、E ( t ,

T)均只与时间有关 ,由各参数决定 ,而与利率和

违约强度无关.

3　信用风险衍生产品定价

期限结构模型有助于更好地理解信用风险 ,

而更重要的作用在于对信用衍生产品的定价.目
前市场上常见的信用衍生产品有违约看涨 (看跌)

期权、违约期权、违约掉期、信用利差期权、信用利
差掉期、资产掉期、首次违约合约等.限于篇幅 ,本
文只讨论标准型的违约期权 (default options) .假定
该违约期权标的为可违约债券 V ( t , T) ,合约的
购买方在期初支付费用 O ( t , T) .当标的资产在
时刻τ< T 发生违约 ,标的资产以市值回收δP

(τ, T) ,违约期权的合约销售方向合约购买方支
付标的资产的未回收资产的市值 ( 1 - δ)

P(τ, T) , 即违约期权的 损 益 可 以 表 示 为
[ P(τ, T) -δP(τ, T) ]1{τ≤T} .

根据前文模型对可违约债券的分析 ,违约期
权价格可以表达为

O ( t , T) = B ( t) EQ
t·

[ P(τ, T) -δP(τ, T) ]1{τ≤T}

B (τ) =

(1 -δ) [ P( t , T) - H( t , T) ]

结论非常简单 ,也很容易验证其正确性.考虑
一个组合 :同时购买一份可违约债券和一份以该
可违约债券为标的资产的违约期权 ,该组合应该
等效于购买了一份无风险债券.而
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O ( t , T) + V ( t , T) = (1 -δ) [ P( t , T) -

H( t , T) ] +δP( t , T) +

(1 -δ) H( t , T) =

P( t , T)

显然 ,计算的结论与直观的结论一致.

4　结束语

本文在违约强度为随机过程 ,违约强度与利

率相关 ,以及无风险债券市值回收的条件下 ,构造
了信用风险期限结构的框架性模型 ,并讨论了两
因子模型的例子 ,给出了可违约债券的价格解析
表示式 ,最后分析了信用风险衍生产品的定价.在
模型的实际应用中 ,通过可违约债券和无风险债
券的期限结构估计出模型的各参数 ,然后可以给
各种信用风险衍生产品定价 ;或者通过信用风险
衍生产品的价格来估计模型的各参数 ,从而给可
违约债券或者别的信用风险衍生产品定价.
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Study of credit risk term structure with stochastic default intensity

LIANG Shi2dong , GUO Bing , FANG Zhao2ben
Department of Stat . & Finance , University of Science & Technology of China , Hefei 230026 , China

Abstract : The credit risk pricing model constructed in this paper belongs to the Intensity Model Category. We con2
structed the frame model for term structure model of credit risk , discussed the example of two-factors models and got

the closed2form solution to the price of default2able bonds. Finally , we analyzed the pricing problem of credit risk

derivatives.

Key words : credit risk ; term structure ; pricing ; intensity model
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Comprehensive variance reduction techniques of Monte Carlo simulation

methods for pricing options

MA Jun2hai , ZHANG Wei , LIU Feng2qin
1. Post2Doctor Work Station of Computer Science and Technology , Northeastern University , Shenyang 110004 , China ;

2. Tianjin University of Finance and Economics , Tianjin 300222 , China ;

3. Zhejiang University of Finance and Economics , Hangzhou 310012 , China

Abstract : In this paper , combining the stronger ability to deal with some special financial derivative securities given

by importance sampling technique and the characters of simple and flexible of mulit2control variable technique and

optimum stratified sampling technique , we will put forward some more effective comprehensive variance reduction

techniques on Monte Carlo simulation method for pricing financial derivative securities by introducing control variable

technique and optimum stratified sampling technique into the analysis framework of importance sampling technique.

At last , we make some practical analysis by using an arithmetic Asian option.

Key words : options ; Monte Carlo simulation ; variance reduction technique ; importance sampling technique ;

optimum stratified sampling technique
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