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摘要：基于向量夹角余弦的组合预测是一种相关性的组合预测模型，它是研究组合预测方法 

的一个新途经．针对基于向量夹角余弦准则下组合预测模型，研究它的基本结构特征．首先提 

出新的优性组合预测、预测方法优超、冗余度等概念．然后探讨了非劣性组合预测、优性组合预 

测以及冗余预测方法的存在性，并给出冗余信息的判定定理．最后进行实例分析，表明该方法 

有较大的实际应用价值． 
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0 引 言 

不同的定性预测方法和定量预测方法各有其 

优点和缺点．由于每种预测方法利用的数据源不 

尽相同，不同的数据源都是从不同的角度提供各 

方面有用的信息，因此每种预测方法之间并不是 

相互排斥，而是相互联系、相互补充的．在预测过 

程中，如果想当然地认为某个单项预测方法的预 

测误差较大，就把该种预测方法弃之不用，这可能 

造成部分有用的信息丢失．因此，Bates J M和 

Granger C W J_1 J己于1969年首次提出组合预测方 

法的概念．组合预测就是综合利用各种单个预测 

模型所提供的信息，以其适当的加权平均形式得 

出组合预测模型+其核心的问题就是如何求出加 

权平均系数，使得组合预测模型更加有效地提高 

预测精度．组合预测方法一直是国内外预测界研 

究的热点课题之一【卜 J． 

根据建立的某个准则的优劣程度，组合预测 

模型可以分为劣性组合预测、非劣性组合预测、优 

性组合预测．文献[2]针对无非负约束的以误差平 

方和达到最小的最优组合预测模型，提出了劣性 

组合预测、非劣性组合预测、优性组合预测的概 

念，并利用组合预测绝对误差信息矩阵的性质判 

断简单平均方法是非劣性组合预测、优性组合预 

测的条件．文献[3]针对基于预测有效度的组合 

预测模型提出了优性组合预测、预测方法优超和 

冗余度的概念，探讨了优性组合预测存在的充分 

条件，也给出冗余信息出现的两个判定．文献[4] 

给出了四种基于相关性指标的最优组合预测模 

型，即关联度最大化组合预测模型，相关系数最大 

化组合预测模型，夹角余弦最大化组合预测模型， 

Theil不等系数最小化组合预测模型．但文献[4] 

只从实证分析角度说明了基于相关性的组合预测 

方法也能够取得比较好的组合预测效果．本文主 

要针对文献[4]提出的基于向量夹角余弦的组合 

预测模型，给出新的优性组合预测、预测方法优 

超、冗余度等概念，研究它的性质，从而在理论上 

说明基于向量夹角余弦的组合预l?贝4方法的有 
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效性． 

1 符号说明及概念 

设某社会经济现象的指标序列的实际值为 

，t=】，2，⋯，／、，}，设：有lTt个单项预测方法对 

其进行预测；第 i种单项预测方法第t时刻的预测 

值为 ¨t=1，2，⋯，N，i=1，2，⋯，m；f1，f2⋯， 

为m种单项预测方法在组合预测中的加权系 

数，且满足∑ ff=1，f ≥0，i=1，2，⋯，m．根据 

加权算术平均的组合预}J几0原理，则有 

未 ∑lix t：1，2，⋯，N (1) 

其中，； 表示第t时刻预测对象实际值 的组合预 

测值． 

令 =[ 1， 2，⋯，XN X l， ⋯， 

洲 ]T， ：1，2，⋯，m， ：[未1，未2，⋯，互，v] ，则 

表示预测对象实际值向量，置表示第i种单项预 

测方法预测值向量， 表示组合预测值向量． 

令 
，v 

∑ n 
= =- ： ， =l 

√E ；√ 
∑ ‘ 
t= 1 

====- 亍 √E 2√∑
t=l

未； 

i= 1，2，⋯ ，m， 

(2) 

根据两个向量夹角的余弦计算公式知： 为 

第i种单项预测方法预测值向量X 与预测对象实 

际值向量X的夹角余弦，77为组合预测值向量 

与实际值向量 的夹角余弦． 

再令 

L = (f1，f2，⋯， ) 

F q：砖x E XitXfl 

i， =1，2，⋯，m，F =(F ) (3) 

其中， 表示组合预测加权系数列向量，F 表示 

向量Xi与 的内积，F表示m×m的方阵，F称 

为组合预测信息矩阵．则有 
， m 、’ N ， m m 

∑(∑ )‘=∑(∑∑ ) 

： ∑∑f 0(∑ ) 
1 =I ’‘= l 

= ∑∑ =LTFL (4) 

把式(1)代入到式(2)的 叼中并注意式(3)、(4)， 

则向量夹角余弦 、 可以写成如下形式 
，v 

∑ 
t= l 

研 =  一  

{E 1 √̂
t=l 

V 

叩 ： 

m N 

∑1 ∑ 

√ ； (5) 

显然组合预测值与实际值向量的向量夹角的 

余弦叩为各种单项预测方法的加权系数fl，f2，⋯， 

f 的函数，记为 叩(fl，f2，⋯， )．为了使组合预测 

值逼近实际值，我们希望 和 这两个向量之间 

的夹角愈小愈好．也就是向量夹角余弦愈大愈好， 

所以叩(f1，f ，⋯， )越大表示组合预测方法越有 

效．当 =X时，其向量夹角余弦达到最大值 1． 

然而组合预测误差也是不可避免的．因此基于向 

量夹角余弦的最优组合预测模型可表示成如下形 

式【 ，记为模型(1) 
N 

∑ff∑xtxit 

厂 一 √ ；而  

f li：l， 
s．t．{ (6) 

L ff≥ 0，i= J，2，⋯ ，m 

记 7]mi =rain ，i= I，2，⋯，mf， 一 = 

lll(1~{研，i=1，2，⋯，m}，即 i 表示 m种单项预 

测值向量与实际值向量的夹角余弦中的最小者， 

叩 表示 m个向量夹角余弦中的最大者，则有如 

下定义． 

定义1 设叩(f1，f2，⋯，f )为组合预测值向量 

与实际值向量的夹角余弦，若 叩(f1，f2，⋯，f )< 

，则称权系数 z ，z2，⋯，z 确定的组合预测模型 

为劣性组合预测，若 i ≤ (f1，f2，⋯，f )≤ ～， 

则称之为非劣性组合预测，若 叩(f1，f2，⋯，f )> 

叩一，则称之为优性组合预测． 
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定义1表明只有组合预测值向量与预测对象 

实际值向量的夹角余弦大于各单项预测值向量与 

预测对象实际值向量的夹角余弦中最大者，则该 

组合预测模型才是优性的．即以向量夹角余弦作 

为判断准则，优性组合预测一定比“最好”的单项 

预测方法还要“好”． 

定义2 若第 i种和第 种单项预测方法预 

测值向量与其它单项预测方法预测值向量以及实 

际值向量的内积满足如下关系式 

< ， = l，2，⋯ ，m， 

Ⅳ N 

∑Xt >∑ 胁 
z=1 I l 

则称第 i种单项预测方法基于向量夹角的余弦优 

超第 种单项预测方法． 

实际上，由定义2知，Fi <Fk ，Fik< ，由 

式(3)知， = ，则有F < ．因此若第 i种 

单项预测方法优超第 种单项预测方法，则由向 

量夹角余弦计算式知：叩 > ．因此就向量夹角 

的余弦而言，直观上可以认为第 种单项预测方 

法获得预测值更“接近”于实际值，即第 i种单项 

预测方法要“好于”第 Jc种单项预测方法． 

定义3 若某种单项预测方法在组合预测模 

型最优权系数中为零，则称该单项预测方法为冗 

余预测方法．即该种单项预测方法增加到组合预 

测模型中不能增加组合预测向量夹角的余弦，表 

明该种单项预测方法只提供冗余信息． 

定义4 在一个组合预测模型中，设共有 m 

种单项预测方法参与组合预测，若最优解中出现 

冗余预}贝4方法的个数为m ，则称比例 k：m ／m 

为组合预测模型的冗余度． 

显然，O≤ ≤ (m一1)／m． =O表示 m种 

单项预测方法在一个组合预测模型中均提供有效 

信息，此时不存在冗余预测方法． =(m—1)／m 

表示只有一个单项预测方法提供有效信息，而其 

它(m一1)个预测方法均为冗余预测方法． 

2 基于向量夹角余弦的非劣性组合 

预测和优性组合预测的存在性 

先引进一个引理 

引理 假定 m(m <N)种单项预测方法的 

预测值向量组 1， ，⋯， 是线性无关的，则组 

合预测信息矩阵F为正定矩阵． 

证明 记A=( l，X2，⋯， )，其中Xi： 

[z z ⋯，XiN] ，i=l，2，⋯，m，则 

ATA ： -
， ) 

⋯  

⋯ 趣 

⋯  

= (F ) =F 

所以 F为对称矩阵，记 y=(!／1，!／2，⋯， 

) ’，若Y≠0时，则Ay≠0，否则，存在不全为零 

的数!／1，!／2，⋯， ，使得AY=0，由分块矩阵乘法 

知 AY=l／lXI+!／2 _2+⋯ + ，贝0有 

!／1 1+ y2X2+ ⋯ + = 0 

所以预测值向量组 ， ，⋯， 是线性相关的， 

此与条件矛盾． 

对任意的y≠0，二次型y Fy=y A AY 

(AY) AY>0，所以二次型为正定二次型，即组合 

预测信息矩阵 F为正定矩阵． 证毕． 

该引理表明在预测值向量组 ， ，⋯， 

是线性无关的条件下，组合预测信息矩阵 F为正 

定阵． 

定理1 假定 m(m<N)种单项预测方法的 

预测值向量组 l， 2，⋯， 是线性无关的，基于 

向量夹角余弦的组合预测模型(1)的任一个可行 

解对应的组合预测至少是非劣性组合预测． 

证明 设￡=(f1，Z2，⋯， )T为组合预测模型 

(1)的任一个可行解，则有 

f =1，2 ≥O， =1，2，⋯，m (7) 
=1 

设 m种单项预测方法预测值向量与预测对 

象实际值向量的向量夹角余弦按大小排序为： 

l≥ 2≥⋯≥ ，Bp 1=liiCix{ ，i=1，2，⋯， 

m}， =rain{ ，i 1，2，⋯，m}，所以对任意的 

，均有下式成立 

≥ ，i= 1，2，⋯ ，m 一 1 

再根据式(5)得 

h 

、、●● ●●●●● ●●、、 r  (  

T T 2 T m T r ；  T m 

m啦；船 
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∑ ∑ tx ∑f ̂／∑ ； 
i 1 t=1 i=1 三 

— — — — — — 一  

= __一 ≥ —  _ 一 

√∑ ； 匾 √∑ j 
故 

‰ li~／Fii 

因为向量组 1， 2，⋯， 是线性无关的，由 

引理知组合预测信息矩阵F为正定阵，所以它的 

任意二阶子式{Z Fo{>。，~']]ff F2ij<FiiFjj，注 
意到 Z ≥0，i=1，2，⋯，m，从而 

儿 =∑E f ≤∑∑f 

故 

T儿≤(∑f ) (9) 

由式(7)、(8)、(9)得：叩≥ ，再由定义 1得 

结论成立． 证毕． 

定理 1表明从组合预测向量夹角余弦的角度 

而言，组合预测模型(1)的任一个归一化非负权 

系数所对应的组合预测均不会比“最差”的单项 

预测方法还要“差”． 

推论 简单组合预测方法至少是非劣性组 

合预测． 

证明 因为在简单组合预测方法中，即令组 

合预测权系数 fl=f2=⋯ =fm=1／m，显然它 

们是组合预测模型(1)的一个可行解，由定理1知 

结论成立． 证毕． 

以向量夹角的余弦作为判断准则，优性组合 

预测一定比“最好”的单项预测方法还要“好”．因 

此研究优性组合预测的存在性具有一定的理论 

意义． 

定理2 假定m(m<N)种单项预测方法的 

预测值向量组 ， 2，⋯， 是线性无关的，基于 

向量夹角余弦的组合预测模型的冗余度 k< 

(m一1)／m，则最优解对应的组合预测一定是优 

性组合预测． 

证明 设 ：(z ，f ，⋯，f )T为模型 

(1)的最优解，L：(1l，l2，⋯，lm)T为其某一个可 

行解而不是最优解，则有 

∑f =1，li ≥0， 

∑lI_=1，lf≥0，i=1，2，⋯，m (10) 

因为基于向量夹角余弦的组合预测模型(1)目标 

函数是求最大值的，故有 

叩(f ，f ，⋯，f )> (Ii，12，⋯，f ) (11) 

由式(9)、(10)知：LTFL≤∑∑lilj~／ ~／ ≤ 
i=1 =1 

f易 ，故有LTFL≤妻liF 由于 
i= 1 J=1 一 1 

∑lf∑ 
(1l，12，⋯，f )= ii= l=t—=l—一  

／̂E ； 。 
因而 

∑l ∑xtx 
(fl，12，⋯，lm)≥7 — (12) 

√ 2√ 
因为组合预测模型的冗余度 <(m一1)／m，所 

以最优解中至少有两个非0分量，从而(1，0，⋯， 

0)T，(0，1，⋯，0)T，⋯，(0，0，⋯，1)T这 m个m维单 

位列向量分别是组合预测模型(1)的可行解而不 

是最优解，由式(11)、(12)知 

L叩(11"，z ，⋯，z )>叩(0，0，⋯，1)≥ 

所以 叩(／1，f ，⋯，f )>rfloX{ ，i=1，2，⋯， 

m}=叩 nx 

再由定义 1得结论成立． 证毕． 

定理2表明在m种单项预测方法参与的基于 

向量夹角余弦的组合预测模型中，最优解里只要 

有两个以上的分量不为 0，即两个以上单项预测 

方法提供有效信息，则最优解所对应的组合预测 

方法要“好于”单项预测方法中的“最好”者，可见 

最优组合预测模型确实综合利用了单项预测方法 

淳 

∑ 而 认 

l  2  

、， 、 0  0  

0  l  

l  0  

， ，L  
7  

> > 

、， 、 

* m * m 

T  T  

* 2  * 2  

T  T  

* l  * 1  ． 

， ，￡  ● 

， ，L  - 一 
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提供的信息 

3 冗余预测方法的存在性及其判定 

基于向量夹角余弦的组合预测模型(1)有如 

下结论成立． 

定理3 基于向量夹角余弦的组合预测模型 

的最优目标函数值是参与组合预测的各单项预测 

方法总个数 m的单调不减函数，即 

(f ，f ，⋯，f )≤ (f1，f2，⋯，f ，f +1) 

其中，刁(z ， ，⋯，z )表示 m个单项预测方法 

参与的基于向量夹角余弦的组合预测模型对应的 

最大向量夹角的余弦， (Z1，Z2，⋯，Z ，Z +。)表示 

再增加一个单项预测方法共 m+1个单项预测方 

法对应的最大向量夹角的余弦． 

证明 设L =(Z ，Z ，⋯，z ) 为m个单 

项预测方法参与的组合预测模型(1)的最优解， 

其最优目标函数值为 

(13) 

其中，∑z ：1，z ≥0，i=1，2，⋯，m． 

同理，设一L：( ， ：，⋯， ， +。)T为再增加 

一 个单项预测方法，共 m+1个单项预测方法参 

与的基于向量夹角余弦的组合预测模型的最优 

解，其最优目标函数值为 

∑ ∑ 
， ，

⋯

， ，

一

lm+·)=— 兰 — L (14) 

／̂∑X2％／／tT~m+1Z 

其中，F +，=( F吓 +。 +。 ) 
，：(Fl(m+1)，F2( +1)，⋯，Fm( +1))T 

F ( )= +1：∑ (m+1)c' 

= 1，2，⋯ ，m + 1 

( +。)表示第 i种单项预测方法与第m+1种单 

项预测方法预测值向量的内积，F +1表示 m+1 

个单项预测方法参与的(m+1)阶组合预测信息 

矩阵．且 =l，z ≥0，i=l，2，⋯，m+1，令 
= l 

L=(Z ， ，⋯，Z ，0) ’，显然L为m+1个单项 

预测方法参与的基于向量夹角余弦的组合预测模 

型的可行解，则有 

(1l，12，⋯，fm，Z +1)≥ 叩(z ，z ，⋯，z ，0) 

由式(14)得： (z ，z ，⋯，z ，0)= (Z ， 

z ，⋯，z )．所 以 (z ，Z ，⋯，z )≤ (Z1，Z2， 
⋯

，Z ，z +1)，即结论成立． 证毕． 

通常认为随着参与组合预测的单项预测方法 

个数 m的增加，基于向量夹角余弦的组合预测模 

型的最优解一定是 m的严格单调增加函数，然而 

定理3证明了当再增加一个单项预测方法时，基 

于向量夹角余弦的组合预测模型的最优目标函数 

值可能不变．这表明组合预测模型可能存在冗余 

预测方法．下面一个定理为冗余信息提供了判定． 

定理4 在基于向量夹角余弦的组合预测模 

型中，若第 种单项预测方法优超第k种单项预测 

方法，则组合预测模型的冗余度至少为1／m． 

证明 采用反证法．假设L =(z ，⋯，Z ， 
⋯

，z ，⋯，Z二)T为组合预测模型的最优解且第 k 

种单项预测方法不为冗余预测方法，即 

z >0，且∑li =1 
l=l 

则与 L 对应的组合预测模型的目标函数值为 

(z ，⋯，z ，⋯，z ，⋯，z ) 
m N 

∑z ∑ 
=1 l=l 

产7 一 √∑
t=l 

(15) 

构造另外一个向量￡=L +Z (z ，⋯，z + 

f ，⋯，0，⋯，z )，其中Z：(0，⋯，f ，⋯，一z ， 

⋯

，0)，即Z的第 i个分量为z ，第 k个分量为 

一 Z ，其余 m一2个分量全为0．显然￡为组合预 

测模型(1)的一可行解，与￡对应组合预测模型 

的目标函数值为 

(z ，⋯，Z +z ，⋯，0，⋯，lm") 
m  N N N 

∑ z ∑ +lk ∑ tx 一lk ∑ 
i=1 t=1 t=i t=1 

』 ，̂ 

／̂∑ √z 
Y ￡=l 

(16) 
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而 

￡T ：(L +Z)TF(L +Z) 

： L*TFL*+2LTFL +ZT 

： L FL +2 z ∑z (F 一 )+ 

2 (F“一F触) (17) 

又因为第 i种单项预测方法优超第k种单项预测 

方法，所以由定义2知 

F < ， < ， = 1，⋯ ，m ， ≠ k， 

N 

∑碱 >∑ 
‘=l f 1 

注意到假设 z >0，且由式(17)知 

F̂L(L FL 

且 
N N 

∑ z ∑ +Ik ∑ 一 
=l f： l l l 

N m N 

z ∑ >∑f ∑ (18) 

所以由式(15)、(16)、(18)得 

(z ，⋯，z +z ，⋯，0，⋯，z )> 

叩(Z ，⋯，Z ，⋯，Z ，⋯，Z )， 

而这与 L=(z ，⋯，z ，⋯，z ，⋯，z ) 为组合 

预测模型(1)的最优解矛盾，所以假设不成立．从 

而第 k种单项预测方法一定是冗余预测方法，此 

即组合预测模型(1)的冗余度至少为1／m．证毕． 

4 实例分析 

太阳活动规律的模拟与预测是全球多学科研 

究的热点问题之一，尤其是太阳黑子相对数极大 

极小的年份和数值更为世界所关注 ．文献[15] 

利用太阳黑子数从1700年至1979年共280年的时 

间序列数据建立了五种时间序列模型(原始时间 

序列数据参见文献[16])，这里取其中的三种时间 

序列模型进行基于向量夹角余弦的组合预测来说 

明本模型的有效性．这三种时间序列模型_1 5_分 

别是 

1)非线性门限自回归模型(TAR) 

设太阳黑子数时间序列为{ ，￡=1，2，⋯， 

280}，对 {Z ，t：1，2，⋯，280}进行 Box—Cox变 

换得{Xt，t=1，2，⋯，280}，即令，Xt=( ～一 

1)／0．5=2(~／Zt一1)，t=1，2，⋯，280，再对 

{置}建立TAR模型得 

1．965 9+0．805 2x,一 1+0．105 3L一2—0．268 1L一3+0．107X~一4—0．184 4L一5—0．019 9x,一6+ 

置 { 0．177 2Xt一7—0．225 8X 一8+0．119 0X 一9+0．140 9置一lo+e ̈ 
I．4

．
875 1+ 1．419 6Xt

一 1—0．826 l置一2+e；。) 

2)不含趋势的叠合模型 

=一e0．0if3 gNt 9
．189sin +9．841咖 )+ 

52．26+置 

其中，Xt=1．168X#一l一0．428 3Xt一2—0。156 1X#3+ 

0．187 4Xt一4 — 0．111 5X 一5 + 0．038 94X 6 + 

0．018 96X 一7—0．019 2X 一8+0．195 5Xt一9+ 。 

3)自回归模型(AR(P)) 

令 X =Z 一48．988 6，对{X }建立AR(9)模 

型得 

置 =1．1764x,一1—0．433 ix,一2—0．164ox,3+ 

0．182 7Xt
一 4—0．127 8x,一 5+0．040 6五一6+ 

0．015 8x,
一

7—0．(130 5x,
一 8+0．219 2x,一9+e 

利用以上三种时间序列模型，太阳黑子数的 

当Xt一8≤12 

当置一8>12 

预测值[ 5 见表 1． 

表 1 1980"-1987年太阳黑子数的观察值和 

三种时间序列模型的预测值 

Table l Observed value of macula from 1980 to 1987 and 

forecasting value of three kinds of time series mode1 

黑子数的预测值 

黑子数的 年份 
不含趋势叠 观察值 

TAR模型 AR模型 合模型 

l l54．6 158．63 163．5 158．97 

l98l 140．4 137．24 139．5 128．99 

1982 ll5．9 98．2l 1o0．4 84．74 

l983 66．6 61．3l 65．38 48．64 

l984 45．9 32．64 35．02 21．66 

l985 17．9 17．42 15．2 9．38 

1986 13．4 16．4 7．8l2 lO．7 

1987 29．2 26．47 21．75 32．23 
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将表1中数据代入到模型(1)中，经计算得如 

下基于向量夹角余弦的最优组合预测模型 

其中组合预测信息矩阵 

r59 741 61 061 56 1237 

F=I 6l o6l 62 539 57 359 l 

L56 123 57 359 53 167J 

及 ：(1，，Z2，13) 为以上： l砷时问序列预测模 

型在组合预测中的权向量 

利用Matlab最优化工具箱计算得最优组合预 

由此可见自回归预测模型为冗余预测方法． 

为了反映组合预测模型(1)的有效性 ，通常 

选择下列预测效果评价指标体系l J： 

(I)平方和误差SSE：∑(孔一互 ) ； 

(Ⅱ)平均绝对误差MAE： 『̂1∑ I 一王 1． 

(111)平 均 绝 对 百 分 比误 差 MAPE = 

∑l( 一 )／x 1． 

根据上面的预测效果评价指标公式，组合预 

测模型(1)和三种单项预测模型的误差指标的计 
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Research on properties of combination 

angle cosine 

CHEN Hua．you ，SHENG Zhao．han2，LIU Chun．1in 

1．School of Mathematics& Computational Science，Anhui University，Heifei 230039，China； 

2．School of Management Science&Engineering，Nanjing University，Nanjing 210093，China； 

3．Business School，Nanjing University，Nanjing 210093，China 

Abstract：The combination forecasting model based on vectorial angle cosine is a kind of cormlati0n one．It is a 

new way to study combination forecasting method．In this paper，the basic structural characteristics of combination 

forecasting model is studied under the criterion of vectorial angle cosine．Firstly，some new concepts，such as supe- 

rior comb ined forecasting，dominant forecasting method ，redundant degree etc，ale put forward；then some ques— 

tions are discussed，such existence of noninferior comb ination forecasting，superior comb ination forecasting and re- 

dundant forecasting method．The method of determining redundant information is also ven in a theorem．Finally an 

example is used to show that this model has much applicable value． 

Key words：vectorial angle cosine；noninferior comb ination forecasting；superior combination forecasting；dominant 

forecasting me山od：redundant measure 
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