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摘要 : 2005年初我国对保险公司直接进入资本市场进行投资开始放开. 如何选择最佳的投资

策略就成为目前保险公司所面临的难题 ,而传统的投资模型的诸多不足使得它在实际应用中

有很大局限性. 讨论的模型克服了传统模型的不足. 在该模型中 ,索赔是一个复合 Poisson过

程 ,保险公司可选择与投资期内的安全要求相一致的投资比例. 应用最优控制原理求解模型得

到了最优投资策略以及有效边界的解析形式 ,并讨论了承保收益和承保风险对投资策略与有

效边界的影响.
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0　引　言

随着商业保险公司保费收入不断增加 ,累积

的保险资金越来越多. 到 2007年底 ,我国保险业

总资产已突破 3万亿元. 而保险公司运作保险资

金的最佳途径就是投资. 但是过去我国对保险公

司的投资有严格的限制 ,只允许投资债券、基金

等 ,不允许保险公司直接进入股票市场投资. 这些

限制一方面减少保险公司面对的风险 ,但另一方

面也造成了大量资金积压的不良状态. 2005年 2

月 17日 ,中国保监会与中国银监会联合下发了

《关于保险资金股票投资有关问题的通知 》,揭开

了保险公司直接进入股票市场投资的序幕. 这对

保险公司而言无疑是个好消息 ,但是如何选择投

资策略又成为了它们目前所面临的重要问题. 若

选择得好 ,投资可以给保险公司带来丰厚的收益 ;

如果选择不好 ,不但不能从投资中取得收益 ,还可

能加快公司破产的步伐.

关于保险公司如何选择投资策略的问题 ,

Krous
[ 1 ]、Kahane

[ 2 ]、B riys
[ 3 ]、B rowne

[ 4 ]、H ipp 与

Plum
[ 5, 6 ]、Yang与 Zhang

[ 7 ]、荣喜民 [ 8～11 ]等在这方

面做了一系列工作. 总体而言 ,现有文献主要应用

到两个准则 :一是最大化效用准则 ,如 Krous[ 1 ]、

Kahane[ 2 ]、B riys[ 3 ]、B rowne[ 4 ]、Yang与 Zhang[ 7 ]、

荣喜民 [ 8, 10, 11 ]
; 二是最小化破产概率准则 ,如

H ipp与 Plum
[ 5, 6 ]

. 后者由于模型求解很困难 ,结

论实用性不强 ,所以后续研究很少. 而利用效用准

则的研究近几年越来越多. 关于这一问题的前期

研究 ,如 Krous
[ 1 ]、Kahane

[ 2 ]、B riys
[ 3 ]等 ,主要存在

以下几个不足 : ( 1)没有考虑承保风险 ; ( 2)只考

虑了保费收取与赔付间时滞的投资 ,也就是说在

投资期间不能有收取保费和赔付发生 ; ( 3)投资

策略与保险公司的保费收取率以及赔付过程 (包

括赔付到来的强度以及每次赔付量 )没有关系 ,

这显然不符合实际情况. 荣喜民等 [ 8～11 ]在 [ 1～3 ]基

础上考虑了承保风险. B rowne
[ 4 ]、Yang与 Zhang

[ 7 ]

将问题推广到连续时间情形 ,考虑了承保风险 ,同

时也考虑了索赔到来的随机性 ,但是仍然未能解

决第三个不足.

本文研究了保险公司一个时间段的投资问
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题 ,在投资期内 ,保险公司既收取保费 ,又承担可

能到来的索赔 ,而且承保收益是个随机过程. 得到

了保险公司的最优投资策略和有效边界解析形

式 ,得到的最优投资策略和有效边界都与保费收

取率以及赔付过程都有关系 ,克服了已有文献的

不足. 并讨论了最优策略以及有效边界与预定收

益、安全负载、风险态度和承保风险之间的动态

关系.

1　模型的建立

设资本市场上可供选择的证券有 n + 1种 ,其

中一种无风险证券 ,它的价格过程满足如下微分

方程

dp0 ( t) = rp0 ( t) d t, t ∈ [ 0, T ]

其中 : r为无风险利率. 其余为 n种风险证券 ,它们

的价格过程 p1 ( t) , p2 ( t) , ⋯, pn ( t) 分别满足下面

随机微分方程

dpi ( t) = pi ( t) [μi d t + ∑
n

j =1

σij dB
( 1)

j ( t) ],

　　　　i = 1, 2, ⋯, n

其中 :μi为第 i种证券瞬时条件期望收益率 ,σij , i,

j∈ { 1, 2, ⋯, n} 为第 i种证券瞬时条件风险 (方

差 ) , B
( 1)

j ( t) 为标准布朗运动. r,μi ,σij , i, j = 1, 2,

⋯, n均为常值. 令

μ = (μ1 ,μ2 , ⋯,μn ) T
,σ = (σij ) n×n , B

(1)
( t) =

(B
(1)
1 ( t) , B

(1)
2 ( t) , ⋯, B

(1)
n ( t) ) T 其中上标“T”表示

矩阵或向量的转置.假定对某个δ > 0,σ满足

σσT ≥δI

其中 : I为 n阶单位矩阵.

与一般投资者 [ 12, 13 ] 不同 ,保险公司一般不允

许将所有保费用于风险投资 ,因为在投资期一旦

发生大额索赔 ,公司非常有可能面临破产. 设保险

公司初始资本为 w0 ,为了减少破产的风险 , 保险

公司将初始资本分为两部分 :一部分用于投资 ,所

占比例为θ,留存部分 (1 - θ) w0 应对可能到来的

索赔. 事实上 ,我国对保险公司直接进入资本市场

进行风险投资的投资比例就有一定限制 ,《关于

保险资金股票投资有关问题的通知 》明确规定保

险公司当年的风险投资比例的上限为其上一年度

总资产的 5%. 因此保险公司的财富 w ( t) 可以认

为是由以下两部分构成

一部分是留存资本加上收取的保费再减去赔

付的所得 , 记为 ŵ ( t) . 本文假定索赔满足复合

Poisson过程 ,则 ŵ ( t) 满足如下等式

ŵ ( t) = (1 - θ) w0 + a t - ∑
N ( t)

k =1
xk (1)

其中 : a为保险公司单位时间收取的保费 , xk ( k ≥

1) 表示第 k次索赔额 , { xk } k≥1 为独立同分布序

列 , N ( t) 表示至时刻 t为止发生的索赔次数 ,这里

假定 {N ( t) , t ≥ 0} 是以 λ(λ > 0) 为参数的

Poisson过程. 令

　φ( s, w0 ) =P ( inf{ t ∶w ( t) < 0} < s | w (0) = w0 )

　　φ(w0 ) = lim
sϖ ∞

φ( s, w0 )

φ( s, w0 ) 称为初始财富为 w0 条件下 s时刻前破产

的概率 ,φ(w0 ) 称为初始财富为 w0 条件下的终极

破产的概率.

据文献 [ 4 ], ŵ ( t) 近似于一个扩散过程 ,即式

(1) 近似满足下面随机微分方程

dŵ ( t) =αd t +βdB
( 2)

( t)

ŵ (0) = (1 - θ) w0

(2)

其中 :α、β为常值 ,且β > 0, B
( 2)

( t) 为标准 B rown

运动 ,α、β、a、λ以及 x1 有下面近似等式成立.

α = a - λE ( x1 ) , β2
=λE ( x

2
1 ) (3)

其中 :参数α就是保险公司的相对安全负载 ,α越

大 ,表明保险公司破产的可能性越小 ,也就是越安

全 ;参数β描述了承保的风险程度 ,β越大 ,表明承

保风险越大.

另一部分是投资收益 , 记为 w ( t) , 若记

πi ( t) ( i = 0, 1, 2, ⋯, n) 为保险公司在第 i个证券

上的投资量 ,则有

dw ( t) = (θw ( t) - ∑
n

i =1

πi ( t) )
dp0 ( t)

p0 ( t)
+

　∑
n

i =1

πi ( t)
dpi ( t)

pi ( t)

= [θw ( t) r +πT ( t) (μ - r1n ] d t +

　πT ( t)σdB
( 1)

( t)

w (0) =θw0

(4)

其中 :π( t) = (π1 ( t) , ⋯,πn ( t) ) T
, 1n 为分量全

为 1的 n维列向量. B
( 2)
i 与 B

( 1)
( t) 相关 ,相关系数

为ρi ,即 E [B
( 2)

( t) B
( 1)

i ( t) ] =ρi t, i = 1, 2, ⋯, n.
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令ρ = (ρ1 ,ρ2 , ⋯,ρn ) T
.

由式 (1)和 (4)可知 ,财富过程 w ( t) , t∈ [ 0,

T ],满足下面微分方程

dw ( t) = d (ŵ ( t) + w ( t) )

= [θw ( t) r +πT ( t) (μ - r1n ) +α] d t +

　πT ( t)σdB
( 1)

( t) +βdB
( 2)

( t)

w (0) = w0

(5)

设一个投资周期的时间跨度为 [ 0, T ], 为了

保证在这个跨度内减少保险公司破产的可能 ,保

险公司的留存财富需要满足一定条件 ,本文不妨

假定保险公司投资资金占总资金的比例满足

θ≤ 1 +
lnp0

ηw0

(6)

其中 :η为调节系数 , p0 为保险公司希望的破产概

率上界. 事实上 ,由 Lundberg
[ 14 ] 不等式得

w ( T, w0 ) <φ(w0 ) ≤ e
-η( 1 -θ) w 0 ≤ p0

保险公司的目标是在实现终止时间 T时的预

期财富水平的情况下使得风险 (投资风险与承保

风险 ) 最小 ,因此可以建立模型如下

m in
π(·)

V ar w ( T)

s. t. Ew ( T) = b
(7)

其中 : b为保险公司终期预期的财富水平. 由文献

[ 15 ] (2. 7) ,式 (7) 等价于下面二次控制问题

m in
π(·)

E[
1
2

y ( T) 2
] (8)

其中 : y (·) = w (·) - ( b -γ) ,参数γ表示保险公

司的风险偏好系数 ,γ越大表明该保险公司越厌

恶风险. 那么 y (·) 满足如下微分方程

dy ( t) = [θry ( t) +πT ( t) (μ - r1n ) +

　　　　θr(b - γ) +α]d t +πT ( t) dB
(1)

( t) +

　　　　βdB
(2)

( t)

y (0) = y = w0 - (b - γ)

(9)

令

V ( t, y) = Et [
1
2

y
3 ( T) ] (10)

其中 : y
3 (·) 为最优投资策略π3 (·) 所对应的式

(9) 的解 , Et 表示起始时间为 t的条件期望算子 ,

显然 V (0, y) = m in
π(·)

E [
1
2

y ( T) 2
].

2　最优投资策略

本节应用随机控制的方法求解模型来得到保

险公司的最优投资策略π3 (·) 的解析形式.

式 (10) 对应的 HJB方程为

0 = V t +m in
π(·)

{Vy [θry ( t) +πT ( t) (μ - r1n ) +

　　θr( b - γ) +α] +
1
2

Vyy [β2
+

　　πT ( t)Σπ( t) + 2βπT ( t)σρ] } (11)

其中 ,Σ =σσT
, V t =

9V
9 t

, Vy =
9V
9y

, Vyy =
92

V

9y
2 . 终止

条件为 V ( T, y) =
1
2

y
2
.

猜想式 (11) 的解具有如下形式

V ( t, y) =
1
2

p ( t) y
2

+ q ( t) y + e ( t) (12)

将式 (12) 代入式 (11) 计算整理得

[A ( t) y
2

+ B ( t) y + C ( t) ] +
1
2

p ( t) ×

　　m in
π(·)

{ [π( t) +Σ- 1
D ( t) ]

TΣ[π( t) +

　　Σ- 1
D ( t) ] } = 0 (13)

其中

A ( t) =
1
2

Ûp ( t) + [θr -
1
2

(μ - r1n ) TΣ- 1 (μ -

　　r1n ) ] p ( t)

B ( t) = Ûq ( t) + [θr - (μ - r1n ) TΣ- 1 (μ -

r1n ) ] q ( t) + [θr( b -γ) +α -β(μ -

r1n ) TΣ- 1σρ] p ( t)

C ( t) = Ûe ( t) +
1
2
β2 (1 - ρTσTΣ- 1σρ) p ( t) +

　　　[θr(b -γ) +α -β(μ - r1n ) TΣ- 1σρ] ×

　　　q ( t) -
1
2

(μ - r1n ) TΣ- 1 (μ - r1n )
q ( t)

2

p ( t)

D ( t) =βσρ + (y +
q ( t)

p ( t)
) (μ - r1n )

Ûp ( t) , Ûq ( t) , Ûe ( t) 分别表示函数 p ( t) , q ( t) ,

e ( t) 的一阶导数. 容易验证关于函数 p ( t) , q ( t) ,

e ( t) 且满足终止条件的如下一阶常微分方程

A ( t) = 0

p ( T) = 1
,

B ( t) = 0

q ( T) = 0
,

C ( t) = 0

e ( T) = 0

存在而且有惟一解. 由文献 [ 16 ] IV定理 5. 1

可知 ,问题 (8) 的最优控制为
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　π3 ( t) = - Σ- 1
[βσρ + (y +

q ( t)

p ( t)
) (μ - r1n ) ]

(14)

为了得到最优控制的解析形式 ,需要得到 q ( t)

p ( t)
的表

达式 ,令 h ( t) =
q ( t)

p ( t)
,容易解得

h ( t) =
G
θr

(1 - e
-θr( T - t) )

其中 : G =θr(b -γ) +α -β(μ - r1n ) TΣ- 1σρ.综上讨

论 ,将 y换回 w - (b - γ) ,于是得到下面结论.

结论 1　如果保险公司预期终止财富的目标值

为 b,那么该公司最优投资策略为

π3 ( t) = - Σ- 1

[βσρ + (w ( t) - b +γ +

　　 G
θr

(1 - e
-θr( T - t) ) ) (μ - r1n ) ] (15)

文献 [ 15 ] (5. 12) 给出的是一 般投资者的最

优投资策略 ,从 (5. 12) 来看最优投资策略主要决

定于投资者的风险偏好以及初始财富. 而从式

(15) 可以看出 ,与 (5. 12) 相比较 ,保险公司的投

资决策相对要复杂得多 ,它的投资决策不仅决定

于投资者的风险偏好、初始财富还决定于保费的

收取额、索赔的风险还有索赔风险与股票市场的

风险的相关程度等. 下面讨论保险公司最优投资

决策与其决定因素之间的关系 ,找出它们之间的

关系以便于保险公司在投资条件变化的情况下更

好的调整自己的投资策略.

令

Σ- 1
= (aij ) n×n , f ( t) =σρ -

1
θr

(1 - e-θr( T - t) ) ×

　　　 (μ - r1n ) TΣ- 1σρ(μ - r1n ) .

将π3 分别对 b,γ,α,β求偏导数容易得到下面

结论.

结论 2　在假定 ∑
n

j =1
aij > 0条件下 ,最优投资

策略有下面性质

( i) 保险公司预期终止财富的目标值越大 ,

风险投资越多 ;

( ii) 保险公司对风险的厌恶程度越大 ,风险

投资越少 ;

( iii) 保险公司的安全负载越大 , 风险投资

越少 ;

( iv) 当 f ( t) > 0时 ,保险公司的理赔风险越

大 ,风险投资越少 ;当 f ( t) < 0,保险公司的理赔

风险越大 ,风险投资越多.

3　有效边界

定义 　 ( V arw3 ( T) , Ew
3 ( T) ) 称为一个

有效点 ,若 w
3 ( t) 表示问题 (7) 的最优投资策略

通过式 (5) 所对应的财富过程. 所有有效点的集

合称为有效边界.

下面将导出有效边界的表达形式.

将式 (15) 代入 (5) 并两边取期望得

　

dEw ( t) = [ (θr - L ) Ew ( t) - βρTσTΣ- 1 (μ -

r1n ) - (γ - b +
G
θr

(1 - e
-θr( T - t) ) ) ×

L +α]d t

w (0) = w0

(16)

其中 : L = (μ - r1n ) TΣ- 1 (μ - r1n ) . 解这个方程得

Ew ( T) = Mγ + N (17)

其中 :M = 1 - e
L T

, N =
1
θr

(α - βρTσTΣ- 1 (μ -

r1n ) ) ( e
θrT

- 1) + w0 e
θrT

对 w ( t)
2 应用 Ito公式并两边求期望得

dEw ( t)
2

= { (2θr - L ) Ew ( t)
2

+ 2[α - β×

ρTσTΣ- 1 (μ - r1n ) ]Ew ( t) +

β2 (1 - ρTσTΣ- 1σρ) + [ (γ - b +

G
θr

(1 - e-θr( T - t) ) ]
2
L } d t

w (0) 2
= w

2
0

解此方程 ,经过复杂的计算可得

Ew ( T) 2
= Xγ2

+ 2Yγ + Z (18)

其中 : X = e2L T
- eL T

, Y = MN , Z = N
2

+β2 (1 -

ρTσTΣ- 1σρ) ( e
( 2θr- L ) T

- 1)

于是最终财富 w ( T) 的方差为

V ar w ( T) = ( e
L T

- 1)γ2
+β2 (1 -

　　　ρTσTΣ- 1σρ) ( e
( 2θr- L ) T

- 1) (19)

由式 (17) 解得

γ =
Ew ( T) - N

M
(20)

将式 (20) 代入式 (19) 得
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　Var w (T) =
1

e
LT

- 1
(Ew (T) - N ) 2

+β2 (1 -

　　　ρTσTΣ- 1σρ) ( e
( 2θr- L ) T

- 1) (21)

结论 4　保险公司投资决策模型 (7) 的有效边界

由式 (21) 给出 ,它是双曲线的右半支位于直线 l∶

Ew ( T) =
1
θr

(α - βρTσTΣ- 1 (μ - r1n ) ) ( e
θrT

- 1)

+ w0 e
θrT 以上部分 (如图 1) .

图 1　保险公司投资有效边界 (其中 H =β (1 - ρTσTΣ- 1σρ) ( e (2θr- L ) T - 1) )

Fig. 1　The investment efficicent frontier of insurer(where H =β (1 - ρTσTΣ- 1σρ) ( e (2θr- L ) T - 1) )

　　注 :容易看出 , 有效边界与保险公司的承保

收益以及承保风险都有关系. 因此不同承保收益

或不同承保风险的保险公司 ,它们投资的有效边

界并不相同. 可以将 N、H分别看作是α,β的函数 ,

分别就 N、H分别对α,β求偏导数得

9N
9α

=
1
θr

( e
θrT

- 1) > 0,

9N
9β

= -
1
θr
ρTσTΣ- 1 (μ - r1n ) ( e

θrT
- 1) ,

9H
9α

= 0,

9H
9β

= (1 - ρTσTΣ- 1σρ) (e
(2θr- L ) T

- 1) > 0,

于是有下面结论.

结论 5　随着承保收益增大 ,有效边界向上

漂移 (如图 2) . 在 ∑
n

j =1
aij > 0假定下 ,又有

1) 有下列情形之一 ,有效边界随着承保风险

增大而向右下上方漂移.

( i) 所有股票都正相关且所有股票风险与承

保风险正相关 ;

( ii) 所有股票都负相关且所有股票风险与

承保风险负相关 ;

2) 有下列情形之一 ,有效边界随着承保风险

增大而向右上方漂移 (如图 3) .

( i) 所有股票都负相关且所有股票风险与承

保风险正相关 ;

( ii) 所有股票都正相关且所有股票风险与

承保风险负相关 ;
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4　数据模拟

假设证券市场可供投资选择的证券有 3种 :

一种债券 ,利率为 20% ,另外两种分别是股票 A、

B ,它们的各项指标如下表 1
表 1　股票 A、B的收益、风险及其相关关系

Table 1 Returns and risks of stock A , B and their correlation

股票名称 收益率 (μi ) 风险 (σii ) 协方差 (σAB )

A μA = 80% σAA = 5

B μB = 50% σBB = 2
0

　　有一个保险公司 ,年初保费剩余为 2百万 ,即

w0 = 2,保费收取率为 50万 /年 ,即 a = 015,预计

今年的索赔到来服从λ = 5的 Poisson过程 ,而个

别索赔额 X1服从参数为ξ = 20的指数分布.那么相

对安全负载α = 0125,承保风险测度β = 01111 8.保

险公司计划年初拿出部分保费用于投资 ,设投资

期为一年 ,即 T = 1,年底预期的财富量为 3百万.

假定承保风险与股票 A、B价格变动相关 ,相关系

数分别为 0. 4、0. 3,即ρ = (014, 013) T
. 下面设计

该保险公司的最优投资组合. 分三个步骤 :

步骤 1　计算安全投资比例. 假定保险公司

要求在今年一年的投资期内破产的可能性小于千

分之一 ,即 p0 = 01001. 调节系数η =ξ-
λ
a

= 10,

根据式 (6) 得

θ≤ 1 +
lnp0

ηw0

= 1 +
ln01001
10 ×2

= 01654 6

不妨取θ = 0165.

步骤 2　计算保险公司的偏好系数. 在已知

预期终止财富的条件下 ,应用式 (20) 来计算.

γ =
Ew ( T) - N

M
=

3 - 21533 4
- 01040 8

= - 111436 3

步骤 3　计算最优投资策略. 根据式 (15) ,有

π3 (0) = - βΣ- 1σρ - [w0 - b +γ +
G
θr

(1 -

　　　　　e
-θrT ) ]Σ- 1 (μ - r12 )

= (01242, 01767) T

所以对该保险公司来说 ,今年在小于千分之

一破产可能的条件下 ,在股票 A、B上的最投资量

分别是 24. 2万与 76. 7万 ,在债券上的投资量是

200 ×0. 65 - 24. 2 - 76. 7 = 29. 1万时 ,可以达到

年底 3百万的预期财富量.
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O ptima l investm en t dec ision of in surer
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1. School of Finance, Nanjing University of Finance and Econom ics, Nanjing 210046, China;

2. School of Management Science & Engineering, Nanjing University, Nanjing 210093, China

Abstract: Early in 2005, insurance corporations are perm itted to invest in cap ital market directly. So how to

select the op timal investment strategy becomes a difficult p roblem faced by insurance corporations now. How2
ever, the shortcom ings of traditional investment models restrict their app lications in p ractice. The model stud2
ied in this paper overcomes the shortcom ings of the traditional models. In our model the insurance claim is as2
sumed to be a compound Poisson p rocess. Insurance corporations can select investment p roportion consistent

with its safety claim in investment period. By app lying the p rincip le of op timal control to solve the model, the

analytical exp ressions of the op timal strategy and the efficient frontier are derived. In addition, the effect of

underwriting return and underwriting risk on the op timal strategy and the efficient frontier are discussed.

Key words: op timal investment strategy; underwriting return; underwriting risk; efficient frontier
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