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摘要: 关键路线法 ( critical pathm ethod, CPM )网络计划是项目管理最得力的工具之一. 通过

研究 CPM网络图自身的规律性, 给出了从源点到任意节点,以及从任意节点到汇点最长路线

的路长计算公式,进而推导出反映总时差与路长关系的定理    总时差定理,并在其基础上,

设计出构造等效子网络的简单方法,分析了方法的正确性,且得出该方法的计算复杂度为 O

(n ). 实证表明,该方法简单易行,便于应用. 对于时间 -费用优化问题,可以用少数几条路线

组成的子网络代替由几十条、几百条路线组成的原始网络, 使计算工作量得到简化.
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0� 引 � 言

近十多年现代项目管理取得了飞速发展,目

前它不但形成一门新的学科,而且已经成为一种

职业. 美国项目管理协会 ( Pro jectM anagem ent In�
stitute, PM I)编制的项目管理知识体系 ( pro ject

managem ent body of know ledge, PMBOK )把项目

管理划分为九大领域, 其中 !时间管理 ∀和 !成本
管理 ∀ [ 1]

是其核心的两大领域. 而 !时间 -费用 ∀

问题是这两大领域的交叉,应用极其普遍.

但是目前 !时间 - 费用 ∀问题的优化方法计
算工作量太大, 如经典的 !工期一定, 求费用最

低∀, !费用一定, 求工期最短 ∀等问题, 通常用线

性规划法求最优解, 先把计划网络化为一个线性

规划模型,把费用最低或工期最短作为目标函数,

利用单纯形法求解. 但是因为计划网络中的每个

工序都对应一个变量和两个约束条件, 因此,化成

的线性规划模型中变量和约束条件很多, 计算工

作量十分巨大. 事实上, 线性规划方法没有考虑

网络计划自身的特点, 对每个工序不管其重要程

度如何,都是同等看待. 如果考虑到网络图自身

的特点,就会发现工序之间的轻重份量是不同的,

有些工序必须重点考虑, 有些则可以不予考虑.

如把 100d的总工期压缩到 90d, 只要把网络中路

长大于 90d的路线全部压缩到 90d就可以了,至

于路长小于等于 90d的路线,无论压缩与否,对总

工期的缩短都不会产生任何影响,因此无需考虑.

在一般情况下,小于等于 90d的路线占多数,去掉

这些路线后可以大大减少计算工作量. 这种想法

充分利用了网络计划自身的特点, 但是长期以来

不能实现, 因为寻找所有路长小于等于 90d的路

线是十分困难的. 国内外已有学者考虑用简单网

络去代替原始网络, 即等效子网络 (辅助网络 ) ,

但在该网络的构造上, 要么方法比较复杂
[ 2]
, 要

么没有理论依据
[ 3]
.

运用 CPM网络计划最大优点是可以计算出

每个工序的时差
[ 4- 5]

, 从而判断每个工序在全局

中的地位. 但是目前对时差的研究还很缺乏.

1956年杜邦公司提出 CPM 网络计划
[ 6- 7]
后,

Battersby和 Thomas分别于 1967和 1969年给出四

个时差概念: 总时差,安全时差, 自由时差和干扰

时差; E lmaghraby于 1977年给出节点时差概
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念
[ 5]
, 并给出这些时差的分析和陈述

[ 5]
. 针对网

络本身的复杂性, 这五个时差还不足以反映时差

的特性以及工序之间时差的内在联系. 为使 CPM

网络计划中,紧前和紧后工序的时差关系变得清

楚, 乞建勋教授于 1997年给出前共用时差和后共

用时差概念,把安全时差更名为前单时差,自由时

差更名为后单时差
[ 8]

,并于 2006年又给出两个新

时差概念: 前共后单时差, 前单后共时差, 为了有

利于概念统一,把干扰时差细分为双单和双共时

差
[ 9]
, 且在 2007年初步研究了时差的规律性,分

析了工序时差传递性问题,提出基于双代号网络

计划的标值算法, 量化了任意工序使用时差时对

整个网络计划的影响
[ 10- 12 ]

. 但是对于时差的其

它类似的规律性研究还很少, 尤其是时差与路

长关系几乎无人研究. 在 CPM 网络计划中, 路

线的最大路长代表总工期, 研究时差与路长的

关系实际上是研究时差与项目总工期的关系,

它有助于简化 !时间 -费用 ∀优化问题的计算工

作量.

本文首先通过研究网络计划自身规律性,给

出从源点到任意节点, 以及从任意节点到汇点最

长路线的路长计算公式, 进而研究时差与路长关

系, 推导出总时差定理, 在此定理基础上, 给出

!时间 -费用∀优化时构造等效子网络的方法,用

几条路线组成的子网络代替由几十条、几百条路

线组成的原始网络,在该子网络基础上进行计算,

结果不受影响.

1� 概念和定理

1. 1� 基本概念

总时差 � 一个工序在不影响整个工程按期

完工条件下拥有可利用机动时间的最大值, 即

TF ij = LF ij - EF ij = LS ij - ES ij

其中 TF ij, LF ij, EF ij, LS ij, ES ij 分别表示工序 ( i, j)

的总时差,最迟结束时间, 最早结束时间, 最迟开

始时间和最早开始时间.

节点时差 � 节点 ( i) 的时差是紧前工序 ( r,

i )和紧后工序 ( i, j)的共用时差, 记为 TF i,即

TF i = LF i - ES i = LF ri - ES ij

其中 LF i, ES i分别表示节点 ( i) 的最迟结束时间

和最早开始时间.

1. 2� 基本定理

在 CPM网络图中,为了给出时差与路长的关

系, 即总时差定理, 本文先给出源点 (1)与任意节

点 ( i)之间, 以及任意节点 ( j )与汇点 (w )之间最

大路长的计算公式,如以下引理所述:

引理 1� 源点 ( 1)与任意节点 ( i) 之间的最

大路长 �
*
i 等于节点 ( i)的紧后工序 ( i, j )的最早

开始时间 ES ij,即

�
*
i = ES ij ( 1)

证明 � 在双代号网络图中, 任意工序最早开

始时间都等于其紧前工序最早结束时间最大

值, 即

ES ij = max {EF k1i
, EFk2i, #, EFkni } ( 2)

不妨设

ES ij = EFki ( 3)

即任意工序 ( i, j) 的紧前工序中至少存在一个工

序 ( k, i),它的最早结束时间与工序 ( i, j )的最早

开始时间相等.

设工序 ( i, j)的开始节点 ( i)与源点 (1)之间

的任意一条路线为 1�a� b� c�#� e� f� g� i,
因为工序 ( i, j ) 的工期 T ij = EF ij - ES ij, 故路线

1� a� b� c�#� e� f� g� i的长度 �1i为

� �1i = T 1a + T ab + T bc + # + T ef + Tfg + Tg i

= (EF1a-ES1a )+ (EFa b-ESab )+ (EFbc-ESbc )+

#+ (EF ef-ESef ) + (EFfg -ESfg )+ (EFg i-ESgi )

= (EF1a-ESa b )+ (EFab-ESbc )+ (EFbc-ES cd )+#

� + (EFfg-ESgi )+ (EFg i-ES ij ) + (ES ij-ES1a )

(4)

由式 ( 2)推知

EF1a - ESab ∃ 0, EFab - ESbc ∃ 0, #,

EF fg - ESgi ∃ 0, EFg i - ES ij ∃ 0

故由式 ( 4)推知

�1i ∃ ES ij - ES1a

在双代号 CPM网络中, ES1a = 0, 故

�1i ∃ ES ij ( 5)

由式 ( 3)和 ( 4) 可推知,一定能找到一条路线,其

长度为 ES ij,由式 ( 5)可推知, 这条路线就是节点

( i ) 和源点 ( 1) 之间最长的路线, 记作 �
*
i ,

故 �
*
i = ES ij.

引理 2� 任意节点 ( j) 与汇点 (w )之间的最

大路长 �
�
j 等于关键路线路长 �

 
减去节点 ( j)的

紧前工序 ( i, j) 的最迟结束时间,即
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�
�
j = �

 
- LF ij ( 6)

证明 � 同引理 1.

在上述引理基础上, 给出时差与路长关系定

理如下:

总时差定理 通过任意工序 ( i, j )的最长路线

的路长 �
 
ij 等于关键路线的路长 �

 
减去该工序的

总时差 TF ij,即

�
 
ij = �

 
- TF ij ( 7)

证明 � 由引理 1和引理 2可知,过工序 ( i, j)

的最长路线的路长 �
 
ij 为

�
 
ij = �

*
i + T ij + �

�
j

= ES ij + T ij + ( �
 
- LF ij )

= EF ij + �
 
- LF ij

= �
 
- (LF ij - EF ij )

根据总时差定理,则

�
 
ij = �

 
- TF ij

对于时间 - 费用优化问题, 为了简化计算

工作量, 可以用少数几条路线组成的子网络代

替由几十条、几百条路线组成的原始网络, 下面

在总时差定理基础上, 给出构造等效子网络的

方法.

2� 构造等效子网络的方法

2. 1� 方法描述

在以最低成本把总工期 T (T > T 0 )压缩到T 0

的优化过程中,构造等效子网络的步骤如下:

1)在 CPM网络图中,计算任意一个工序 ( i,

j)的总时差 TF ij;

2)把总时差TF ij %T - T 0的工序 ( i, j)去掉;

3)把节点时差TF i %T - T 0的节点 ( i )去掉.

通过步骤 1)、2)、3)得到的网络是与原网络

等效的子网络.

2. 2� 算法正确性分析

步骤 1� 在 CPM网络图中,先把任意一个工

序的总时差求出来.

步骤 2� 在 CPM网络图中,总工期等于最大

路长,要把总工期由 T (T > T 0 )压缩为 T 0,只需要

把网络图中路长大于 T 0的所有路线的长度都压

缩为 T 0即可. 因此,在把总工期 T (T > T 0 )压缩

为 T 0的过程中, 可把路长小于等于 T 0的路线去

掉, 且压缩效果不变. 当 TF ij % T - T 0时,由总时

差定理

�
 
ij = �

 
- TF ij ∃ � - (T - T 0 )

由于总工期 T等于关键路线路长 �
 
,故 �

 
ij ∃ T 0.

由 �
 
ij 定义, �ij ∃ �

 
ij ,其中 �ij表示过工序 ( i, j )的

任意一条路线的路长,可得 �ij ∃ T 0,则过工序 ( i,

j) 的所有路线的长都小于等于 T 0. 因此, 把

TF ij %T - T 0的工序 ( i, j)去掉后, 减少的路线都

是小于等于 T 0的路线, 因此, 所得子网络与原始

网络在把 T压缩为 T 0的过程中等效.

步骤 3� 在 CPM网络图中, 节点 ( i) 的时差

为 TF i = LF i - ES i,由式 (2), EFkni ∃ ES i, 故

TF i = LF i - ES i ∃ LF i - EF kn i

由定义, LF i = LFk
n
i,因此

TF i ∃ LFkni - EF kn i
= TFkni

同理可得

TF i ∃ TF ij
m

因此当 T - T 0 ∃ TF i时

T - T 0 ∃ TFkni, T - T 0 ∃ TF ijm

所以当把节点 ( i )去掉后, 其所有的紧前工序

( kn, i),紧后工序 ( i, jm )都跟着被去掉.当TF i %T -

T 0时, ( kn, i )和 ( i, jm )总时差都大于等于 T - T 0,

由步骤 1,所得的子网络与原始网络等效.

值得注意的是,因为节点时差较易计算,且其

紧前紧后工序可以同时去掉, 所以在构造等效子

网络的过程中,可以先去节点,再去工序.

2. 3� 算法复杂性分析

假设网络中共有 n个工序, 该构造等效子网

络方法的计算复杂性分析如下:

步骤 1� 需要计算工序总时差, 最多计算 n

次, 并将非零值找出,复杂度为 O (n ).

步骤 2� 找出总时差TF ij % T - T 0的工序 ( i,

j),最多找 n次, 复杂度为 O (n ).

步骤 3� 找出节点时差 TF i % T - T 0的节点

( i ), 最多找 n次,复杂度为 O (n).

所以运行步骤 1) ~ 3)的复杂度为 O (n ).

可见,该算法的计算复杂度为 O (n ).

3� 应用举例

如图 1, 要把项目总工期 149d压缩为 140d,求

其等效子网络.
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图 1� 网络计划图

F ig. 1N etw ork plann ing graph

� � 解 � 首先TF i % 149- 140 = 9d的节点 (5),

( 6), ( 8), ( 10), (11), (13), (15), (17), (18),

( 20), ( 22), ( 23) 去掉;再把 TF ij % 9的工序 ( 3,

12), ( 12, 21),去掉,得到等效子网络 (如图 2).

图 2� 等效子网络

F ig. 2 E qu ivalen t su b�n etw ork

显然,图 2比图 1简单的多.

如果在图 1中, 给出每个工序的费用率, 并且

知道每缩短一天奖励 m元,问最佳压缩工期是多

少. 求解此问题也可以通过构造等效子网络来减

少计算工作量.

4� 结 � 论

本文研究了 CPM网络计划中机动时间与路

长的规律,推导出了总时差定理, 并以该定理为基

础, 设计出构造等效子网络的方法. 对于如下 !时
间 - 费用∀优化问题:以最低成本把总工期 T ( >

T 0 ) 压缩到 T 0;考虑奖罚因素条件下,求综合效益

最大的最佳工期; 工期一定, 如何使费用最低; 以

最低成本制定最佳工期等, 如果使用等效子网络

代替原有网络,可以从根本上简化该类问题的计

算工作量.

此外,本文给出的 !总时差定理 ∀反映了机动
时间与路长的关系,以及 CPM网络计划的整体规

律性,因此,除了时间 - 费用优化问题, 还有好多

问题可以借助于该定理去研究,使问题得到简化.
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Theories and m ethods of creating equivalent sub�network

QI J ian�xun, LI X ing�mei, WANG Q iang
School of Business Adm in istration, North Ch ina E lectric Pow erUn iversity, Be ijing 102206, Ch ina

Abstract: Critica l pathmethod ( CPM ) netw ork is one of the most usefu l instrum ents for projectmanagem en.t

The re lation ship betw een the activ ity float and the path length, w h ich show s the fundamental law s of an activ i�
ty�on�arc CPM netw orks, is stud ied in th is paper. Tw o equations abou t the leng th of the longest path from start

node to arb itrary node and from arb itrary node to end node are g iven. R elative theories such as ! Tota l F loat

Theory∀ are presented and demonstrated on the basis of the research above. Then, an easy method whose com�
plex ity isO ( n ) is designed to create the ! the equ iva lent sub�netwo rk∀ wh ich can be used to simplify the

! tim e�cost tradeoff∀ problem. Furthermo re, a strict theo retic proo f about the new algorithm of the equ iva lent

sub�network is provided. A t las,t it is proved to be feasible and easy to use through an example. Based on th is

method, the orig inal netwo rk w ith scores o,f o r even hundreds of paths can be represented by an equ iva lent

sub�netw ork of less paths wh ich can simplify the ca lculation.
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