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分形布朗运动下最优投保和消费策略
�

张卫国, 肖炜麟, 张惜丽
(华南理工大学工商管理学院, 广州 510640)

摘要: 基于 M erton的最优消费和投资组合模型,通过假设风险资产的价格变化服从几何分形

布朗运动,探讨了一类具有人寿保险的最优投资消费问题. 首先根据投资者在整个生命周期的

消费和投保效用期望值最大的原则,利用贝尔曼动态规划原理, 建立了最优投保和消费策略模

型.然后在给定消费和遗赠评价效用函数的情况下, 给出了最优投保和消费的闭式解,并获得

了最优投资组合受模型参数变化影响的一些重要性质.最后, 通过数值例子讨论了时间间隔、

赫斯特指数变化时最优投保和最大期望效用的变化趋势.
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0� 引 � 言

最优投资消费问题是经济活动中一种普遍而

又重要的问题. M erton
[ 1]
提出了经典的最优投资

消费模型,并采用随机控制理论对投资消费问题

的最优策略进行了研究, 给出了闭式解. Duffie

等
[ 2]
在 M erton模型的基础上,考虑了投资者具有

随机收入情况下的最优消费和证券选择问题.

Jean
[ 3]
利用随机动态规划的方法, 研究了投资者

在借入资金具有约束条件下的最优消费与投资问

题. Yong
[ 4]
通过鞅方法得到了消费趋势下降情况

下无限期限的最优消费与投资问题, 并求出了闭

式解. Kum ar
[ 5]
在最大化消费折扣效用函数的原

则下,考虑买 (卖 )证券具有比例交易费用情况时

的最优投资与消费策略. 刘海龙和吴冲锋
[ 6 ]
在证

券收益存在有界不确定干扰和考虑交易费用的情

况下,推导出最差情况下的最优消费和投资策略.

杨瑞成和刘坤会
[ 7]
研究了随机跳跃过程下的最

优消费与证券选择问题. 臧宝锋等
[ 8]
通过设计仿

真优化算法分析了双重随机不确定因素对容量扩

展项目最优投资时机选择的影响.

以上的研究都是在风险资产价格的变化过程

服从几何布朗运动下进行的. 然而, 国内外学者

对资本市场的大量实证研究表明金融资产的收益

率经常呈现出  有偏!、 尖峰厚尾!的分布,并且

金融资产价格之间存在着长期相关性, 例如:黄德

龙和杨晓光
[ 9]

, 张维等
[ 10]

, 杨宏林等
[ 11]

, 胡艳梅

等
[ 12]

, Lo和 M acK in lay
[ 13 ]
及 Lo

[ 14]
等. 传统的投

资选择模型已经无法描述这些现象, 也无法适应

现代投资者的需要, 急需新的修正模型和量化方

法. Peters
[ 15]
和 M andelbrot

[ 16]
提出分形市场假说,

指出分形布朗运动能够很好地解释资本市场尖峰

厚尾、长期相关性等现象. H u等
[ 17]
在假定风险

资产变化过程服从分形布朗运动下, 证明了分形

B lack�Scho les市场是一个无套利的完备市场, 并

给出最优投资消费模型. 曹宏铎
[ 18]
以中国深市

为研究对象进行实证研究,研究表明中国证券市

场存在相关性, 表现为分形时间序列, 其行为服

从分数布朗运动,并给出了根据赫斯特指数H的投

资决策步骤和策略. 魏宇和黄登仕
[ 19, 20]
采用实证的
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方法论证了中国金融市场具有多标度分形特征.

随着人们生活水平的提高, 众多投资者开始

购买人寿保险, 各种险种也孕育而生. 为了更好

地反映现实情况,丁传明和邹捷中
[ 21]
在假设风险

资产价格的变化过程服从几何布朗运动下研究了

个人投资者如何决定最优的证券组合、消费和购

买人寿保险, 使其期望效用最大化问题. 不同于

以前的最优投资、保险及消费问题研究, 本文假

设风险资产价格变化过程服从分形布朗运动,基

于生命周期的消费效用和理赔所产生的遗赠效用

期望值函数最大化原则, 建立了分形布朗运动下

的最优投保和消费模型,所得模型更具有一般性.

在给定效用函数的基础上,利用贝尔曼动态规划

原理得到了相应的最优投资、保险及消费策略.

进一步获得了最优投资组合受赫斯特指数、时间

间隔、风险资产收益率、波动率及利率变化影响的

一些重要性质. 最后提供的数值例子说明了时间

间隔 �t、赫斯特指数H变化时最优投资策略和效

用期望值的变化趋势.

1� 模型建立

由于金融系统是一个自由度极大的复杂系

统, 投资者一方面寻求规避风险策略, 另一方面

为了得到高额利润而承担风险. 同时投资者不是

在接受信息时立刻做出反映,而是在信息达到一

定临界值时才做出决策. 从而造成了收益率的

 有偏 !,  尖峰厚尾 !和  长期相关性 !等现象.风

险资产 (股票 )价格行为模式常用几何布朗运动

或跳跃扩散过程来刻画, 然而它们都无法解释金

融资产收益率分布的尖峰厚尾、长期相关等现象.

由于分形布朗运动是一种高斯过程, 其性质主要

有加法不变性、自相似性、厚尾性、不连续性、长期

相关性、无特征长度、精细结构等, 这些性质是股

价行为均具备的特征, 从而使得分形布朗运动成

为刻画金融风险资产价格变化过程的良好工具.

下面采用分形布朗运动来刻画风险资产 (股票 )

价格的行为变化, 使模型更一般化和更能够精确

描述股价行为的上述特征.

定义 t时刻风险资产 (股票 )价格 S t的变化过

程遵循分形布朗过程, 用 �S表示 �t时间内变化

量, 则有下面结论.

引理 1� 设BH = {BH ( t, � ), t > 0}表示分形

布朗运动且 �BH 表示 �t时间内变化量, 则有
[ 15]

�BH =  ( �t)
H

其中,  ~ N ( 0, 1),H是赫斯特指数且 0 < H < 1,

特别当H =
1
2
时,就是普通的布朗运动.

为了方便使用分形布朗运动研究风险资产价格

变化过程,首先对金融投资市场做以下三点假设:

1) 市场是无摩擦的, 即不考虑税收、交易费

用且风险资产 (股票 ) 不支付红利.

2) 市场中存在两种资产可供投资者选择.一种

为利率 r( r > 0)的无风险资产 (银行存款 ), t( t# 0)

时刻的价格 P t满足 �P t = e
r�t
P t - P t = r�tP t +

o(�t),即

dP t = rP t dt ( 1)

另一种是风险资产 (股票 ), t( t# 0)时刻的

价格 S t服从分形布朗运动,其微分形式为

dS t = S t ( !dt + ∀dBH ( t) ) ( 2)

其中, BH = {BH ( t, �), t > 0}为概率空间 (#, F
H
,

PH )上的分形布朗运动; !为收益率期望, 且满足

! > r; ∀为股价波动率;H 为 H urst指数.

3) 死亡事件是一个独立的泊松过程
[ 21]

, 即

投资者在 t_时刻决策是否为 t时刻死亡购买人寿

保险.若 t时刻未死亡, 则投资者付出保费, 得到

0;若投资者死亡,则投资者将获得理赔的收入,作

为遗产留给后人.

记投资者在 t时刻的财富为 W t, 消费过程为

C t,人寿保险投入的保费为 Q t, 理赔金额为 It. 由

于假设投资者在某时刻死亡的事件是参数为 ∃的

泊松过程,并且死亡时间 %是死亡事件的第一次

发生,所以投资者的死亡事件是一个服从参数为

∃的指数分布的随机变量. 根据文献 [ 21],合理保

费与索赔额之间的关系为 Q t = ∃I t. 投资于风险

资产 (股票 ) 的比例为 &t ∃ [ 0, 1], 即风险资产

S t = &tW t,无风险资产 P t = ( 1 - &t )W t, 则投资

者财富变化过程为 dW t = dS t + dP t - dC t - dQ t,

即服从下面随机微分方程

dW t = (&tW t (!- r ) + rW t - C t - Q t ) dt+

� � � � � � &tW t ∀dBH ( t )

由引理 1知, dW t = (&tW t (!- r) + rW t - C t -

Q t ) dt + &tW t∀ ( dt )
H
, 初始时刻 t ( t # 0) 财富

W t = W 0 # 0.
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投资者的目的是在全体可容许策略 ∋ =

{ (&t, C t, It ) } 中选择最优投资保险和消费策略,

使整个生命周期的效用期望值函数最大,即

� J (W t, t) = m ax
{&

s
, C

s
, I

s
}
E t { %

%

t
U(C s ) ds + B ( I% + W% ) }

( 3)

其中: E t表示数学期望; %为投资者不确定的死亡

时间; U (& )和 B (& )分别表示消费和遗赠评价效

用函数.

根据文献 [ 21]命题的结论知, 式 ( 3)可以表

示为

J (W t, t) = m ax
{ &s, C s, I s}

E t { %
∋

t
e
- ∃( s- t)

[ U (C s ) +

� � � � � ∃B ( Is + W s ) ] ds} ( 4)

由式 (4)得到 J (W t, t )=m axE { e
-∃( s- t)

[ U(C s )+

∃B (Is + W s ) ] }. 同时由于

J (W t+ �W t, t+ �t) = J (W t, t )+J(W (&tW t (!- r) +

� � � � � � rW t-C t-Q t )�t+J(W&tW t∀�BH +

� � � � � � J(t�t+
1
2
J)WW (&tW t∀�BH )

2
+o (�t)

式中 J(t表示
(J (W t, t)

(t
, J(W表示

(J (W t, t)

(W t

, J)WW表示

(
2
J (W t, t)

(W
2
t

(以下同 ), 因此有

0 = m ax { e
- ∃( s- t)

[ U(C t ) + ∃B ( It + W t ) ] +

� � J(W ( &tW t (!- r ) + rW t - C t - Q t ) + J(t+

� J(W&tW t∀ (�t)
H-1

+
1
2
J)WW (&tW t∀)

2
(�t )

2H- 1
}

(5)

为简化表达,令

� )( &t, C t, I t; W t, t) = e
- ∃( s- t)

[U (C t ) + ∃B ( It+

W t ) ] + J(W (&tW t ( !- r ) + rW t- C t-Q t )+ J(t +

J(W&tW t∀(�t)
H- 1

+
1

2
J)WW (&tW t∀ )

2
(�t)

2H-1

则结合约束条件可知, 最优投保和消费策略 (&
*
t ,

C
*
t , I

*
t )由下面方程组确定

)(&
*
t , C

*
t , I

*
t ;W t, t) = 0

)&t (&
*
t , C

*
t , I

*
t ; W t, t) = 0

)Ct (&
*

t , C
*

t , I
*

t ; W t, t ) = 0

)I
t
(&

*
t , C

*
t , I

*
t ;W t, t) = 0

(6)

2� 最优投保和消费策略及性质

一般来说,求解 (6)是比较困难,但若能把控制

变量表示为状态变量的线性函数, 也就是说只要给

定的效用函数为常相对风险厌恶形式
[ 1]
(单增的凹

函数 )时,总可以通过待定系数法得到 (6)的最优

解,也就是获得最优投保和消费策略.假设消费和遗

赠评价的效用函数均为 CRRA效应函数, 则有下面

结论.

定理 1� 假设消费和遗赠评价的效用函数均

为 CRRA类型, 即 U (C t ) =
C
∗
t

∗
且 B ( It + W t ) =

( It + W t )
∗

∗
, 0 < ∗< 1,则模型 ( 6) 的最优解为

C
*

t =W t

∃- ∗( r + ∃) +
∗(!- r)

2

2(∗- 1)∀
2
(�t )

2H- 1

(1+ ∃) (1 - ∗)

I
*
t =W t

∃- (1+∃)(1-∗) -∗( r+∃) +
∗(!- r)

2

2(∗- 1)∀
2
(�t)

2H-1

(1 + ∃) (1- ∗)

&
*

t =
!- r

(1- ∗)∀
2
(�t)

2H-1

(7)

证明见附录.

在假设风险资产服从几何布朗运动的消费和投

资模型中,风险资产的最优投资比例未体现风险资

产的突变风险.由于赫斯特指数越高, 表示该类风险

资产的噪声越少, 具有更强的持久性和更清楚的变

化趋势.下面讨论在假设风险资产服从分形布朗运

动的投保和消费模型中,风险资产最优投资比例受

赫斯特指数、时间间隔、风险资产收益率、波动率及

利率等模型参数变化影响的重要性质.

性质 1� 风险资产的最优投资比例 &
*

t 是赫

斯特指数 H的增函数.

证明 � 由假设 !> r且 ln(�t) < 0,根据式

( 7), 可得
(&

*
t

(H
=

2( r - !) ln(�t)
(∗- 1) ∀

2 (�t)
- 2H+ 1

> 0,

从而 &
*
t 是赫斯特指数H的增函数.

性质 1说明投资者投资于风险资产的比例随

着风险资产的不确定性的减少而增加. 这就是说

只要能够减少风险资产的不确定性, 投资者将加

大对风险资产的投资.

性质 2� 在效用函数满足等弹性边际效用情

形下,最优投资组合比例 &
*
t 是常数且与投资者

的财富拥有量 W t无关.

证明 � 根据式 ( 7)中 &
*
t 的表达式, 结论是
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显然的.

性质 2说明在等弹性边际效用函数的情形

下, 投资组合选择与最优消费决策无关,此时的投

资组合选择是一个严格的静态问题与未来投资机

会无关.这实际上是效用函数的常相对风险厌恶

特征的一种体现.

性质 3� 风险资产的最优投资比例 &
*
t 是 !

的增函数,分别是 r以及 ∀
2
的减函数.

证明 � 根据假设条件 0 < ∗< 1和 ! > r,容

易得到式 ( 7)确定的 &
*
t 满足

(&
*
t

(!
> 0,

(&
*
t

(r
< 0,

(&
*
t

(∀
2 < 0, . 结论显然

成立.

性质 3说明投资于风险资产的比重随着其预

期收益率的增大而增加, 随着无风险利率和风险

资产的波动率增大而减少. 这正是投资者调整风

险资产投资比重的依据.

性质 4� 如果赫斯特指数 H <
1

2
,那么风险

资产的最优投资比例 &
*
t 是时间间隔 �t的增函

数. 如果赫斯特指数H # 1

2
, 那么风险资产的最

优投资比例 &
*
t 是时间间隔 �t的减函数.

证明 � 根据式 ( 7), 有

(&
*

t

(�t
=

!- r

( 1 - ∗) ∀
2 (1 - 2H ) (�t)

- 2H

由假设条件 0 < ∗< 1和 !> r, 如果H <
1
2
,

那么
(&

*
t

(�t
> 0.

如果H # 1
2
, 那么

(&
*
t

(�t
∗ 0. 结论显然成立.

性质 4说明如果赫斯特指数H <
1

2
, 那么风

险资产的最优投资比例随着时间间隔的增大而增

加; 如果赫斯特指数H # 1

2
, 那么风险资产的最

优投资比例随着时间间隔的增大而减少.

3� 数值算例

假设银行存款收益率 r = 0. 02, 泊松分布参

数 ∃= 0. 379,如果投资者从现在 ( t = 0)开始,其

初始财富 W 0 = 10万元, 相对风险厌恶参数 ∗=

0�4,风险资产的预期收益率 != 0. 1,波动率标准

差 ∀ = 0. 4. 为了体现分形布朗运动和人寿保险

对投资决策的影响, 下面从三种情况进行分析讨

论. 首先固定赫斯特指数 H 值, 探讨 �t变化时效

用期望值的变化情况.然后,让 �t固定, 研究斯特

指数H变化时最优投资策略和效用期望值的变化

情况.最后, 分析赫斯特指数H 和 �t同时变化的

情形下效用期望值的变化趋势.

算例 1� 假定 H urst指数H = 0. 58.如果 �t =

0. 01,利用M atlab软件求得 &t = 0. 713 146, 初始消

费量为 3. 186 8万元, 买人寿保险的投保费用为

0�099 8万元,投资于股票的初始量为 4. 787 6万元,

购买银行债券的初始量为 1. 925 8万元,整个生命周

期的消费效用的最大期望值为 3 747元.如果 �t =

0�3,利用M atlab软件可以得出 &t = 0�413 847, 初始

消费量为 3. 146 8万元, 人寿保险的投保费用为

0�051 1万元, 投资于股票的初始量为 2. 815万元,购

买银行债券的初始量为 3. 987万元,整个生命周期的

消费效用的最大期望值为 3 735元.而且通过计算可

知最优初始投资风险资产的比例以及生命周期的效

用最大期望值都随着 �t的增大而减少.图 1给出了

H = 0�58且 �t ∃ [ 0�01, 0. 40]时,生命周期的效用最

大期望值的变化趋势图.

图 1� 期望效应值随时间间隔变化趋势图

Fig. 1 Valuation ofmax im al ut ility expectation w ith vary ing t im e in terval

算例 2� 假定 �t = 0. 3. 表 1给出了H urst指

数H 从 0. 58变化到 0. 77时最优初始投资策略以

及生命周期消费效用的最大期望值.
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表 1� 最优初始投资策略、最大效用和赫斯特指数的关系 (单位:元 )

T ab le 1 Relation sh ip of op tim al in it ia l investm en t strategy, m axim al u ti lity and H u rs t exponen t ( un it: RM B)

H C
t

I
t

&
t

J (W
t
, t ) H C

t
I
t

&
t

J (W
t
, t )

0. 58 31 468 511 0. 414 3 735. 27 0. 68 31 619 694 0. 527 3 742. 51

0. 59 31 482 527 0. 424 3 735. 89 0. 69 31 636 715 0. 539 3 743. 37

0. 60 31 496 544 0. 434 3 736. 54 0. 70 31 653 736 0. 552 3 744. 26

0. 61 31 510 561 0. 445 3 737. 20 0. 71 31 671 758 0. 566 3 745. 17

0. 62 31 524 579 0. 456 3 737. 89 0. 72 31 690 781 0. 580 3 746. 12

0. 63 31 539 597 0. 467 3 738. 60 0. 73 31 709 804 0. 594 3 747. 09

0. 64 31 554 615 0. 478 3 739. 33 0. 74 31 728 827 0. 608 3 748. 10

0. 65 31 570 634 0. 490 3 740. 09 0. 75 31 748 851 0. 623 3 749. 14

0. 66 31 586 654 0. 502 3 740. 87 0. 76 31 768 876 0. 638 3 750. 21

0. 67 31 602 674 0. 514 3 741. 68 0. 77 31 789 902 0. 654 3 751. 32

� � 表 1表明,当银行利率、风险资产的预期收益

率和波动率一定时, 初始最优消费量、投保量、投

资于风险资产的比重都随着 H urst指数的递增而

增大.这是由于 H u rst指数越大, 风险资产的噪声

越少,投资者对风险资产的走势越有把握,从而可

以根据自己现有财富加大对风险资产的投入, 以

期获得较大的消费和投保效用期望值. 实际上,

利用动态规划原理, 可以把任意时刻当作初始时

刻, 从而求出任意时刻的最优投资策略及相应的

最大消费投保效用期望值.

算例 3� 假设 �t和 H urst参数的变化范围为

�t ∃ [ 0. 01, 0. 60]且H ∃ [ 0. 58, 0. 93] . 采用公

式 ( 7)的最优解, 结合期望效用值函数的定义,求

得赫斯特指数和时间间隔同时变化时, 期望效用

值的变化趋势如下图所示.

图 2� 期望效应值随时间间隔和赫斯特指数变化趋势图

Fig. 2 Valuat ion o fm ax im al u t ility expectat ion w ith varying tim e

in terval and H u rs t exp onent

4� 结 � 论

为了能够很好地解释资本市场尖峰厚尾、长

期相关性等现象, 本文通过假设风险资产的价格

变化过程服从分形布朗运动, 构造了基于分形布

朗运动的最优消费和投保模型. 在给定消费和遗

赠评价的效用函数均为 CRRA函数的情况下, 求

出了任意时刻的最优投保和消费策略. 通过理论

分析和数值算例说明了赫斯特指数、时间间隔对

最优投资、保险、消费策略和期望效用有着显著的

影响.反映了投资者在风险资产价格变动信息充

分的情况下,更愿意投资风险资产,以期获得最大

期望效用的现实.

附录: 定理 1的证明

由文献 [ 21] 命题的结论, 消除式 ( 3)对时间

的依赖性后也可以表示为

V(W t ) = J (W t, t) = m ax
{&t, C t, It}

E { %
∋

0
e
- ∃t
[ U (C t ) +

∃B ( It + W t ) ] dt}

则有

∃V(W t ) = m ax{U (C t ) + ∃B ( It + W t ) +

V((W t ) (&tW t (!-r )+ rW t-C t-∃I t ) +

1
2
V)(W t ) ( &tW t∀ )

2
(�t)

2H- 1
}

由最优性条件可得
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�

C
∗- 1
t - V((W t ) = 0

( It + W t )
∗- 1

- V((W t ) = 0

V((W t )W t (!-r )+V)(W t )&t (W t∀)
2
(�t)

2H- 1
= 0

(8)

从而有 C
*
t = (V((W t ) )

1
∗- 1, I

*
t = (V((W t ) )

1
∗- 1 -

W t, &
*
t =

V((W t )W t ( r - !)

V)(W t ) (W t∀ )
2
( �t )

2H- 1

将 C
*
t 、I

*
t 和 &

*
t 的值代入,则有

� ∃V(W t ) = (1 + ∃) ( V((W t ) )
∗
∗- 1 (

1 - ∗
∗

) +

( r + ∃)W tV
(
(W t ) -

( V((W t ) )
2
( !- r )

2

2V)(W t ) ∀
2
( �t )

2H- 1

( 9)

式 ( 9)为二阶微分方程, 用待定系数法可求

解. 假设方程的解为 V(W t ) = AW
∗
t, 其中 A待定.

则有 V(= A∗W
∗- 1
t , V)= A∗( ∗- 1)W

∗- 2
t .将 V(和 V)

代入式 ( 9)得

A =
1
∗

∃-∗(r+∃)+
∗(!- r )

2

2(∗- 1)∀
2
(�t)

2H- 1

∗- 1

[ (1 + ∃) (1- ∗) ]
∗- 1

将 A的值代入 V(W t ) = AW
∗
t 中,可得

V(W t ) =
1

∗
+

�
∃- ∗(r + ∃) +

∗(!- r)
2

2(∗- 1)∀
2
(�t )

2H- 1

∗-1

[ (1 + ∃) (1- ∗) ]
∗- 1 W

∗
t

根据上式,求得 V((W t )和 V)(W t ),并代入式

( 8), 从而可得相应的最优解式 (7).
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Optim al strategies on portfolio and consumption w ith insurance under frac�
tionalBrownian motion

ZHANG W ei�guo, XIAO W ei�lin, ZHANG X i�li
School of Business Adm in istration, South Ch inaUn iversity of Techno logy, Guangzhou 510640, China

AbstractBased onM erton, s optim al consum ption and investm entm ode,l th is paper researches a class o f opt i�
m al portfolio and consum pt ion prob lem that com b ines life insurancew hen the risky asset fo llow s geom etric frac�
tional Brown ian m ot ion. A ccording to the princip le ofm ax im izing the investor, s expected lifetim e ut ility, the

optim a l portfolio and consum ption m ode lw ith insurance is constructed by using Bellm an dynam ic programm ing

princ iple. Then, the closed�form so lu tions fo r the opt im al portfo lio, insurance and consum ption are derived

under the condition that both the spec ial consum ption ut ility function and scrap funct ion are g iven. Further�
more, som e im portant propert ies for the influence of param etric changes on the optim a l portfo lio are also ob�
ta ined. F inally, num erical exam ples are presented to d iscuss the change over the optim al portfo lio and insur�
ance and m ax im a l utility in vary ing tim e intervals and H urst exponen.t

Key words: fract iona lB rown ian mo tion; H urst exponen;t ut ility funct ion; portfolio and consum pt ion; life

insurance
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