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摘要: 利用微分对策理论研究了零售商采用 3种媒体广告宣传时的纵向合作广告问题, 建立

了合作广告的微分对策模型. 运用最优控制理论分别求得了集中式和分散式决策下最优的广

告投入、稳定的销售量和供应链利润以及分散式决策下最优的广告分担比例. 通过比较分析发

现,集中式决策下广告投入量、稳定销售量和供应链利润分别高于分散式决策下的相应值,并

运用效用理论对系统增量利润进行了划分. 最后,将模型扩展到多种广告媒体投入下的合作广

告模型,发现零售商选择的广告媒体数量越多,零售商投入的广告、稳定的销售量以及制造商、

零售商和供应链的最优利润都越多.
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0� 引 � 言

供应链上下游企业间的合作广告 (或称纵向

合作广告 ), 即制造商对零售商的地方性广告进

行补贴.纵向合作广告被绝大多数行业所采用,它

在许多公司的营销战略中扮演了极为重要的角

色,是许多制造商财务预算中的重要部分
[ 1- 2]

.据

估计在 1987年, 美国公司大约花费 100亿美元在

合作广告上
[ 3]
, 而这个数字在 1993年则达到了极

为惊人的 200亿美元
[ 4]
.纵向合作广告在零售业

中使用的比例相当高, 依照广告时代 ( Advertising

Age)
[ 5]
杂志的描述,合作广告大约占所有百货商

店广告的 50%, 占所有食品杂货店广告的 75%.

另外,合作广告在其它行业也得到了广泛的应用.

如: 在计算机行业, IBM分担了零售商一半的广告

成本,而 App le公司则负担了 75%的媒体广告成

本, Intel自 1991年以来通过与计算机营销商的协

作, 实施了全球最大的合作广告计划  Intel

Inside!,被指定用于 Intel微处理器促销活动的合

作资金在 1999年达到了大约 8亿美元 (相当于

60%的分担率 ) ,仅仅过了两年就增长至 15亿美

元. 又如: 在汽车行业中,通用汽车公司向其经销

商提供了 25%的分担比例
[ 6]
.相对于制造商的全

国性广告投入而言, 制造商用于补偿零售商的地

方性广告开支要高得多,如: 通用电器公司用于地

方性广告的开支是其全国性广告开支的 3倍
[ 6]
.

纵观近年来国内外纵向合作广告问题的研究

情况,大多数文献都从更加理论化的视角出发,建

立相关数学模型以及运用博弈论方法分析合作广

告问题.合作广告模型可以分为两类:静态模型和

动态模型 ∀ .

静态模型方面: H uang和 L i
[ 7 ]
针对零售势力

从制造商向零售商转移这一市场结构的变化,考

察了制造商与零售商合作广告系统的交易效率问

�
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静态合作广告模型没有考虑供应链中参与方的长期利润,而动态合作广告模型 (通过微分对策理论建立的合作广告模型 )考虑了供应

链中参与方的长期利润,因而微分对策合作广告模型更加贴近现实 [ 1, 11- 13].



题; Yue等
[ 8]
对此模型加以扩展, 研究了在富有需

求弹性的市场环境下, 制造商向消费者直接提供

一个价格折扣时的两层供应链合作广告问题;

Huang等
[ 9]
后来又侧重研究了合作博弈中制造商

与零售商的最优广告策略选择, 并与经典的序贯

行动博弈情形进行了比较分析,结果表明,前一种

博弈情形比后一种博弈结构的系统利润更高,并

且制造商全国性广告支出以及零售商地方性广告

支出也更高;王磊等
[ 2]
又将 Huang和 L i发展到零

售商存在竞争行为的合作广告模型; 胡本勇和彭

其渊
[ 10]
对合作广告问题也做了深入研究. 动态模

型方面: J�rgensen等 [ 11 ]
构建了一个存在两种类型

广告 (长期广告和短期广告 )的动态合作广告模

型; J�rgensen等 [ 12 ]
假定销售量依赖于商誉和广告

促销活动,并且销售量关于商誉边际报酬递减,他

们先后讨论了 N ash非合作博弈和 Stackelberg博

弈, 并对此进行了比较分析; 另外张庶萍和张世

英
[ 13]
以及付强和曾顺秋

[ 1]
也对动态合作广告进

行了深入的研究.

现有对合作广告研究的文献, 其基本假设为

零售商通过一种媒体 (如电视 )进行广告. 事实

上, 零售商多是同时通过多种媒体进行广告宣传,

如: 电视、报纸、网络等. N aik和 Raman
[ 14]
通过实

证研究表明多种媒体广告对需求的影响不是独立

的, 同时进行电视和报纸广告对需求会产生协同

作用,即同时进行电视和报纸广告产生的需求比

单独使用一种媒体广告带来的总需求多. 这种通

过多种媒体的广告策略即所谓的整合营销传播

( integrated marketing communications, IMC ) . IM C

是一种市场营销方法, 这种方法强调利用多个媒

体以及各媒体之间的协同作用创造产品的品牌价

值. IM C可以定义为一种综合广告、促销及公共关

系等各种营销传播方法的营销计划, 旨在明确这

些传播方法的战略角色,整合这些传播方法,使之

产生清晰、一致和最大的市场作用
[ 15]

. IMC强调

在营销活动的计划中考虑各种媒体均对销售产生

促进作用,并且各媒体还会产生协同作用,比单独

使用一种媒体产生更好的效果. Gopa lakrishna和

Chatterjee
[ 16 ]
对家用电器行业的实证研究也表明

多种媒体广告之间存在协同作用, 能产生额外的

需求,而且这部分额外需求与各个媒体广告的投

入有关.既然多种媒体广告具有协同作用,那么在

IM C策略下,下游零售商如何在多种媒体间分配

广告预算,上游制造商又如何激励下游零售商投

入广告? 这些问题就显得至关重要, 本文将充分

考虑协同作用对供应链的影响.首先,运用微分对

策理论建立零售商 3种广告媒体下的供应链合作

广告模型,试图研究集中式和分散式两种决策形

式, 并对这两种决策形式下的最优广告投入以及

利润进行比较分析;然后,将模型扩展到多种广告

媒体投入下的合作广告模型,研究广告媒体数量

对广告投入和零售商、制造商和供应链利润的影

响. 期望所得到的相关结论能为制造商和零售商

在广告预算支出、促销活动安排等方面的科学决

策提供理论依据.

1� 模 � 型

考虑由一个制造商和一个零售商组成的供应

链, 制造商和零售商进行合作广告.零售商通过多

种广告媒体进行地方性广告, 首先考虑 3种广告

媒体,在模型扩展中将考虑多种广告媒体.设零售

商在 3种传播渠道的地方性广告投入分别为

A i ( t), i = 1, 2, 3∃ , 制造商承担零售商广告成本

的比例为 �( t),且 0 % �( t) % 1. 设零售商的广告

成本函数为 A
2
i ( t )

[ 11-13 ]
. 假设零售商投入广告可

以提高需求,根据 Na ik和 R aman
[ 14]
的研究,一个

体现需求与广告支出以及 3种广告协同作用关系

的微分方程如下&
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不考虑制造商的全国性广告,可以理解为制造商投入了某一特定数量的广告费用,对销售量的影响为一确定值 [ 2] .

Naik和 R am an[ 14] 研究的是垄断企业的 IMC问题,并通过实证研究证实协同作用的存在,其需求与广告投入的微分方程为 S
∋
= �1A 1 +

�2A 2 + kA1A2 -  S,该文研究的是两种广告媒体,本文将其模型扩展到 3种广告媒体,考虑协同作用为二次根号的原因为: P rasad和

S eth i[17]也采用了类似的处理;量纲上的考虑,若广告投入一单位所带来需求的单位以件或千克计,那么 A 1A 2的单位也为件或千克;

数学处理上的方便.



� � dS ( t)

dt
= S

∋

( t) = (
i= 1, 2, 3

�iA i ( t) +

(
i, j= 1, 2, 3; i) j

kij A i ( t)A j ( t) -  S ( t),

� S ( 0) = S0 ( 1)

其中 �i表示零售商通过媒体 i投入广告对销售量

的影响, kij反映两个媒体的协同作用,  > 0表示

销售量的衰减程度, S ( t) 为零售商 t时刻的销售

量, 为系统的状态变量. 设制造商和零售商有着相

同且为正值的贴现率 r, 双方的目标都是在 [ 0,

∗ )内寻求使自身利润最大化, 双方的边际利润

分别为 !m 和 !r, 二者为常量.制造商和零售商的

目标函数分别为

max
�( t) {

Jm (S ) = +
∗

0
e
-rt
[!m S ( t ) - �( t ) (A

2
1 ( t) +

� � � A2
2 ( t) + A

2
3( t) ) ] dt} (2)

max
A
1
( t),A

2
( t), A

3
( t) {

Jr (S) = +
∗

0
e
- rt
[!rS ( t)- (1-�( t) ) ,

� � � (A
2
1 ( t ) + A

2
2 ( t) + A

2
3 ( t) ) ] dt} (3)

约束条件为式 (1). 式 (2) 和 ( 3) 说明由零售商

决策各种媒体的广告投入量, 由制造商确定分担

比例.这是因为零售商接近终端顾客,由零售商负

责促销广告活动更加有利于销售更多的产品; 制

造商确定分担比例的原因在于制造商在供应链中

处于领导者地位. 大量的文献采用了这种决策模

式, 如文献 [ 1, 2, 6 - 13] . 由于 Chintagunta和

V ilcassim
[ 18]
以及 E r ickson

[ 19]
通过实证研究表明

反馈控制策略所得到的解与实证数据拟合效果比

开环解要好,另外一方面反馈控制策略对于局部

对策也是最优的, 所以本文研究模型的反馈控制

策略 − .

2� 集中式决策

集中式决策意味着由分散式决策下的两个决

策者变为集中式下的一个决策者. 下面给出集中

式决策下 3种媒体的最优广告投入和供应链的最

优利润.以上标  C!表示集中式决策下的最优值.

命题 1� 在集中式决策下, 3种媒体的最优广

告投入为

A
C

1 =
(!m + !r ) 1

2( r +  )
, A

C

2 =
(!m + !r ) 2

2( r +  )
,

A
C

3 =
(!m + !r ) 3

2( r +  )
( 4)

供应链最优利润为

V
C
( S ) =

!m + !r
r +  

S +
( !m + !r )

2

4r( r +  )
2 ,

� ( 21 + 22 + 23 ) ( 5)

其中 1, 2, 3由如下方程组确定

1 = �1+
k12

2y1
+
k13

2y 2

, 2 = �2+
k12y1

2
+
k23

2y3

3 = �3+
k13y2

2
+
k23y3

2
,

y
2
1 =

1

2
, y

2
2 =

1

3
, y

2
3 =

2

3

( 6)

证明 � 在集中式决策下,双方将以供应链系

统利润最大化为目标, 共同来确定 3种媒体的最

优广告投入.那么供应链的目标函数为

m ax
A1, A2, A3 {

J = Jm + Jr

� � � = +
∗

0
e
- rt
[ ( !m + !r ) S -

� � � � (A
2
1 + A

2
2 + A

2
3 ) ] dt} ( 7)

其最优利润函数 V (S ) 必须满足如下汉密尔顿 �

雅可比 �贝尔曼 (H am ilton�Jacobi�Bel lman, H JB)

方程
[ 11- 13]

rV(S ) = max
A
1
, A

2
, A

3 {
(!m+!r )S- (A

2
1+A

2
2+A

2
3 )+V.(S )S

∋
}

(8)

其中 V.( S ) = dV (S ) /dS/, 式 ( 8) 右端最大化的

一阶条件为

V.
(
�i +

kij

2

A j

A i

+
kik

2

A k

A i
)
- 2A i = 0,

� � i, j, k = 1, 2, 3; i ) j ) k ( 9)

由式 ( 9) 得 2(A
2

1 + A
2

2 + A
2

3 ) + V.
( (
i= 1, 2, 3

�iA i +

(
i, j= 1, 2, 3; i) j

kij A iA j
)
,代入供应链的 H JB方程得
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为书写方便,后文部分省略时间.

为书写方便,后文省略了状态变量 S.



rV(S ) = (!m+!r-  V.)S+ (A 2
1+A

2
2+A

2
3 ) (10)

令 y1 = A 1 /A 2, y2 = A 1 /A 3, , y3 = A 2 /A 3,则

由式 ( 9)得最优的广告投入为 A i = iV./2, 其中
i, i = 1, 2, 3由式 ( 6)的方程组确定.由于式 ( 6)

不含有未知变量,因此 1, 2, 3和 y1, y2, y3均为

正值.将 A i代入式 ( 10),合并整理后得

rV(S ) = (!m+!r-  V.)S+ (V.)
2
(

2
1+

2
2+

2
3 ) /4

关于 S的线性最优利润函数是此 H JB方程的

解,令 V( S ) = l1S + l2,其中 l1, l2为待定常数.将

V( S )及其对 S的导数代入式 (10),求得参数值为

l1 =
!m + !r

r +  
,

l2 =
( !m + !r )

2

4r ( r +  )
2 (

2
1 + 2

2 + 2
3 ) (11)

则得到集中式决策下 3种媒体的最优广告投入和

最优利润函数.

在集中式决策下,制造商 (零售商 )的边际利

润越高, 3种媒体的广告投入和供应链的总利润

都越高.表明边际利润是渠道双方投入广告的动

力所在,双方可以通过降低单位成本或降低运营

成本以增加边际利润. 将 3种媒体的最优广告投

入代入式 ( 1)得

S
∋

( t) =
(!m+!r )
2( r+  ) ( (

i= 1, 2, 3

�i i+

(
i, j= 1, 2, 3; i) j

kij i j

)
-  S ( t ) (12)

初始条件为 S ( 0) = S0, 求解式 (12) 的微分方

程得

S ( t) = S
C
/ + e

-  t
( S0 - S

C
/ )

S
C

=
(!m+!r )
2( r+  ) ( (

i= 1, 2, 3
�i i+ (

i, j= 1, 2, 3; i) j

kij i j

)

(13)

则 t� ∗ 时,稳定的销售量为 S
C
/ .

命题 2� 在集中式决策最优广告投入下, 1)

当  > S
C
/S0时, 销售量随时间推移不断减小,但

始终大于 S
C
/ ; 当  < S

C
/S0时,销售量随时间推

移不断增加,但始终小于 S
C
/S0; 当  = S

C
/S0,销

售量始终为 S0; 2)制造商或零售商的边际利润越

大, 稳定的销售量越多, 然而, 贴现率或衰减系数

越大,稳定的销售量越少.

这揭示了当消费者对广告的  遗忘 !程度比

较大时,即使投入广告也不能阻止销售量的减小,

但企业不投入广告销售量减少的速度更快. 这说

明此时企业只有通过改善企业的广告形式降低消

费者对广告的  遗忘!才能增加销售量, 例如: 在

广告影响力大的媒体上进行广告宣传. 反之,可做

类似分析.同时,命题 2还说明提高边际利润可以

增加销售量,而制造商降低生产成本和零售商降

低运营成本是提高边际利润的一条有效途径.

3� 分散式决策

在分散式决策下, 把制造商和零售商之间的

关系建立成制造商作为领导者而零售商作为追随

者的一个序贯非合作博弈模型.从制造商角度看,

制造商采用合作广告策略可以激励零售商增加它

的地方性广告支出. 在 Stacke lbe rg博弈下, 博弈

顺序如下:首先由制造商确定为零售商承担的地

方性广告分担比例; 然后零售商选择 3种媒体最

优的地方性 广告投入. 以上标  * ! 表示

Stacke lberg主从博弈下的最优值.

命题 3� 在 Stacke lbe rg主从博弈情形下,零

售商 3种媒体下最优广告投入分别为

A
*
1 =

( 2!m + !r ) 1

4( r +  )
,

A
*
2 =

( 2!m + !r ) 2

4( r +  )
,

A
*
3 =

( 2!m + !r ) 3

4( r +  )
(14)

制造商的最优广告分担比例为 �
*

= (2!m -

!r ) / ( 2!m + !r ),制造商、零售商和供应链的最优

利润分别为

V
*
m (S ) =

!m
r +  

S +
(2!m + !r )

2

16r( r +  )
2 (

2
1 + 2

2 + 2
3 ),

V
*
r (S ) =

!r
r +  

S +
!r (2!m + !r )

8r( r +  )
2 ( 2

1+ 2
2+ 2

3 )

V
*
(S ) = V

*
m (S ) + V

*
r (S ) =

(!m + !r )

r +  
S +

�
(2!m + !r ) (2!m + 3!r )

16r( r +  )
2 (

2
1 +

2
2 +

2
3 )

(15)

证明 � 为了得到此博弈的 Stacke lberg均衡,

运用逆向归纳法. 首先求解零售商的最优化控制
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问题,最优利润函数 Vr ( S )必须满足 H JB方程

rVr ( S ) = m ax
A
1
, A

2
, A

3 {
!rS- (1- �) (A

2
1+A

2
2+A

2
3 ) +

� � � � � V.r (S ) S
∋

}
(16)

式 ( 16) 右端最大化的一阶条件为

V.r (�i +
kij

2

A j

A i

+
kik

2

Ak

A i
)
- 2A i (1 - �) = 0

� � � i, j, k = 1, 2, 3; i ) j ) k (17)

由式 ( 17)得 2(A
2
1 + A

2
2 + A

2
3 ) ( 1- �) = V.r ( (

i= 1, 2, 3
�i ,

A i + (
i, j= 1, 2, 3; i) j

kij A iA j )
和最优的广告投入为

A i ( �) = V.r i / ( 2(1 - �) ),代入零售商 H JB方程

得 rVr (S ) = (!r -  V.r ) S + ( 1- �) (A
2

1 + A
2

2 + A
2

3 ).

此时制造商的 H JB方程为

rVm ( S ) = max
� {

!m S - �(A
2
1 + A

2
2 + A

2
3 ) + V.m S

∋

}

(18)

将 A i ( �)代入式 ( 18), 化简整理后得

rVm ( S ) = m ax
� {

( !m -  V.m ) S +

� � V.r
2( 1 - �) V.m- �V.r

4( 1 - �)
2 ( 21 + 22 + 23 )

}

(19)

为使上面等式右边最大化,得 �= ( 2V.m-V.r ) / (2V.m +
V.r ).于是得到零售商和制造商 H JB方程分别为

rVm ( S ) = (!m -  V.m ) S +
( 2V.m+ V.r )

2

16
,

� � � � � ( 21 + 22 + 23 ) (20)

rVr ( S ) = (!r -  V.r )S +
V.r (2V.m + V.r )

8
,

� � � � � ( 2
1 + 2

2 + 2
3 ) (21)

由式 (20)和 ( 21)可知,关于 S的线性最优利润函

数分别为制造商和零售商 H JB方程的解. 令

Vm (S ) = g1S + g2, Vr (S ) = h1S + h2, 其中 g1, g2,

h1, h2为待定常数.将 Vm ( S )和 Vr ( S )及其对 S的

导数代入式 (20)和 (21),求得最优利润函数的参

数值为

g1 =
!m
r +  

,

g2 =
(2!m + !r )

2

16r( r +  )
2 (

2
1 + 2

2 + 2
3 ),

h1 =
!r
r +  

,

h2 =
!r ( 2!m + !r )

8r( r +  )
2 (

2
1 +

2
2 +

2
3 ) (22)

因此得到 3种媒体的最优广告投入和制造商、零

售商以及供应链的最优利润函数.

命题 4� 1)如果 !m /!r > 1 /2,那么制造商提

供正的广告补贴给零售商;如果 !m /!r % 1 /2,那

么制造商不提供补贴给零售商; 2) 制造商的边际

利润越高,为零售商分担的地方性广告也越多,而

零售商的边际利润越高, 制造商分担的地方性广

告越少;无论是制造商还是零售商的边际利润越

高, 零售商的地方性广告投入也越多,同时, 制造

商和零售商的利润也越多.

命题 4表明边际利润是渠道双方投入广告的

动力所在,而降低生产成本或运营成本是提高边

际利润的有效途径, 这就需要制造商不断改进生

产工艺等手段降低生产成本, 零售商引入先进管

理经验降低运营成本. 命题 4还说明进行有效合

作广告策略的必要条件是渠道双方具备一定的实

力 (获取边际利润的能力 ), 如果零售商的边际利

润水平比较低,其投入的地方性广告就比较少,即

使制造商给与零售商较高的广告分担比例也不能

激励零售商投入较多的广告; 而如果制造商边际

利润较低,将不能为零售商提供一个较高的分担

比例,也不能有效地激励零售商投入较高的地方

性广告.类似于集中式决策情形可以得到分散式

决策下稳定的销售量为 S / ,其中

S =
(2!m + !r )

4( r +  )
2 ( (

i= 1, 2, 3

�i j +

� � (
i, j= 1, 2, 3; i) j

kij i j

)
(23)

命题 5� 当 !m > ∀!r时,稳定时制造商的利

润高于零售商的利润; 当 !m < ∀!r时,稳定时制

造商的利润低于零售商的利润;当 !m = ∀!r时,

双方利润相等,其中

∀=
(

2
1 +

2
2 +

2
3

r
+
B

 ) /

�
(
2( 2

1+ 2
2+ 2

3 )

r
+
B
 )

0 ( 0, 1) (24)

只要制造商边际利润不是很低, 其利润将高

于零售商的利润. 这表明无论是制造商还是零售

商若想在合作广告中获取更多利润, 提升自身边

际利润是必须的. 即使当制造商和零售商的边际
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利润相等,稳定时制造商的利润也是大于零售商

的利润,这是由于制造商在 Stacke lbe rg博弈中处

于领导地位所致, 即所谓的  先动优势 !. 集中式

和分散式决策下的最优广告以及供应链利润都与

i有关, 而式 (6) 决定了 i 的值. 对于式 ( 6) 而

言, 难以给出关于 i和 yi 的解析解, 下面考虑一

个特殊情形 # # # 对称的媒体,如 �i = �, kij = k.于

是得到 i = = �+ k, 最优广告投入为 A
*
i =

A
*
= (2!m + !r ) (�+ k ) / ( 4( r +  ) ). 制造商、零

售商和供应链的最优利润分别为

V
*
m (S ) =

!m
r +  

S +
3(2!m + !r )

2
(�+ k)

2

16r( r +  )
2

V
*

r (S ) =
!r
r +  

S +
3!r (2!m + !r ) (�+ k )

2

8r (r +  )
2

V
*
(S ) = V

*
m (S ) + V

*
r (S ) =

(!m + !r )
r +  

S +

�
3(2!m + !r ) (2!m + 3!r ) (�+ k)

2

16r( r +  )
2

(15)

命题 6� 若 3种媒体为对称的, 如 �i = �,

kij = k,那么无论是广告影响力 ( �) 还是媒体间的

协同作用 ( k ) 越大,零售商投入的广告越多, 制造

商、零售商和供应链的利润越多.

命题 6说明广告影响力越大, 零售商在媒体

上投入广告越多, 则供应链各企业和供应链总利

润均增大.媒体间的协同作用越大也会为供应链

各企业带来更多利润,这样的结论是合乎常理的,

因为协同作用越大, 等量的广告投入能为零售商

带来更多销售量,在边际利润不变情形下,销售量

的增多意味着供应链各企业利润增加. 由此表明,

当零售商选择在多个媒体上进行广告投入时, 不

仅要考虑单个媒体的广告影响力, 而且还要考虑

不同媒体之间的协同作用.

若 3种媒体之间是对称的, 意味着任意两种

媒体的广告投入之比等于 1. 若媒体之间不是对

称的,零售商又该在 3种媒体间选择投入量. 这个

问题归结于求解式 ( 6) 的方程组, 下面通过一个

例子说明广告影响力系数对广告投入量的影响.

设 3个媒体的广告影响力分别为 �1 = 1, �2 =

1�5, �3 = 1�7, 媒体间的协同作用 k = 1, 代入式

( 6)的方程组.运用M ap le 12求解得 1 = 2�102,
2 = 2�476, 3 = 2�632, y1 = 0�921, y2 = 0�894,

y3 = 0�9671 ,这说明广告影响力最小的媒体 1其

广告投入最少,而广告影响力最大的媒体 3其投

入广告最多.为了说明媒体协同作用对广告投入

的影响,当 3种媒体的广告影响力不变下增大媒

体协同作用, 设 k = 1�3.此时,媒体间的协同作用

甚至已经超过了媒体 1的广告影响力, 这样的设

置是合理的, 如 N a ik和 R aman
[ 14]
的实证有类似

的结果 (见该文的表 2).类似地,将广告影响力和

协同参数代入式 ( 6), 求解得 1 = 2�412, 2 =

2�774, 3 = 2�924, y1 = 0�933, y2 = 0�908, y3 =
0�974.与第一次的结果相比可知, 当媒体间的协

同作用由 1增加到 1. 3时, i值均增加,这说明协

同作用的增加会增加零售商、制造商和供应链的

利润.若广告预算不变情形下, yi值均增大说明零

售商在媒体 1上的广告投入增多,而在媒体 3上的

广告减少,而媒体 2上广告投入增大与否取决于

媒体 1广告投入增加值与媒体 3广告投入减少值

之差.媒体间协同作用的增大,意味着零售商会在

广告影响力小的媒体上多投入广告.

为了说明零售商同时进行多种媒体广告是有

利可图的,下面将本文模型与单媒体广告投入模

型相比.若零售商仅在一个媒体上进行广告,系统

状态方程为 S
∋
= �A -  S,制造商和零售商目标函

数为max
� {

Jm = +
∗

0
e
- rt
( !m S - �A

2
) dt

}
和m ax

A {
Jr =

+
∗

0
e
- rt
[ !rS - (1 - �)A

2
] dt

}
. 得到零售商的广告

投入以及供应链、零售商和制造商的最优值分

别为2

� �

A
O
=
�( 2!m + !r )

4( r +  )
,

V
O
(S ) =

(!m+!r )
r+  

S+
�
2
(2!m+!r ) (2!m+ 3!r )

16r( r+  )
2

V
O

m (S ) =
!m
r +  

S +
�
2
(2!m + !r )

2

16r ( r +  )
2 ,

V
O

r (S ) =
!r

r +  
S +

�
2
!r (2!m + !r )

8r( r +  )
2
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与对称媒体下的广告投入和各方利润相比可

知, 3种媒体下的广告投入量大于单媒体下的广

告投入量,而且各方利润分别大于单媒体下各方

利润的相应值,同时其增加量与媒体间的协同作

用相关, 协同作用越大, 多种媒体下增加的利润

越多. 因此, 对于供应链双方而言, 当媒体间存

在协同作用时, 进行多种媒体广告总是有利可

图的.

4� 比较分析

本部分试图对集中式决策和分散式决策下零

售商的最优广告投入、供应链最优利润和稳定销

售量进行比较, 所得到的相关结论在命题 7中

列出.

命题 7� 当 !m /!r > 1 /2时,集中式决策与分

散式决策相比,媒体 i的最优广告投入满足 A
C

i >

A
*
i , i = 1, 2, 3;供应链的最优利润满足 V

C
( S ) >

V
*
( S );稳定的销售量满足 S

C
> S.

由命题 4知 !m /!r > 1 /2为制造商补贴零售

商广告投入的条件.若 !m /!r % 1 /2时,那么制造

商将不对零售商进行补贴. 在 !m /!r > 1 /2条件

下, 由命题 7可知, 集中式决策时零售商在 3个媒

体上的广告投入高于分散式决策下的广告投入.

对供应链最优利润而言, 集中式决策要优于分散

式决策.倘若最终的利润分配方案合理可行,即方

案同时满足制造商和零售商的个体理性约束和参

与约束,那么对制造商和零售商双方利润来说,集

中式决策情形是 Pa reto最优的.

由分散式决策转变到集中式决策, 供应链的

利润增加了, 设增加量为 #V. 为了激励双方进行

集中式决策,对利润的划分是有必要的.因为对增

量利润划分的不合理将导致双方不能协同决策,

进而影响整个供应链的绩效, 所以对增量利润的

合理划分就显得至关重要. 对增量利润的划分要

满足激励相容约束, 只要双方分得的利润大于等

于零就能满足双方的激励相容约束. 但是如果某

一方分得了负的增量利润, 显然这样的分配方法

不能满足这一方的激励相容约束, 因此这样的分

配方式是不成立的, 仅考虑分配的增量利润为正

的情形.本文将运用效用理论来确定此系统利润

增量的分配, 以实现  共赢 !的目标. 设制造商和

零售商分得的增量利润分别为 #Vm 和 #Vr, 且

#Vm + #Vr = #V. 同时制造商和零售商的效用函

数均采用常见的指数效用函数 Um (#Vm ) = 1 -

exp(- ∃m #Vm ), Ur (#Vr ) = 1- exp(- ∃r#Vr )
[ 20]
,其

中 Um (#Vm )和 Ur ( #Vr ) 分别表示制造商和零售

商分得 #Vm 和 #Vr增量利润的效用, ∃m, ∃r分别

表示制造商和零售商的风险规避程度. 渠道双方

的目标为供应链的效用函数最大化, 即制造商和

零售商效用函数的加权平均
[ 20]

,则渠道双方的利

润分配模型可以表示如下

m ax
#Vm, #Vr

U(#Vm, #Vr ) = %mUm (#Vm )+%rUr (#Vr )

� = 1-%m exp(- ∃m#Vm ) - %r exp( - ∃r#Vr )

(26)

权重 %m, %r分别表示制造商和零售商的谈判能力,

且 %m + %r = 1.求得最优的利润分配为

#V
*
m =

∃r
∃m + ∃r

#V -
1

∃m + ∃r
ln
(

∃r%r
∃m %m )

= &#V - ∋

#V
*
r =

∃m
∃m + ∃r

#V +
1

∃m + ∃r
ln
(

∃r%r
∃m %m )

= (1- &)#V + ∋

(27)

其中 &= ∃r / ( ∃m + ∃r )表示制造商分得增量利润

的比例, ∋= [ ln( ∃m %m /∃r%r ] /( ∃m + ∃r )表示双

方之间利润的补贴.如果 ( ∃r%r /∃m %m ) > 1, 那么

∋表示制造商给予零售商利润补贴. 否则, 它表示

零售商给予制造商补贴. 制造商和零售商分得的

增量利润比例与双方的风险规避程度相关, 而与

双方的讨价还价能力无关, 同时风险规避程度小

的一方获得的利润比例大. 如果双方的风险规避

程度相等,那么双方的利润分配比例相等,而哪一

方能够得到对方的补贴取决于双方的讨价还价

能力.

5� 模型的扩展 # # # 多种广告媒体
合作广告模型

以上研究了 3种广告媒体投入下的合作广告

模型,作为模型的扩展, 这一部分考虑多种广告媒

体的合作广告模型.零售商种广告媒体投入时,依

然设 A i ( i 0 I3 {1, 2, 4, n } )为第 i种广告媒体

的广告投入,销售量满足如下微分方程
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S
∋
( t) = (

i0 I

�iA i+ (
i, j0 I; i) j

kij A iA j -  S,

� � � � � S (0) = S0 (28)

在 n种广告媒体投入下, 广告投入对需求的影响

有如下两种方式: 1)一种媒体广告投入对需求的

影响,有 C
1
n项; 2)两种不同媒体广告协同作用对

需求的影响有 C
2
n项.首先考虑 n种广告媒体不对

称的情形,然后研究对称的情形.对于 n种非对称

广告的媒体,制造商和零售商的目标函数为

max
� {

Jm = +
∗

0
e
- rt

(
!m S - �(

i0 I

A
2
i ) dt

}
,

max
A
1
, 4, A

2 {
Jr = +

∗

0
e
- rt

(
!rS - (1- �)(

i0 I
A

2

i )
dt
}

(29)

约束条件为式 ( 28).

命题 8� n种广告媒体投入下,零售商最优的

广告投入为 A
* *
i = (2!m + !r ) i / ( 4( r +  ) );制

造商的分担比例为 �
* *

= (2!m - !r ) / ( 2!m +

!r ); 制造商、零售商和供应链的最优利润分别为

V
* *
m (S ) =

!m
r +  

S +
(2!m + !r )

2

16r( r +  )
2 B

^
,

V
* *
r (S ) =

!r
r +  

S +
!r (2!m + !r )

8r( r +  )
2 B

^

V
* *

(S ) = V
* *
m (S ) + V

* *
r (S)

=
!m + !r
r +  

S +

� � � � �
(2!m + !r ) (2!m + 3!r )

16r ( r +  )
2 B

^

(30)

其中 i, B
^
和 yij; i, j 0 I; i ) j由如下方程确定

i =
(
�i + (

j0 I, i) j

kij

2yij )
,

B
^
= (

i0 I

2
i,

y
2
ij= i / j,

yijyj i = 1; i, j 0 I; i ) j (31)

证明 � 给定制造商的分担比例 �,零售商的

最优利润函 Vr ( S )数满足如下 H JB方程

rVr (S ) = max
A
1
, A

2
, 4, A

n {
!rS - (1- �)(

i0 I
A

2
1+V.r (S)S

∋
}

(32)

对 A 1, 4, A n求一阶条件得

V.r
(
�1 + (

j 0 I, j) 1

k1j

2

Aj

A 1 )
- 2A1 (1 - �) = 0

� � � � (

V.r (�n + (
j0 I, j) n

knj

2

A j

A n
)
- 2A n (1 - �) = 0

(33)

令 y ij= A i /A j, i, j 0 I, i) j.由式 (33)得 A i ( �) =

iV.r / ( 2(1 - � ) ), 其中 i = �i + (
j0 I, j) i

kij

2yij
. 由式

( 33)得 y
2
ij = i / j. 进一步,得 2( 1- �) (

i0 I

A
2
i =

V.r
((i0 I

�iA i + (
i, j 0 I; i) j

kij A iA j
)
,代入零售商的 H JB

方程得 rVr (S ) = ( !r -  V.r )S + ( 1- �) (
i0 I
A

2
i.制

造商的 H JB方程为

rVm ( S ) = m ax
� {

!m S - �(
i0 I

A
2
i + V.m S

∋
}

(34)

将 A i ( �)代入式 ( 34), 经化简整理后得

rVm (S) =max
� {

(!m-  V.m )S+V.r
2(1- �)V.m- �V.r

4(1- �)
2 B

^
}

(35)

其中 B
^
= (

i0 I

2i. 由最大化条件得 � = ( 2V.m-

V.r ) / ( 2V.m+ V.r ). 得到制造商和零售商的 H JB方程

分别为 rVm ( S ) = ( !m -  V.m ) S +
(2V.m+ V.r )

2

16
B
^
和

rVr ( S ) = ( !r -  V.r )S +
V.r (2V.m + V.r )

8
B
^
.关于 S的

线性函数为 H JB方程的解, 设 Vm (S ) = g1S + g2

和 Vr ( S ) = h1S + h2,那么得 V.m = g1和 V.r = h1.得

参数的解为

g1 =
!m
r +  

, g2 =
(2!m + !r )

2

16r( r +  )
2 B

^
,

h1 =
!r
r +  

, h2 =
!r ( 2!m + !r )

8r( r +  )
2 B

^
(36)

则有命题 8的结论.

由命题 8可知, 零售商两个媒体的广告投入

之比 yij ( i) j)由式 ( 31)的方程组确定,而方程组

中仅有广告影响力参数和媒体间的协同作用参

数, 这意味着 yij 仅与这两类参数相关. 由于式

( 31)的方程组难以得到解析解, 下面考虑 n种广

告媒体对称的情形,如 �i = �, kij = k此时令 A i =

A.由命题 8得 n种广告媒体对称下零售商的最优
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广告投入、稳定的销售量以及制造商、零售商和供 应链的最优利润分别为

� � �

A
* *

=
( 2!m + !r ) [ 4�+ kn( n - 1) ]

16( r +  )

S
~

=
( 2!m + !r ) ( 2n�+ kn( n - 1) ) (4�+ kn( n - 1) )

32 ( r +  )

V
* *
m (S ) =

!m
r +  

S +
( 2!m + !r )

2
n( 4�+ kn ( n - 1) )

2

256r( r +  )
2

V
* *
r (S ) =

!r

r +  
S +

!r (2!m + !r ) n (4�+ kn( n - 1) )
2

128r ( r +  )
2

V
* *

(S ) =
!m + !r

r +  
S +

( 2!m + !r ) ( 2!m + 3!r ) n( 4�+ kn ( n - 1) )
2

256r( r +  )
2

(37)

� � 命题 9� 对于 n种对称的广告媒体,如: �i =

�, kij = k零售商选择的广告媒体数量 ( n )越多,

零售商投入的广告、稳定的销售量以及制造商、零

售商和供应链的最优利润都越多.

由命题 9可知, 为了取得更多利润,零售商应

该尽可能多地选择媒体数量.这是因为,媒体数量

越多,因媒体间的协同作用增加的需求越多,利润

也越多. 事实上, 当零售商选择一个媒体广告时,

往往会产生一部分固定成本 (主要是用于广告设

计支付的费用, 例如: 聘请名人拍摄广告、网络广

告制作费用等 )而这部分费用是不随广告量的变

化而改变.一旦零售商选择了一个广告媒体,这部

分广告费用将成为沉没成本, 将这部分费用记为

F i, i 0 I, 这部分费用也只会在零售商初次在一个

媒体进行广告宣传时才会产生. 于是产生了这样

的问题, 企业是否应该选择一个媒体进行广告?

以零售商为例 (对制造商和供应链的分析类似 ),

给定销售量 S, 选择 i - 1个媒体时的利润为

V
* *
r ( i - 1 | S ),其中 i 0 I, i ) 1那么增加一个广

告媒体时的利润为 V
* *
r ( i | S ), 而增加的固定成

本为 F i. 那么当 V
* *
r ( i | S ) - V

* *
r ( i- 1 | S ) 5 F i

时, 零售商选择在媒体 i上广告;而当 V
* *

r ( i | S ) -

V
* *

r ( i- 1 | S ) < F i时, 零售商不应当在媒体上广

告. 以上分析说明, 虽然增加广告媒体的数量可以

增加利润,但是要考虑增加利润与固定成本之间

的大小关系.当选择一个媒体产生的固定成本为

零或者很低时,零售商应该将广告投入到更多数

量的媒体上.

6� 结束语

利用微分对策理论研究了零售商采用 3种媒

体广告宣传时的纵向合作广告问题, 建立了合作

广告的微分对策模型, 研究了模型的集中式和分

散式两种决策模型. 运用最优化理论分别求得了

集中式和分散式决策下 3种媒体最优的广告投

入、稳定的销售量和供应链利润以及分散式决策

下最优的广告分担比例. 最后, 将模型扩展到

n ( n 53)种广告媒体投入下的合作广告模型.得

到如下结论:

( 1)集中式决策下供应链利润、零售商的广

告投入和稳定的销售量分别高于分散式决策下的

对应值,运用效用理论对集中式决策下的增量利

润进行了划分,发现谈判能力强的一方将获得另

一方的利润补贴, 其补贴费用的大小取决于双方

的讨价还价能力的相对值;

( 2)零售商稳定的销售量与广告衰减系数相

关, 当衰减系数比较大时,即使投入广告也不能阻

止销售量的减少, 但企业不投入广告销售量减少

的速度更快;而当衰减系数比较小时,投入广告会

增加销售量;

( 3)制造商不断改进生产工艺等手段降低生

产成本和零售商引入先进管理经验降低运营成本

能提高供应链绩效, 而拥有高边际利润水平的一

方将会在合作广告策略中获得更多利润;

( 4)将本文的多种媒体合作广告投入模型与

单媒体合作广告进行了比较, 发现多种媒体广告

投入下供应链双方利润均增加;
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( 5)零售商选择的广告媒体数量越多, 制造

商、零售商和供应链的最优利润都越多,同时需考

虑多选择一个广告媒体投入广告时所增加的固定

成本,当零售商选择一个媒体产生的固定成本为

零或者很低时,即增加一个广告媒体产生的利润

大于其产生的固定成本, 零售商应该选择在该媒

体上投入广告;当零售商选择一个媒体产生的固

定成本比较大时, 即增加一个广告媒体产生的利

润小于其产生的固定成本, 零售商不应该多增加

一个广告媒体投入广告. 后续研究方向如下: �

研究当零售商为供应链的领导者时的博弈情形;

∀ 考虑零售商竞争情形下的多种媒体合作广告

问题 (可以参考徐峰等
[ 21]
的研究 ); ∃ 对多种 (3

种及其以上 )媒体间的协同作用进行实证研究.
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Differential gam e models of vertical cooperative advertising w ith multiple

advertising m edia

N IE J ia�jia1, 2
, XIONG Zhong�kai1

1. Schoo l o fE conom ics and BusinessA dm inistrat ion, ChongqingU niversity, Chongq ing 400030, Ch ina

2. Schoo l o fE conom ics andM anagem en,t Southw est Jiaotong Un icersity, Chengdu 610031, Ch ina

Abstract: This paper studies the vertical cooperat ive advertising when the retailer advertises on three advertis�
ing med ia w ith differential game and the differential gamemode ls are deve loped. W e obta in the optim al adver�
tising, equ ilibrium sa les and profits of supp ly cha in in the integrated and decentralized dec isionmode ls and the

optima l advertising sharing rate is got in the decentra lized mode lw ith optim al contro l theo ry. The resu lts are

compared and w e f ind the optima l advertising o f the reta iler is h igher in the integrated decision than in the de�
centralized dec ision. Furthermore, the incremental prof it is d iv ided betw een the reta iler and themanu facturer

w ith utility theory. A t las,t w e ex tended the basicmode l to a cooperative advertising model w ith mu lt iple ad�
vert ising med ia.

Key words: supply cha in; cooperative advertising; d ifferent ia l game; in tegrated marketing commun icat ions;

S tacke lberg game; Ham ilton�Jacob i�Bellman Equation
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