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摘要: 利用随机微分对策理论研究了供应链中零售商竞争下的纵向合作广告问题,建立了一

个随机微分对策模型.运用汉密尔顿 -雅可比 -贝尔曼方程分别求得了 Stackelberg博弈和合

作博弈下均衡的全国性广告投入、地方性广告投入、制造商商誉的期望值和方差、商誉的概率

分布函数以及 Stacke lberg博弈下的广告分担比例, 并对此两种博弈进行了比较.研究发现,两

种博弈下的零售商的地方性广告投入和制造商的商誉与零售商之间的广告竞争强度相关;在

一定条件下,制造商具有一致渐进稳定的商誉概率分布函数. 最后, 运用效用理论对合作博弈

下的增量利润进行了划分.
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0� 引 � 言

供应链上下游企业间的合作广告 (或称纵向

合作广告 ), 即制造商对零售商的地方性广告进

行补偿.纵向合作广告被绝大多数的行业所采用,

它在许多公司的营销战略中扮演了极为重要的角

色,是许多制造商财务预算中的重要部分
[ 1- 2]

.据

估计在 1987年, 美国公司大约花费 100亿美元在

合作广告上,而这个数字在 1993年则达到了极为

惊人的 200亿美元
[ 3- 4]

.纵向合作广告在零售业

中使用的比例相当高, 依照广告时代 ( Advertising

Age)
[ 5]
杂志的描述,合作广告大约占所有百货商

店广告的 50%, 占所有食品杂货店广告的 75%.

相对于制造商的全国性广告投入而言, 制造商用

于补偿零售商的地方性广告开支要高得多, 如:通

用电器公司用于地方性广告的开支是其全国性广

告开支的三倍
[ 6]

.

纵观近年来国内外纵向合作广告问题的研究

情况,大多数文献都从更加理论化的视角出发,建

立相关数学模型以及运用博弈论方法分析合作广

告问题.纵向合作广告模型主要有两类:静态合作

广告模型和动态合作广告模型  . 静态合作广告

模型研究方面: H uang和 Li
[ 7]
针对零售势力从制

造商向零售商转移这一市场结构的变化, 考察了

制造商与零售商合作广告系统的交易效率问题;

Yue等
[ 8]
对此模型加以修正, 研究了在富有需求

弹性的市场环境下, 制造商向消费者直接提供一

个价格折扣时的两层供应链合作广告问题;

H uang等
[ 9]
后来又侧重研究了合作博弈中制造商

与零售商的最优广告策略选择, 并与经典的序贯

行动博弈情形进行了比较分析,结果表明,前一种

博弈情形比后一种博弈情形的系统利润更高,并

且制造商全国性广告支出以及零售商地方性广告

支出也更高;另外胡本勇和彭其渊
[ 10]
也对合作广
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静态合作广告模型没有考虑供应链中参与方的长期利润,而动态合作广告模型 (通过微分对策理论建立的合作广告模型 )考虑了供应

链中参与方的长期利润,因而微分对策合作广告模型更加贴近现实 [ 1, 11- 13].



告进行了深入的研究. 动态合作广告模型研究方

面: J�rgensen等
[ 11 ]
构建了一个存在两种类型广告

(长期广告和短期广告 )的动态合作广告模型;

J�rgensen等
[ 12]
假定销售量依赖于商誉和广告促

销活动,并且销售量关于商誉边际报酬递减,他们

先后讨论了 Nash非合作博弈和 Stacke lberg博弈,

并对此进行了比较分析;另外张庶萍和张世英
[ 13]

以及傅强和曾顺秋
[ 1]
也对动态合作广告进行了

深入的研究.

以上文献对合作广告的研究在于探讨单一制

造商和单一零售商的情形,而在现代经济中,生产

商多是通过多个零售商分销产品. 即便是在同一

个地区,生产商往往也会采用多个零售商销售产

品 (独家代理经销除外 ) , 例如: 宝洁公司生产的

飘柔洗发水在北京市的华联、家乐福、易初莲花都

有销售
[ 2]

. 基于这样的背景, 王磊等
[ 2]
研究了零

售商竞争下的纵向合作广告问题, 扩展了 H uang

和 Li
[ 7]
的模型, 然而其模型为静态合作广告模

型. 本文在现有文献的基础上,把研究扩展到动态

环境下单一制造商和两个竞争性零售商的情形.

两个竞争性零售商从同一个制造商采购商品,在

同一个市场争夺最终客户.零售商的商品需求量

除了受到自己的广告投入影响还受到竞争者广告

投入的影响.在这种情况下, 所有参与方的决策均

受到零售商广告竞争的影响.本文将研究传统的

制造商为领导者而零售商为追随者的 S tacke lberg

博弈,比较分析动态环境中 Stackelberg博弈和合

作博弈下的均衡结果. 期望所得到的相关结论能

为制造商和零售商在广告预算支出、双方促销活

动安排以及选择何种博弈结构等方面的科学决策

提供理论依据.

1� 模型

考虑由一个制造商和两个零售商组成的供应

链系统,制造商进行全国性广告,两个零售商进行

地方性广告竞争. 假设制造商全国性广告投入为

Am ( t),零售商地方性广告投入为 A i ( t) ( i = 1,

2), 制造商承担零售商广告成本的比例为 �i ( t),

且 0 ∀ �i ( t) ∀ 1. 设制造商和零售商的广告成本

函数分别为
[ 11-13 ]

Cm (Am ) =
�m
2
A

2
m ( t ), C i (A i ) =

�i
2
A

2
i ( t) ( 1)

其中, �m和 �i分别为制造商和零售商广告成本系

数, Cm (Am )和 C i (A i )各自代表制造商和零售商

的广告成本,并且均是关于广告投入的凸函数.由

于制造商和零售商广告的投入增加了制造商的品

牌形象 (商誉 )
[ 11- 13 ]

, 本文用如下随机微分方程

刻画商誉随时间的变化
[ 14 ]

� dG ( t) = (  mAm ( t) +  1A 1 ( t) +  2A 2 ( t) -

� � � !G ( t) ) dt + ∀( G ( t ) ) dz ( t),

� � � G ( 0) = G0 # 0 ( 2)

其中  m 和  i分别表示制造商和零售商广告投入

对商誉的影响程度, !> 0表示品牌形象的衰减程

度. 商誉的衰减通常是由于消费者在该制造商

(或零售商 )竞争对手的广告诱惑下转向其他品

牌, 或转向新引入市场的产品和品牌等所造成的.

z ( t) 为标准的维纳过程, ∀ (G ( t) ) 为随机干扰影

响系数.假设零售商 i的即时销售量 Q i ( t )为∃

� Q i ( t) = #iAm ( t ) + ∃1A i ( t) + ∃2 (A i ( t) -

� � A j ( t) ) + %iG ( t); i, j = 1, 2; i % j ( 3)

其中 #i, ∃1, %i均为大于零的常数, 分别为制造商

广告、零售商广告以及品牌形象对产品销售量的

影响, ∃2为零售商之间的广告竞争强度系数,

A i ( t) - A j ( t)反映了两个零售商之间广告投入的

差值,当 A i ( t ) - A j ( t )的值一定时, ∃2越大, 二者

销售量的差值就会越大,令 #= #1 + #2, ∃= ∃1 +

∃2, %= %1 + %2. 设制造商和零售商有着相同且为

正值的贴现率 r,目标都是在无限时区内寻求使自

身利润最大化的最优广告策略, 并且其边际利润

分别为 &m 和 &i,均为常量.制造商和零售商的利

润函数分别为

m ax
Am, �i {

Jm (G0 ) = E &
∋

0
e
- rt

{
&m [Q1 ( t) + Q 2 ( t ) ] -
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∃ 需求函数的形式主要受到傅强和曾顺秋 [ 1]、J�rgen sen等 [ 11]、J�rgen sen等 [ 12] 和王磊等 [ 2] 的启示:需求函数的第一、二和四项分别为

制造商全国性广告投入、零售商地方性广告投入和商誉对需求的影响 (其形式为第一、二和三篇需求函数的形式, 此三篇文章研究

的是动态环境下单一制造商和单一零售商的合作广告问题 ),需求函数的第三项为零售商之间的广告竞争对需求的影响 (其形式为

第四篇文章需求函数的形式,此文研究的是静态环境下零售商竞争下的合作广告问题 ) .



�
�m
2
A

2
m ( t) - (

i= 1, 2

�i
2
�i ( t)A

2
i ( t) }

dt
}

(4)

m ax
A i {

Ji (G0) = E &
∋

0
e
- rt

{
&i [#iAm ( t) + ∃A i ( t ) -

� ∃2Aj ( t) + %iG ( t) ] -
�i
2
[ 1- �i ( t) ]A

2
i ( t) }

dt
}

(5)

约束条件为式 (2).由于 Ch intagunta和 V ilcassim
[ 15]

以及 Er ickson
[ 16]
通过实证研究表明反馈控制策略

所得到的解与实证数据拟合效果比开环解要好, 另

外一方面反馈控制策略对于局部对策也是最优的,

所以本文研究模型的反馈控制策略).

2� Stackelberg主从博弈

2. 1� 反馈 Stackelberg均衡

当制造商和零售商进行 Stacke lberg主从博弈

时,博弈顺序如下:首先由制造商确定全国性广告投

入以及为零售商承担的地方性广告分担比例; 然后

零售商选择最优的地方性广告投入.

命题 1� 在 S tackelberg主从博弈情形下,制造

商和零售商的最优策略分别为

a)制造商的最优广告策略和分担比例分别为

� A*
m =

&m [#( r + !) + % m ]
�m ( r + !)

,

� �
*
i =

( r + !) (2∃1&m - ∃&i ) +  i (2%&m - %i&i )
( r + !) (2∃1&m + ∃&i ) +  i (2%&m + %i&i )

(6)

b)零售商 i的最优广告策略为

A
*
i =

(2∃1&m+ ∃&i ) ( r+ !)+ i (2%&m+%i&i )
2�i ( r + !)

(7)

c)制造商和零售商的最优利润分别为

� V
*
m (G ) =

%&m
r + !

G+ e2, V
*
i (G ) =

%i&i
r + !

G + s
i

2 (8)

其中 e2, s
i

2分别为式 (18)和 ( 19)所示.

证明 � 为了得到此博弈的 Stacke lberg均衡,

运用逆向归纳法, 首先求解零售商的最优化控制

问题.其最优利润函数 Vi (G )必须满足汉密尔顿

- 雅可比 - 贝尔曼 (H am ilton�Jacob i�Be llm an,

H JB )方程
[ 14]

rVi (G ) = m ax
A i {

&iQ i -
�i
2
(1 - �i )A

2
i +

� � V∗i (G ) (  mAm +  1A 1 +  2A 2 - !G ) +

� � ∀
2
(G ) V+i (G ) /2

}
( 9)

为使上面等式右边最大化,求解其对 A i的一阶偏

导数并令其等于零,解得

A
*
i ( �i ) =

∃&i +  iV∗i ( G )
�i ( 1 - �i )

(10)

制造商将根据上式反应函数选择 Am 和 �i,而这时

制造商的 H JB方程是

� rVm (G ) = m ax
Am, �i {

&m (Q 1+Q2 ) -
�m
2
A

2
m-
�1

2
�1A

2
1 -

� �
�2

2
�2A

2
2+ V∗m (G )G

,
+ ∀

2
(G )V+i (G ) /2} (11)

将式 ( 10)代入式 ( 11),得

rVm (G ) = m ax
Am, �i

&m
[ (i= 1, 2

∃1 [ ∃&i +  iV∗i (G ) ]

�i ( 1 - �i )
+ #Am + %G

]
- (

i= 1, 2

�i [ ∃&i +  iV∗i (G ) ]
2

2�i (1 - �i )
2 +

� � � � � V∗m (G )
[
 mAm + (

i= 1, 2

 i [ ∃&i +  iV∗i (G ) ]
�i ( 1 - �i )

- !G
]
-
�m
2
A

2
m + ∀

2
(G ) V+m (G ) /2 (12)

由式 ( 12)的一阶条件得

A
*

m =
#&m +  mV∗m (G )

�m
(13)

�
*
i =

(2∃1&m - ∃&i ) +  i [ 2V∗m (G ) - V∗i (G ) ]

(2∃1&m + ∃&i ) +  i [ 2V∗m (G ) + V∗i (G ) ]
(14)

将式 ( 10)、( 13)和 ( 14)分别代入式 (9)和 (11),化简整理得

!13!第 6期 熊中楷等: 零售商竞争下纵向合作广告的微分对策模型

) 为书写方便,后文部分将省略时间 t.



rVi (G ) = (%i&i - !V∗i (G ) )G +
(#&m +  mV∗m (G ) ) ( #i&i +  m V∗i (G ) )

�m
+

(∃&i +  iV∗i (G ) ) [ (2∃1&m + ∃&i ) +  i [ 2V∗m (G ) + V∗i ( G ) ] ]
4�i

-

(∃2&i -  jV∗i (G ) ) [ ( 2∃1&m + ∃&j ) +  j [ 2V∗m ( G ) + V∗j (G ) ] ]

2�j
+ ∀

2
( G ) V+i (G ) /2 (15)

rVm (G ) = [ %&m - !V∗m (G ) ]G +
[#&m +  mV∗m (G ) ]

2

2�m
+ ∀

2
(G ) V+m (G ) /2 +

(
i= 1, 2

[ ∃( 2&m + &i ) +  i [ 2V∗m (G ) + V∗i (G ) ] ] [ ∋ i +  i [ 2V∗m ( G ) + V∗i (G ) ] ]

8�i
(16)

其中 ∋ i = ( ∃1 - ∃2 ) (2&m - &i ), i, j = 1, 2, i % j.

由式 (15)和 ( 16)可知,关于 G的线性最优利润函

数是 H JB方程的解, 令

� � Vm (G ) = e1G + e2, Vi (G ) = s
i

1G + s
i

2 (17)

其中, e1, e2, s
i

1, s
i

2是常数. 将上述 Vm ( G )和 V i ( G )

及其对 G的导数代入式 ( 15)和 ( 16),求得最优利

润函数的参数值为

� � e1 =
%&m
r + !

, e2 =
&

2
m [#( r + !) + % m ]

2

2r�m ( r + !)
2 + (

i= 1, 2

( i [ ) i ( r + !) +  i ( 2%&m + %i&i ) ]

8r�i ( r + !)
2 (18)

s
i

1 =
%i&i

r + !
, s

i

2 =
&i&m [#( r + !) + % m ] [#i ( r + !) + %i m ]

r�m ( r + !)
2 +

&i ( ∃( r + !) +  i%i ) [ ( 2∃1&m + ∃&i ) ( r + !) +  i (2%&m + %i&i ) ]

4r�i ( r + !)
2 -

&i ( ∃2 ( r + !) -  j%i ) [ (2∃1&m + ∃&j ) ( r + !) +  j [ (2%&m + %j&j ] ]

2r�j ( r + !)
2 (19)

其中 ( i = ∃( r + !) (2&m + &i ) +  i (2%&m +

%i&i ).将 e1, e2, s
i

1, s
i

2代入 Vm (G )和 Vi (G ),从而得

到制造商和零售商的最优利润函数为式 (8), 将

式 ( 8)对 G的导数代入式 ( 10)、( 13)和 (14),得

式 ( 6)和 (7).

由命题 1得到如下性质:

性质 1� 令 ∗ i = ( r + !) (2∃1 + 2% i ) / (∃+

 i%i ),

( a) 若 &m /&i > ∗ i,那么制造商提供正的广

告补贴给零售商, 若 &m /&i ∀ ∗ i, 那么制造商不

提供补贴给零售商;

( b)制造商的边际利润越高, 其投入的全国

性广告越多,为零售商分担的地方性广告也越多,

而零售商的边际利润越高, 制造商分担的地方性

广告越少,无论是制造商还是零售商的边际利润

越高,零售商的地方性广告投入也越多;

( c) 制造商的全国性广告不受零售商广告竞

争强度 (∃2 ) 的影响,而零售商之间广告竞争强度

越大,零售商投入的地方性广告越多,制造商提供

给零售商的广告补贴越少.

性质 1( a)表明制造商的广告分担政策依赖

于双方的边际利润. 如果制造商和零售商边际利

润的比值小于 ∗ i,这表明零售商的边际利润与制

造商比较起来相对过高, 因此零售商有强烈的动

力去投入符合制造商期望的大量地方性广告刺激

产品的销售,在这样的情况下,制造商没有动力去

分担地方性广告成本.性质 1( b)表明边际利润是

推动双方进行广告投资的动力所在.性质 1( c)说

明零售商之间的广告竞争对制造商的全国性广告

没有影响,但是零售商之间的广告竞争越激烈,零

售商投入地方性广告所带来的销量越少, 制造商

没有动力为零售商分担更多的地方性广告, 所以

制造商可以通过降低对零售商地方性广告的补贴

来抑制零售商之间的广告竞争.

2. 2� Stacke lberg博弈下三方最优的广告投入

对商誉的影响

在制造商按式 ( 6)投入最优的全国性广告和

零售商按式 (7)投入最优的地方性广告下, 研究

商誉随时间的变化规律, 首先求解商誉的期望值

和方差.将命题 1中均衡的全国性广告和地方性
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广告代入式 (2),得

dG ( t) = () - !G ( t) ) dt + ∀ (G ( t) ) dz ( t),

� � G ( 0) = G0 # 0 (20)

其中 ) =
 m &m [#( r + !) + % m ]

�m ( r + !)
+ (

i= 1, 2
{ i [ (2∃1&m+

∃&i ) ( r+ !)+ i (2%&m+%i&i ) ] } / [ 2�i ( r + !) ] > 0为

常数. 为进一步分析, 设 ∀ (G ( t) ) dz ( t) =

∀ G dz( t )
[ 14]

, 运用随机微分方程理论, 命题 2给

出了双方以最优广告投入下制造商商誉的期望值

和方差.

命题 2� 在 Stacke lberg博弈最优广告投入

下, 制造商商誉的期望值和稳定的商誉分别为

E [G ( t) ] =
)
!
+ e

- !t

(
G0 -

)
!)

,

l im
t� ∋

E [ G ( t ) ] = ) /! (21)

制造商商誉的方差和稳定的方差分别为

D [G ( t ) ] =

�
∀

2
[ )- 2()- !G0 ) e

-!t
+ ()- 2!G0 ) e

- 2!t
]

2!
2 ,

lim
t� ∋

D [G ( t) ] = ∀
2
) / (2!

2
) (22)

证明 � 将式 ( 20) 改写成随机积分形式

G ( t) = G 0 + &
t

0
( ) - !G ( s) ) ds +

� � &
t

0
( ∀ (G ( s) ) dz ( s) (23)

式 ( 23) 对 G ( t)求期望得

E [G ( t) ] = G 0 + &
t

0
[ ) - !E (G ( s ) ) ] ds

(24)

式 ( 24) 可以转化为一个常微分方程, 且初始条件

为 E [G ( 0) ] = G 0, 求解得

E [G ( t) ] =
)
!
+ e

- !t

(
G0 -

)
!)

(25)

对式 ( 25)求极限得, lim
t� ∋

E [G ( t) ] = ) /!.为求其

方差, 只要得到 E [G
2
( t ) ] 即可, 对式 (20) 运用

It�公式 [ 14]
得

dG
2
( t ) = [ 2G () - !G ) + ∀

2
G ] dt+

� � � � � 2G∀ G dz ( t) (26)

将式 ( 26)改写成随机积分形式并求期望得

E [G
2
( t) ] = G

2
0 + &

t

0
[ (2) + ∀

2
)E (G ( s) ) -

� � � � 2!E (G
2
( s) ) ] ds (27)

其中 G
2
0为 E [ G

2
( t ) ]的初始条件.对式 (27)求导

得如下微分方程

dE [ G
2
( t ) ] /dt = ( 2) + ∀

2
)
[
)
!
+ e

- !t −

� �
(
G0 -

)
! ) ]

- 2!E (G
2
),

E [G
2
(0) ] = G

2
0 (28)

求解得

� E [G
2
( t) ] =

� �

(2)+ ∀
2
) () e

2!t
+ 2!G0 e

!t
- 2) e

!t
+ )- 2!G0 )

2!
2
e
2!t +

� � � � G
2
0 e

-2!t
(29)

对式 (29) 求极限得, lim
t� ∋

E [G
2
( t) ] = ) (2) +

∀
2
) / (2!

2
).则商誉的方差和极限值为式 (22)所示.

下面通过一个例子说明商誉与其期望值的关

系. 设参数 G0 = 50, t . [ 0, 2], ! = 0�01,

∀ = 0�7, ) = 3采用 Prasad和 Seth i
[ 14]
的模拟方

法, 将式 ( 20)进行离散化处理得

G ( t + +t ) = G ( t) + () - !G ( t) ) +t +

� � � � ∀ G ( t) +t,( t) (30)

其中 ,( t)为独立同分布的标准正态分布变量,步

长 +t = 0�01.

图 1� 制造商商誉和期望商誉随时间的变化

F ig. 1 Ch anges ofm anu facturer/ s goodw il l and exp ected

goodw i llw ith t im e

由图 1可以看出, 制造商的商誉始终在期望

商誉的上下波动. 在 95%的置信度下, 制造商商

誉的置信区间为

(E [G ( t) ] - 1�96 D [ G ( t ) ],

E [G ( t) ] + 1�96 D [ G ( t ) ] ) (31)

在任意时刻,虽然决策者不能准确知道其商誉,但

是式 ( 31)使决策者知道商誉的大概值,进而起到
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辅助决策的目的. 然而随机干扰因素的分布函数

不一定为正态分布, 在 2. 3部分中本文将研究商

誉的概率分布函数.由命题 2可以得到如下性质.

性质 2� ( a) 当 ∀ = 0时, l im
t� ∋

E [G
2
( t) ] =

( lim
t� ∋

E [G ( t) ] )
2
, lim
t� ∋

D [G ( t) ] = 0;

( b)在 S tackelberg博弈最优广告投入下, 当

!> ) /G0时,制造商的期望商誉随时间推移是减小

的,但始终大于 ) /!;当 !∀ ) /G0时,制造商的期望

商誉随时间推移是增加的,但始终小于 ) /!;

( c) 在 Stacke lberg博弈最优广告投入下, 当

!< ) /G0时,制造商商誉的方差是关于时间的增函

数,如 dD [G ( t) ] /dt > 0; 当 !# ) /G0且 0 < t ∀

( ln2) /!时,制造商商誉的方差是关于时间的增函

数,如 dD [G ( t) ] /dt> 0;当 !# ) /G0且 t > ( ln2) /!

时, 制造商商誉的方差是关于时间的减函数, 如

dD [G ( t) ] /dt < 0.

证明 � ( a)的结论是显然的, 现在证明 (b)

和 ( c)的结论.命题 2中商誉的期望和方差分别

对 t求导得

dE [ G ( t ) ]
dt

= - !e
- !t

(
G 0 -

)
!)

(32)

dD [G ( t) ]
dt

=

�
∀

2
e
- !t

[
) (1- e

- !t
) - !G0 (1 - 2e

- !t
)
]

!
(33)

由式 (32)可知 != ) /G0为临界值,故有 ( b)的结

论. 由于 ) ( 1- e
- !t

)和 ∀
2
e
- !t

/!恒大于零,所以当

0 < t ∀ ( ln2) /!时, - !G0 (1 - 2e
- !t
)大于零,此

时,式 (33)大于零;当 t > ln2/!时, - !G0 (1- 2e
-!t
)

小于零, 为使式 ( 33) 大于零, 则 G 0 < ) ( 1 -

e
-!t
) / [!( 1 - 2e

-!t
) ],不等式两端对 t求极得 !<

) /G0,所以当 t > ln2 /!且 !< ) /G 0时, 式 (33)大

于零; 而当 t > ln2 /!且 !# ) /G 0时,式 ( 33)小于

等于零.总结上述分析得 ( c)的结论.

这揭示了当消费者对广告的 0遗忘 1 程度

( !> ) /G0 ) 比较大时,即使投入广告也不能阻止

商誉的减小,但企业不投入广告商誉下降的速度

更快.这说明此时企业只有通过改善企业的广告

形式降低消费者对广告的 0遗忘1才能增加商誉,

例如:在广告影响力大的媒体上进行广告宣传.而

当消费者对广告的 0遗忘 1 程度比较小 (! ∀

) /G0 )时,投入广告会增加商誉, 但是商誉方差会

不断增大,即制造商为获取更高的商誉所带来的

风险更大.这说明一个企业的商誉越高,其商誉受

外界因素的影响越大,如企业所处的行业背景.一

旦商誉达到一定程度, 投入更多的广告不会增加

其商誉,但是不投入广告商誉会减小,这说明企业

的商誉不能无限地增大.

2. 3� Stackelberg博弈下三方以最优广告投入时

商誉的概率分布函数

当双方进行 Stacke lberg博弈时,在双方投入

最优广告下,研究商誉的概率分布函数,由于其分

布函数的复杂性, 一般难以给出解析表达式. 然

而, 对于不同的商誉初始值, 商誉的概率分布函数

可能不同.这是因为当系统不稳定时,对于不同的

初始值会得到不同的商誉概率分布函数; 而当系

统稳定时,商誉的概率分布函数不受初始值的影

响
[ 17]

. 所以, 在难以给出商誉概率分布函数解析

表达式时,对系统稳定性的分析显得至关重要.式

( 20)相应的 Fokker�Planck方程
[ 14]
为

� −f (G )

−t
+
−[ () - !G )f ]

−G
-

1

2

−
2
(∀

2
Gf(G ) )

−G
2 = 0

(34)

其中 f (G ) 为商誉 G 的概率分布函数. 类似于

Prasad和 Seth i的分析, 设 −f (G ) /−t = 0, 其经济

意义为商誉的概率分布函数不随时间的变化而变

化. 则式 ( 34)变为

∀
2
Gf+(G ) = 2( ) - !G - ∀

2
) f∗(G ) -

� � � � 2!f (G ) (35)

令 f = f1, f 2 = df 1 /dG则式 (35) 可以表示为如下

系统

df 1 /dG = f 2

df 2 /dG = 2( ) - !G - ∀
2
) f2 /

� � (∀
2
G ) - 2!f1 / (∀

2
G )

(36)

式 ( 36)为关于 G的二阶非线性微分方程,难

以给出此方程的解析解, 但是可以通过如下命题

证明该方程是一致渐进稳定的.

命题 3� 在 Stacke lberg博弈最优广告投入

下, 制造商商誉的概率分布函数满足式 (35), 对

于任意给定的初始商誉 G 0 > 0和正的系统参数
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!, ∀, ), 式 ( 36) 是一致渐进稳定的充分条件为

∀
2
- ) > 0.

证明 � 式 ( 36) 是一个线性非自治系统, 且

参数 !, ∀均为正值.采用 L iapunov定理
[ 17]
判断该

系统的稳定性,设 L iapunov函数为

W (f1, f 2, G ) = f
2
1 (1+ 2!/ (∀

2
G ) ) + f

2
2 (37)

显然有 f
2
1+ f

2
2< W (f 1, f2, G ) < f

2
1 (2 + 2!/ (∀

2
G ) ) +

f
2
2,所以 W ( f1, f 2, G ) 是具有无限小上界的正定函

数.又因为 W (f1, f 2, G )沿式 (36)解的全导数为

W
,
(f 1, f 2, G ) = 2f 1 f2 (

1 +
2!
∀

2
G )

-
2!f

2
1

∀
2
G

2 +

� � 2f2 (

2( ) - !G - ∀
2
)f 2

∀
2
G

-
2!f1
∀

2
G )

� � =
4( ) - !G - ∀

2
) f

2
2

∀
2
G

+ 2f1 f2 -
2!f

2
1

∀
2
G

2

� � = - (f 1 - f2 )
2
-

(
2!
∀

2
G

2 + 1
)
f

2
1-

� � � � 4f
2
2
(
!
∀

2 +
1

4
+
∀

2
- )
∀

2
G )

(38)

因为 2!/ ( ∀
2
G

2
) + 1 > 0,所以当 ∀

2
- ) > 0时,

W
,
(f 1, f2, G )负定, 由 L iapunov定理可知式 (36)是

一致渐进稳定的.

此命题说明制造商商誉的概率分布函数在一

定条件 ( ∀
2
- ) > 0)下,不受其初始商誉 (G 0 )的

影响,存在稳定的概率分布函数. 其解释如下: 渠

道双方投入广告越多 )值越大, 存在稳定概率分

布函数的条件 ∀
2
- ) > 0就难以满足, 当 ∀

2
-

) > 0不成立时,意味着 )过大.说明渠道双方投

入广告过多以至其带来商誉的不确定性增加, 进

而不能得到稳定的概率分布函数, 也就是说,当企

业投入过多广告时,因广告产生的不确定性过大致

使不能预测到商誉的分布函数;而渠道双方投入广

告比较少时, ∀
2
- ) > 0成立,此时投入广告少带来

的不确定性小,从而可以预测到商誉的分布函数.

3� 合作博弈

3. 1� 合作博弈均衡解

需要指出的是,文献 [ 11 - 13]关注的是动态

环境中传统的制造商为领导者而零售商为跟随者

的博弈情形,而未对供应链中成员之间的合作博

弈情形进行探讨. 因此本部分重点探究制造商与

零售商之间的这种合作关系, 并得到了该种博弈

结构下制造商与零售商的最优广告策略选择以及

渠道系统最优利润.以上标 0 C1表示合作博弈下

的最优值.

命题 4� 在合作博弈情形下, 制造商和零售

商的最优广告策略分别为

�

A
C

m =

(#&m+#1&1+#2&2 ) ( r+ !)+ m (%&m+%1&1+%2&2 )

�m ( r + !)

A
C

i =

(∃1&m+ ∃&i- ∃2&j ) (r+ !) + i (%&m+%1&1+%2&2 )

�i ( r + !)

(39)

供应链最优利润为

V
C
(G ) =

%&m + %1&1 + %2&2

r + !
G + l2 (40)

其中 l2为式 (47)所示.

证明 � 当制造商与零售商进行合作博弈

时,将以供应链系统利润最大化为目标, 共同来

确定 Am 和 A i的最优值. 那么供应链的利润函

数为

m ax
Am,A i, A j {

J = Jm+Ji+Jj = E &
∋

0
e
- rt

[
&m (Q1 + Q2 ) +

� � � (
i= 1, 2 (

&iQ i -
�i
2
A

2
i )

-
�m
2
A

2
m ]

dt
}

(41)

其最优利润函数 V(G )必须满足如下 H JB方程

rV(G ) = m ax
Am, A i, A j {

&m (Q1 + Q 2 ) + (
i= 1, 2(

&iQ i -

�
�i
2
A

2
i )
-
�m
2
A

2
m + V∗(G )G, +

∀
2
(G )V+(G ) /2

}
(42)

求解上式右端关于 Am 和 A i的一阶条件,得到

A
C

m =
#&m + #1&1 + #2&2 +  mV∗(G )

�m
,

A
C

i =
∃1&m + ∃&i - ∃2&j +  iV∗(G )

�i
(43)

将式 ( 43)代入式 ( 42),合并整理后得

!17!第 6期 熊中楷等: 零售商竞争下纵向合作广告的微分对策模型



rV(G ) = (%&m + %1&1 + %2&2 - !V∗)G + ∀
2
(G )V+(G ) /2 +

(#&m + #1&1 + #2&2 +  mV∗)
2

2�m
+

( ∃1&m + ∃&1 - ∃2&2 +  1V∗)
2

2�1

+

(∃1&m + ∃&2 - ∃2&1 -  2V∗) (∃1&m + ∃&2 - ∃2&1 + 3 2V∗)
2�2

(44)

与命题 1类似, 关于 G的线性最优利润函数是此

H JB方程的解,令

V(G ) = l1G + l2 (45)

其中 l1, l2为常数.将 V (G ) 及其对 G的导数代入

式 ( 44) 得

� � r( l1G+ l2 ) = ( %&m + %1&1 + %2&2 - !l1 )G +
( #&m + #1&1 + #2&2 +  m l1 )

2

2�m
+

(∃1&m + ∃&1 - ∃2&2 +  1 l1 )
2

2�1

+
(∃1&m + ∃&2 - ∃2&1 -  2 l1 ) (∃1&m + ∃&2 - ∃2&1 + 3 2 l1 )

2�2

(46)

比较式 (46) 方程两端的 G项系数,求得系统利润最优利润函数的参数值为

l1 =
%&m + %1&1 + %2&2

r + !
, l2 =

( #&m + #1&1 + #2&2 +  m l1 )
2

2r�m
+

( ∃1&m + ∃&1 - ∃2&2 +  1 l1 )
2

2r�1

+

( ∃1&m + ∃&2 - ∃2&1 -  2 l1 ) (∃1&m + ∃&2 - ∃2&1 + 3 2 l1 )

2r�2

(47)

� � 将 l1, l2代入 V (G ),从而得到供应链系统最

优利润函数为式 (40),将式 (40)对 G的导数代入

式 ( 43) 得式 ( 39).

性质 3� 在合作博弈下,

( a) 制造商的边际利润越高, 制造商的全国

性广告投入、零售商的地方性广告投入以及供应

链的总利润都越高;

( b)当 &i < &j, i, j = 1, 2, i % j时,零售商之

间广告竞争强度系数 (∃2 ) 越大, 零售商 i的地方

性广告投入越少.

性质 3说明制造商的边际利润的增加会增加

系统的广告投入,进而系统利润也会增加.这揭示

了供应链利润的提升在于供应链各成员提高自身

的运营能力,对制造商而言, 需要不断进行研发降

低生产成本,而对于零售商而言,需要不断的提升

自身的管理效率, 降低运营成本, 在物流运输方

面, 需要优化物流网络, 降低运输成本. 只有供应

链各成员的各项成本较低, 才能提高供应链整体

的边际利润.零售商之间的地方性广告竞争强度

越大,系统应减少其广告投入量以增加系统利润.

这表明零售商之间的竞争不利于合作博弈下广告

的投入.那么, 降低零售商之间的竞争强度将是提

升供应链利润的有效方式,如:零售商的差异化经

营模式.

3. 2� 合作博弈下双方以最优广告投入对制造商

商誉的影响及其概率分布函数

当双方进行合作博弈时,在最优广告投入下,

研究商誉的期望和方差.将式 ( 39)代入式 ( 2),得

dG ( t) = () - !G ( t) ) dt + ∀ (G ( t) ) dz ( t),

G ( 0) = G 0 # 0 (48)

其中 ) =
 m [ ( #&m + #1&1 + #2&2 ) ( r + !) +  m (%&m + %1&1 + %2&2 ) ]

�m ( r + !)
+

(
i, j= 1, 2, i% j

 i [ (∃1&m + ∃&i - ∃2&j ) ( r + !) +  i ( %&m + %1&1 + %2&2 ) ]

�i ( r + !)
> 0为常数. 同样设

∀( G ( t ) ) dz ( t) = ∀ G dz ( t),与 2. 2和 2. 3部分类似, 运用随机微分方程理论, 命题 5给出了制造商商誉

的期望值和方差,命题 6给出了概率分布函数的稳定性条件.
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� � 命题 5� 在合作博弈最优广告投入下, 制造

商商誉的期望值和稳定的商誉分别为

E [G ( t) ] =
)
!
+ e

- !t

(
G0 -

)
!)

,

l im
t� ∋

E [ G ( t ) ] = ) /! (49)

制造商商誉的方差和稳定的方差分别为

D [G ( t ) ] =

∀
2
[ ) - 2() - !G0 ) e

- !t
+ () - 2!G0 ) e

- 2!t
]

2!
2 ,

lim
t� ∋

D [G ( t) ] = ∀
2
) / (2!

2
) (50)

命题 6� 在合作博弈最优广告投入下,对于任

意给定的初始商誉G0 > 0和正的系统参数 !, ∀,存在

稳定概率分布函数的充分条件为 ∀
2
- ) > 0.

命题 5和 6分别与命题 2和 3的证明类似,限

于篇幅,从略. 与命题 2和 3比较而言,制造商商誉

的期望值和方差以及其稳定性的条件取决于 )和

)的大小, 下一部分将对此进行比较分析. 事实

上, )和 )的大小与制造商和零售商的广告投入

量有关,因此对两种博弈形式下广告投入量的比

较也就是对这两个量的比较.

4� 比较分析

本部分意图对 Stacke lberg博弈和合作博弈

下制造商与零售商的最优广告策略、供应链系统

最优利润以及商誉的期望和方差进行比较, 所得

到的相关结论在命题 7中列出.

命题 7� S tacke lberg博弈与合作博弈相比

( a) 制造商最优的全国性广告投入比较为

A
C

m > A
*
m ,零售商最优的地方性广告投入比较为

A
C

i > A
*
i , if&i /&j > (  i%i + ∃) ( r + !) /

� ( 2∃2 ( r + !) - 2%j i ),

A
C

i ∀ A
*
i , if&i /&j ∀ (  i%i + ∃) ( r + !) /

� ( 2∃2 ( r + !) - 2%j i )

(51)

( b)对于任意给定的商誉 G > 0,两种博弈下

系统利润的比较为

V
C
(G ) > V

*
m (G ) + V

*
1 (G ) + V

*
2 (G ),

� if l2 > e2 + s
1
2 + s

2
2;

V
C

(G ) ∀ V
*

m (G ) + V
*

1 (G ) + V
*

2 (G ),

� if l2 ∀ e2 + s
1
2 + s

2
2

(52)

( c)设 &i < 2&j, i, j = 1, 2, i% j,对于任意的

t . ( 0, ∋ ),当 ∃2 < &i / (2&j - &i )时,制造商商

誉的期望和方差比较为

E [G ( t) ] > E [G ( t) ],

� lim
t� ∋

E [G ( t) ] > lim
t� ∋

E [G ( t) ];

D [G ( t) ] > D [G ( t) ],

� lim
t� ∋

D [G ( t) ] > lim
t� ∋

D [G ( t ) ]

(53)

证明 � A
C

i 减去 A
*
i 得

A
C

i - A
*
i =

&i ( i%i + ∃) ( r + !) - 2&j (∃2 (r + !) - %j i )
2�i ( r + !)

(54)

当 &i /&j = (  i%i + ∃) ( r + !) / (2∃2 ( r + !) -

2%j i )时, A
C

i = A
*
i ,所以有 ( a)的结论. V

C
(G )减

去 ( V
*
m (G ) + V

*
1 (G ) + V

*
2 ( G ) ) 得

V
C
(G ) - ( V

*
m ( G ) + V

*
1 (G ) + V

*
2 (G ) ) =

� � l2 - e2 - s
1
2 - s

2
2 (55)

所以有 ( b)的结论.对于任意的 t . ( 0, ∋ )

E [G ( t) ] - E [ G ( t ) ] =
) - )
!

(1 - e
- !t

)

lim
t� ∋

E [G ( t) ] - l im
t� ∋

E [ G ( t ) ] = () - ) ) /!

(56)

D [G ( t) ] - D [G ( t) ] =

� � ∀
2
() - ) ) (1- 2e

- !t
+ e

-2!t
)

2!
2

lim
t� ∋

D [G ( t ) ] - lim
t� ∋

D [G ( t) ] = ∀
2
() - ) ) / (2!

2
)

(57)

因为对于 t . (0, ∋ ), 1- e
- !t

> 0,又因为 1- 2e
- !t

+

e
- 2!t
对 t的一阶导数大于零,而且 t = 0时其值为

零, 因此对于 t . (0, ∋ ), 1- 2e
- !t

+ e
- 2!t

> 0.所

以仅需比较 )和 )的大小. ) - )得

� � � � ) - ) =

 m [ ( #1&1 + #2&2 ) ( r + !) +  m (%1&1 + %2&2 ) ]

�m ( r + !)
+

(
i, j= 1, 2; i% j

 i [ ( ∃&i - 2∃2&j ) ( r + !) +  i (%i&i + 2%j &j ) ]
2�i ( r + !)

(58)
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由于 &i < 2&j, 所以当 ∃2 < &i / ( 2&j - &i ) 时,

) > ). 因此 ( c) 结论成立.

命题 7表明: 1)由于零售商之间的广告竞争

致使在两种博弈形式下零售商地方性广告投入的

大小关系不确定, 其大小关系取决于零售商的边

际利润以及广告竞争强度的大小; 2)两种博弈下

供应链系统利润的大小关系与系统参数相关, 在

算例分析中将分析零售商之间的竞争强度对两种

博弈下供应链利润的影响; 3)当两个零售商之间

在边际利润上具有一定差异时,如 &i < 2&j,而且

当零售商之间的竞争强度较低时, 如 ∃2 <

&i / (2&j - &i ), 合作博弈下制造商商誉高于

Stacke lberg博弈下制造商的商誉, 同时,合作博弈

下商誉的方差也高于 S tacke lberg博弈下的方差,

这说明合作博弈下有利于提高制造商的商誉, 同

时供应链为提高商誉所带来的风险增大. 由 ( a)

结论得如下推论.

推论 � 设 &i < 2&j, i, j = 1, 2, i % j,当 ∃2 >

( &j ( r + !) (  i%i + ∃1 ) + 2&i%j i ) / ( ( r+ !) (2&i -

&j ) ) 时, A
C

i > A
*
i ;当 ∃2 ∀ (&j ( r + !) ( i%i + ∃1 ) +

2&i%j i ) / ( ( r + !) (2&i - &j ) )时, A
C

i ∀ A
*
i .

此推论说明, 当零售商之间在边际利润上差

异较大时,如 &i < 2&j, 那么零售商之间的广告竞

争强度较大时,如 ∃2 > ( &j ( r + !) (  i%i + ∃1 ) +

2&i%j i ) / ( ( r + !) (2&i - &j ) ),合作博弈下零售

商投入的地方性广告大于 Stackelberg博弈下的

广告投入;而当零售商之间的广告竞争强度较低

时, 如 ∃2 ∀ (&j ( r + !) (  i%i + ∃1 ) +

2&i%j i ) / ( ( r + !) ( 2&i - &j ) ), 合作博弈下零售

商投入的地方性广告小于 Stackelberg博弈下的

广告投入.这说明零售商之间的竞争强度影响了

两种博弈下的广告投入的大小关系.

5� 利润分配

由上一部分的分析可知, 当 l2 > e2 + s
1
2 + s

2
2

时,整个供应链系统的利润增加量为 +V = V
C
(G ) -

( V
*
m (G ) + V

*
1 (G ) + V

*
2 (G ) ), 三方将通过协商来

确定此系统利润增量的分配, 以实现 0共赢 1的目
标. 设制造商和零售商分得的增量利润分别为

+Vm 和 +Vi ( i = 1, 2), 同时制造商和零售商的效

用函数均采用常见的指数效用函数
[ 18]

Um (+Vm ) = 1 - exp( - .m +Vm ),

Ui ( +Vi ) = 1 - exp(- .i+Vi ) (59)

其中 Um (+Vm ) 和 U i ( +V i )分别表示制造商和零

售商分得 +Vm和 +Vi增量利润的效用, .m, .i分别

表示制造商和零售商的风险规避程度. 供应链的

目标为供应链的效用函数最大化, 即制造商和零

售商效用函数的加权平均
[ 18]

, 则供应链的利润分

配模型可以表示如下

� �

m ax
+Vm, +V1, +V2

U( +Vm, +V1, +V2 ) =  m Um ( +Vm ) +  1U 1 (+V1 ) +  2U 2 (+V2 )

� � � � = 1 -  m exp( - .m +Vm ) -  1 exp(- .1+V1 ) -  2 exp( - .2+V2 )

s. .t  m +  1 +  2 = 1, +Vm + +V1 + +V2 = +V

(60)

权重  m,  i分别表示制造商和零售商的谈判能力.由式 (60) 求得最优的利润分配为

+V
*
m =

.1 .2

.m (.1 + .2 ) + .1 .2

+V -
.2 ln( .1 1 / (.m  m ) ) + .1 ln(.2 2 / ( .m  m ) )

.m ( .1 + . 2 ) + .1.2

+V
*

i =
.j.m

.m (.1 + .2 ) + .1 .2
+V +

(.j + .m ) ln( .i i / ( .m  m ) ) - .m ln(.j  j / ( .m  m ) )
.m ( .1 + . 2 ) + .1.2

(61)

如果 ( .j + .m ) ln(. i i / ( .m  m ) ) - .m ln(.j j /

( .m  m ) ) > 0,那么说明制造商给予零售商的利

润补贴; 否则, 它表示零售商给予制造商的

补贴.

6� 算例分析

设供应链参数如下: �1 = 1, �2 = 1�1, �m =

1�2, != 0�01, r = 0�05, %1 = 0�3, %2 = 0�25, #1 =

0�4, #2 = 0�35, &1 = 0�6, &2 = 0�5, &m = 0�6,

 1 = 0�5,  2 = 0�45,  m = 0�6, ∃1 = 1, G = 1.本

部分研究的目的在于探索 Stackelberg博弈下制

造商和零售商以及合作与 Stackelberg博弈下的

利润随零售商广告竞争强度系数 ( ∃2 ) 的变化趋

势, 结果如图 2和 3所示.

由图 2可以看出, 零售商的利润随广告竞争
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强度的增加是增加的, 而制造商的利润随广告竞

争强度的增加是减小的.因此,制造商可以通过减

少对零售商的地方性广告补贴以降低零售商之间

的广告竞争.由图 3得知,当零售商之间的竞争强

度比较低时,合作博弈下供应链的总利润是高于

Stacke lberg博弈下供应链的总利润; 而当零售商

之间的竞争强度比较高时, 合作博弈下供应链的

总利润是低于 S tacke lberg博弈下供应链的总利

润. 这说明零售商之间的竞争不利于合作博弈下

供应链利润的提升.

7� 结束语

本文利用随机微分对策理论研究了供应链中

零售商竞争下的纵向合作广告问题, 建立了一个

随机微分对策模型.运用汉密尔顿 - 雅可比 - 贝

尔曼方程分别求得了 S tackelberg博弈和合作博弈

下均衡的全国性广告投入、地方性广告投入、制造

商商誉的期望值和方差以及商誉的概率分布函数

以及 S tackelberg博弈下的广告分担比例, 并对此

两种博弈进行了比较. 研究发现: (1) 在

S tackelberg博弈下, 零售商之间的广告竞争越激

烈, 零售商投入地方性广告所带来的销量越少,制

造商没有动力为零售商分担更多的地方性广告,

制造商可以通过降低对零售商地方性广告补贴来

抑制零售商之间的广告竞争; ( 2) 无论是

S tackelberg博弈或是合作博弈, 当商誉的衰减程

度比较高时,投入广告不会增加其商誉,反而其商

誉会降低;当商誉的衰减程度比较低时,投入广告

会增加其商誉,一旦商誉达到一定程度,投入更多

的广告不会增加其商誉; ( 3)在合作博弈下, 制造

商的边际利润越高,制造商的全国性广告投入、零

售商的地方性广告投入以及供应链的总利润都越

高, 零售商之间广告竞争强度系数越大,地方性广

告投入越少; ( 4)当零售商之间广告竞争强度不

是非常大时,合作博弈下制造商商誉的期望及其

稳定值分别大于 S tackelberg博弈下制造商商誉的

期望及其稳定值, 但其方差也大于 S tackelberg博

弈下商誉的方差; ( 5) 在一定条件下, 制造商具有

一致渐进稳定的商誉概率分布函数; ( 6)运用效

用理论对合作博弈下的增量利润进行了划分. 本

文可以从以下几个方面进行扩展: ( 1) 在本文的

基础上考虑零售商价格竞争对合作广告的影响;

( 2)在本文模型的基础上进行实证研究.

参 考 文 献:

[ 1]傅 � 强, 曾顺秋. 纵向合作广告的微分对策模型研究 [ J] . 系统工程理论与实践, 2007, 27( 11): 26- 33.

Fu Q iang, Zeng Shunqiu. D ifferentia l g am em ode ls of the vertica l coopera tive advertising[ J]. System s Eng inee ring! Theory

and P ractice, 2007, 27( 11) : 26- 33. ( in Ch inese)

[ 2]王 � 磊, 梁 � 樑, 吴德胜, 熊 � 立. 零售商竞争下的垂直合作广告模型 [ J] .中国管理科学, 2005, 13( 4): 132- 138.

!21!第 6期 熊中楷等: 零售商竞争下纵向合作广告的微分对策模型



W ang Le,i L iang L iang, W u Desheng, X iong L .i V ertica l cooperative advertising mode l under re taile rs/ com pe tition [ J].

Ch inese Journa l o fM anagem ent Sc ience, 2005, 13( 4): 132- 138. ( in Ch inese)

[ 3] Dav is R A. Reta ilers open doo rs w ide fo r co�op[ J]. Advertis ing Age, 1994, 65( 32) : 30- 30.

[ 4] Som ers T M, GuptaY P, H err io tt S R. Ana ly sis o f cooperative advertising expenditures: A transfer�function mode ling ap�

proach[ J]. Journa l o f Advertising Research, 1990, 30( 5): 35- 45.

[ 5] Top 100 advertisers[ N ]. Advertising Age, 1999- 09- 17. 16.

[ 6] Bergen M, John G. Understanding coope rative advertising participation rates in conven tiona l channe ls[ J] . Journa l o fM ar�

ke ting Resea rch, 1997, 34( 3) : 357- 369.

[ 7] Huang ZM, L i S X. Co�op advertising models in m anufacturer�re ta iler supply cha ins: A gam e theo ry approach[ J] . Europe�

an Journa l of Opera tiona l Research, 2001, 135( 3): 527- 544.

[ 8] Yue J F, Austin J, W ang M. Coord ination o f cooperative advertising in a tw o�leve l supp ly cha in when m anufacturer offers

discount[ J]. European Journa l of Ope rationa l Research, 2006, 168( 1): 65- 85.

[ 9]H uang Z M, L i S X, M aha jan V. An analysis o f m anufacturer�retailer supp ly cha in coordina tion in cooperative advertising

[ J]. Decision Sciences, 2002, 33( 3): 469- 494.

[ 10]胡本勇, 彭其渊. 基于广告 -研发的供应链合作博弈分析 [ J]. 管理科学学报, 2008, 11( 2): 61- 70.

Hu Benyong, Peng Q iyuan. Gam e ana lysis of cooperation based on R&D�advertisement in supply cha in [ J]. Journa l o f

M anagem ent Sc iences in China, 2008, 11( 2): 61- 70. ( in Ch inese)

[ 11] J�rgensen S, Sigue S P, ZaccourG. Dynam ic coope ra tive advertis ing in a channe l[ J] . Journal o f Reta iling, 2000, 76( 1):

71- 92.

[ 12] J�rgensen S, Taboubi S, Zaccour G. Coopera tive advertis ing in a m arke ting channel[ J]. Journa l o f Optim iza tion Theory

and Applications, 2001, 110( 1): 145- 158.

[ 13]张庶萍, 张世英. 基于微分对策的供应链合作广告决策研究 [ J]. 控制与决策, 2006, 21( 2): 153- 162.

Zhang Shuping, Zhang Shiy ing. Dynam ic cooperative advertising stra teg ies based on differentia l g am es in a supp ly cha in

[ J]. Contro l and Dec ision, 2006, 21( 2) : 153- 162. ( in Ch inese)

[ 14] P rasad A, Seth iS P. Competitive advertising under uncerta inty: A stochastic d ifferentia l gam e approach[ J]. Jou rna l o fOp�

tim ization Theory and App lications, 2004, 123( 1): 163- 185.

[ 15] Ch intagunta P K, V ilcass im N J. An emp ir ica l investigation of advertising strateg ies in a dynam ic duopo ly[ J]. M anagem ent

Sc ience, 1992, 38( 12): 1230- 1244.

[ 16] Er ickson G M. Emp ir ica l ana lys is of c lo sed�loop duopo ly adve rtising strateg ies[ J]. M anagem ent Sc ience, 1992, 38( 12):

1732- 1749.

[ 17]廖晓昕. 稳定性的数学理论及应用 [M ]. 武汉: 华中师范大学出版社, 2001: 80- 135.

L iao X iaox in. Stability Theory and Applications of M athem atics[ M ] . W uhan: Central Ch ina No rm al University P ress,

2001: 80- 135.

[ 18] E liashberg J. A rb itra ting a d ispute: A dec ision analytic approach[ J] . M anagement Science, 1986, 32( 8): 963- 974.

Vertical cooperative advertising model w ith competing retailers in supply

chains w ith stochastic differential gam e

XIONG Zhong�kai1, N IE J ia�jia1
, X IONG Yu

2

1. Schoo l of E conom ics and Business Adm in istration, Chongq ing Un iversity, Chongqing 400030, China;

2. Schoo l ofM anagem en,t York Un iversity, UK

Abstract: The vert ica l cooperative advertising in supp ly cha insw ith stochast ic d ifferentia l gam e is stud ied and

(下转第 32页 )

!22! 管 � 理 � 科 � 学 � 学 � 报 2010年 6月



ii), 由 式 ( 4) 可 得 puA - p u
B =

!u (1 - h ) ( s2
B
- s2

A
) + #( 1 - h) ( x

A
- x

B
) ( s

A
+ s

B
) 2

(1 - h ) ( s2
A
+ s

A
s
B
+ hs

A
s
B
+ s2

B
)

, 易

得 ( xA - xB ) #
!d ( s2A - s2B )

#( sA + sB )
2
显然 xA ∀ xB时, sA ∀ sB成立.

命题 1得证.

命题 2

i)下游市场中,当且仅当 si - sj #
!d ( x2

j
- x2

i
)

∃( 1 - h) ( x2
i + x2

j )

时, &d
i # &dj .

ii) 上 游 市 场 中, 当 且 仅 当 x i - xj #

!u ( s2j - s2i )

#( s2i + s2j + 2hsi sj )
时, &u

i # &u
j .

证明 � 对命题 2的 i), 证明 &dA # &d
B时的情形. 将式

( 8)带入式 ( 7), 相减可得

&d
A - &d

B =

!d ( xA +xB ) ( x
2
A -x

2
B )+ ∃( 1- h) ( sA - sB ) ( xA +xB ) ( x

2
A +x

2
B )

( xA )
2 + xA xB + (xB )

2

因为此式的分母大于零, 当且仅当其分子也大于等于零

时, &d
A # &d

B . 易得当且仅当 sA - sB #
!d ( x2

B - x 2
A )

∃( 1 - h) ( x2
A + x2

B )

时, 分子大 于等于 零. 所以当 且仅 当 sA - sB #

!d ( x2
B - x2

A )

∃(1 - h) ( x 2
A + x2

B )
时, &dA # &d

B, i)得证.下面证 ii). 由将

式 ( 4)带入式 ( 3), 相减可得

� � � &u
A - &u

B =
!u (1- h ) ( s

A
+ s

B
) ( s2

A
- s2

B
)+ #( 1- h) ( x

A
- x

B
) ( s

A
+ s

B
) ( s2

A
+ s2

B
+ 2hs

A
s
B
)

( 1 - h ) ( s2A + sA sB + hsA sB + s2B )
, 易得当且仅当 xA - xB #

!u ( s2B - s2A )

#( s2A + s2B + 2hsA sB )
时, &u

A # &u
B .命题 2得证.
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the stochastic differential gam em ode l is developed. The equ ilibrium national advert ising inpu,t local advertis�
ing inpu,t expected goodw ill and variance o fm anufacturer, as w ell as probab ility d istribut ion function, are ob�
ta ined in a Stacke lberg gam e and cooperat ive gam e. The equilibrium advertising shar ing rate is ob tained in the

Stackelberg gam e. The resu lts betw een the Stackelberg gam e and cooperative gam e are com pared. W e finds

tha t the local advertising of the reta iler and the goodw ill o f them anufacturer in a Stackelberg gam e and cooper�
at ive gam e is re lated to the advertising com pet ition coeffic ien.t The probability d istribut ion function of goodw ill

has evolutionary stability in certa in conditions. A t las,t the increm ental profit is div ided betw een the reta iler

and the m anufacturer by using utility theory.

Key words: supply cha in; cooperative advertising; advertising com petit ion; stochastic differential gam e;

S tacke lberg gam e; cooperative gam e; H am ilton�Jacob i�Bellm an
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