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摘要: 本文将随机波动期权定价封闭解模型扩展到多资产分析框架下. 在考虑 Cox�Rose模型

多资产模拟以及随机波动矩阵的 W ishart动态过程的基础上,将风险升水引入收益率方程, 并

将 M erton模型下的公司违约风险扩展到随机分析框架下. 最后利用数值模拟技术,对多资产

随机分析模型的适用性及解的稳定性进行了模拟分析.其结果表明,多元随机波动模型对违约

风险随机发生条件下的公司信用过程具有较之单元确定性模型更强的解释力.利用多资产模

型,有助于金融机构更深入地把握企业信用体系中资产价值和负债的动态联动关系,对金融机

构的信用风险管理具有十分重要的意义.
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0� 引 � 言

在解释诸如  波动率微笑!∀一类金融时间序

列波动的异常特性时, 经典的 B lack�Scho les模型

的适用性受到了质疑
[ 1]

. H u ll和 W h ite在 B lack�
Scholes模型中引入随机波动因素, 力图对动态资

产定价模型的适用性进行拓展. 后经 H eston, B all

和 Rom a等人加入动态随机过程的进一步改进,

B�S模型的解释能力得到了大大加强 [ 2 - 3 ]
. 另一

种对 B�S模型提出挑战的金融市场异象是所谓的
 杠杆效应 !. 杠杆效应显示时间序列的偏度

( Skew ness)参数与执行价格之间存在函数关系.

为描述这一特性, W igg ins建议在模型中引入股票

收益率及波动率之间的相关系数来进行考察
[ 4]

.

N aik将这一思路发展为一个整体分析框架
[ 5]

. 而

H obson和 Rogers则给出了瞬时波动率的确切矩

定义
[ 6]

. 最新的研究进展是 Can、Kohn和 K irby等

人取得的,他们开始将杠杆效应纳入多变量分析

的框架下
[ 7]

. 国外对随机波动模型的研究在多资

产和随机化两个方面都做了大量的工作, 但将这

两个方面结合起来综合考察公司信用风险的文献

很少,尤其是实证应用方面的工作基本处于探索

阶段.在引入和借鉴国外理论的基础上,我国学者

近年来也开始关注信用风险定价的结构化、动态

化问题.陈金龙, 张维以及张玲,张昕,谢志平等人

的研究对衍生工具在信用风险定价中的模型构建

问题进行的探讨有助于我们把握转型时期我国企

业信用风险的结构化趋势
[ 16] [ 20]

; 李汉东, 张世英

对风险变化的持续性的研究对我们准确把握风险

因子随机化过程中的波动非对称性帮助很大
[ 19]

;

梁世栋,方兆本对信用风险期限结构的随机化问

题的研究则具有很强的针对性
[ 17 ]

;朱小宗, 张宗

益,耿华丹则从风险度量的角度对公司信用风险

进行了综述性质的研究
[ 18]

. 这些研究在信用风险

的多资产化和随机化问题上均有自己独到的角度

�
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和深入的见解,但都比较分散.有待在针对性和综

合性两个层面上进一步加以扩展.

本文对 H eston模型在多资产分析的基础上

进行扩展,扩展以后的模型能更好地把握动态层

面上的公司信用结构化风险. 在第二部分对 Cox�
Ingersoll�Ross模型进行直接多元扩展. 同时探讨

风险中性分布条件下违约风险价值的动态定价,

在多资产条件下对系统风险和非系统风险进行分

离求解;第二部分在扩展的 M erton模型的基础

上对信用风险价值的动态过程进行数值模拟,

模拟的结果验证了多元随机化模型具有更强的

现实适用性及灵活性的结论; 同时, 利用模拟数

据序列对多元随机波动模型进行实证估计, 探

讨模型的实用价值. 第三部分为结语和模型的

应用前景展望.

1� 多资产下的信用风险建模

考虑一个由一种收益率为 r的无风险资产和

n种风险资产构成的证券市场, 风险资产的微分

对数收益率则由一个 n维向量 d log S t表示.风险

收益率的微分波动率矩阵用 ∃
t

表示. 它代表了

随机对称正定波动率的连续时间过程.

logS t与 ∃
t

联合动态微分方程由下式给出

d log S t = �+

T r(D 1 ∃
t

)

� � �

T r(D n ∃
t

)

dt+ ∃
1 /2

t

dW
S

t

( 1)

d∃
t

= (  %+ M ∃
t

+ ∃
t

M %) dt +

� � ∃
1/2

t

dW
!
t Q + Q %( dW

!
t ) %∃

1 /2

t

( 2)

其中, W
s

t分W
!
t 别为 n维向量和 n &n阶矩阵,其元

素均服从相互独立的标准几何布朗运动, �为 n维

确定元素向量, 而D i, ( i = 1, ∋, n),  , M, Q均为

n & n阶矩阵,  为可逆矩阵. T r为矩阵的迹算子,

∃
1 /2

t

为波动率矩阵∃
t

的平方根.

在漂移项中引入波动率矩阵的目的是考虑风

险升水的影响,即

Et ( d log S i, t ) = [ �i + T r(D i ∃
t

) ] dt,

� � � i = 1, ∋, n ( 3)

漂移项为波动率和协波动率的仿射函数. 对

于任意的 i,若假设 D i为对称正定矩阵,则对于任

意资产及其波动率矩阵有 T r(D i ∃
t

) ] ( 0,可得

有关风险升水的完整描述.

在风险中性及 C t = C为常数的条件下,波动

率随机过程的概率分布与历史分布将保持一致不

变.从而联合动态过程可以表述为

E( d log S t ) = �
*

+ Tr(D
*
i ∃

t

) ( 4)

其中 �
*

= 0, D
*
i = -

1

2
ei e%i, ei表示第 i行元素为

1而其它元素均为零的标准向量.

Et ( d∃
t

) = (  
*
 

* %
+ M

* ∃
t

+ ∃
t

M
* %

) dt

( 5)

其中  
*
 

* %
=   

%
, M

*
= M + 2Q %QC %.波动

率漂移项中的常数项保持不变, 这样  均值回复

参数!矩阵则被人为地固定下来. 条件拉普拉斯

变换方程中的 E t用 E
*
t 替代,成为如下形式:

∀
*
t, h (#, #0, #, C, c0, C ) = E

*
t exp[ )

t+h

t
(#%logSu +

� � � #0 ) du + #%logS t+h +

� � )
t+h

t
T r(C∃

u

+ c0 ) du + Tr(C∃
t+h

) ]

= exp[a
*

( h) %logS t +Tr(B
*

(h ) ∃
t

)+ b
*

( h) ]

( 6)

其中 a
*

, B
*
和 b

*
为满足 R ica tti方程的函数向

量,初始状态值向量为

a
*

( 0) = #, B
*

( 0) = C, b
*

( 0).

上述多元随机波动率模型为衍生资产定价提

供了一个方便的分析框架. 以一个两资产组合为

例 (其中第一种资产为欧式看涨期权, 无风险资

产利率为零 )来说明连续时间下的多资产衍生定

价过程.两资产组合在时刻 t的价格为

g ( t, h, k; ∃
t

) = S1, t E
*

[
(
S1, t+ h

S1, t

- k )
+

| ∃
t ]

� =S1, t E
*

{ [ exp( logS1, t+h- logS1, t )-k]
+

| ∃
t

}
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� = S1, tE
*

{ E
*

{ [ exp( log S1, t+h-

� � logS1, t ) - k ]
+

| ∃
t, t+ h

}
| ∃

t

}

� = S1, t E
*

{ E
*

{ [ exp[ -
1

2 )
t+h

t
!11, u du +

� � ( )
t+ h

t
!11, u du)

1 /2
)∃] - k ]

+

� � �
| ∃

t, t+h

}
| ∃

t

} ( 7)

其中, ∃
t, t+h

表示时刻 t, t+ h间的波动率过程, ∃为独立

于波动率过程∃
t

的标准正态变量, k为合约执行价

格, h为到交割日的剩余时间.根据 B lack�Scho les公

式,单元情况下的看涨期权定价公式为

∀ (k, m, s
2
) = E [ ( expX - k )

+
]

� � = ( E( expX ) )N (d1 ) - kN (d2 )

其中

d1 =
- log[ E( expX ) ) /k] + s

2
/2

s

d2 = d1 - s

N表示标准正态分布的累积分布函数.

在两资产条件下,衍生资产价格变为

g ( t, h, k; ∃
t

) = S1, t E
*

[ ∀ [ k,

� � � � -
1

2 )
t+h

t
!11, u du]

| ∃
t

]

� � = S1, t E
*

[N (d1 ) - kN (d2 )
| ∃

t

] ( 8)

其中

d1 =

- log[ k] +
1
2 )

t+h

t
!11, u du

( )
t+h

t
!11, u du )

1 /2

d2 = d1 - ( )
t+h

t
!11, u du )

1 /2

有了以上的参数值分析结果,就可以很方便的

对波动因子∃
t

,资产价格 S1, t以及衍生价格 g ( t, h,

k; ∃
t

)的联合动态过程进行模拟.在标准的 M erton

公司价值模型中 ( 1973), 潜在的违约时间 h被默认

为预先给定.无风险利率为零时,对于给定的公司 i,

在时刻 t+ h该公司的股票、债券以及掉期违约信用

的价值分别由其资产 A i, t+h 和负债 L i, t+h 定义,从而 i

公司发行的剩余到期日为 t的单位零息债券的价

值为

B i ( t, t+ h ) = E
*
t

[

A i, t+ h

L i, t+h

%A
i, i+h

<L
i, i+ h

+ %A
i, i+ h

> L
i, i+ h ]

( 9)

其中 %为折现因子, E
*
t 表示风险中性下的条件期望,

括号内的第一项考虑了违约发生后的偿付率
[ 14]

.

t时刻的权益资产价值为

S i, t = E
*
t [ (A i, t+ h - L i, t+h )

+
]

而剩余到期日为 h的违约风险价值为

CD i ( t, t+ h) = E
*
t (%A i, i+ h< L i, i+h

)

这样,与公司风险价值有关的金融资产均可由基本

变量 A, L来定义,或等价地由 logA, logL定义.

在基本的 M erton模型中,负债的数值被假定为

预先给定, 从而可以运用基于资产变量的一元

B lack�Scho les模型进行定价分析.这时,衍生价格表

现为时刻的资产价格的确定函数.然而,正如在实践

中所看到的,负债的价值显然是与资产价值一样不

断在变化着的. 考虑到负债的随机变化性质,

S tapoetou和 Subrahm anyam将 B lack�Scho les公式扩

展为多元模型
[ 15]

. 对于给定的某公司, 其资产价值

与负债价值之间的联合动态过程可以表述如下:

dlogA t

dlogL t

=
�A + Tr(DA ∃

t

)

�L + Tr(DL ∃
t

)

dt+ ∃
1 /2

t

dW
S

t

d∃
t

= (  %+ M ∃
t

+ ∃
t

M %) dt+

� � � ∃
1/2

t

dW
!
t Q + Q%( dW

!
t ) %∃

1 /2

t

这一模型可以按本文第二部分的思路很方便的

扩展为多公司的形式,为从系统风险中分离出单个

公司的个别非系统风险, 假设公司与公司之间的违

约风险是相互独立的.同时为简单起见,假设各公司

均是同质的∗ . 这样根据第二部分的推演, 多元联合

动态过程可模型化为

d logA i, t

d log L i, t

=

� �
�A + Tr(D

G

A ∃
t

) + Tr(D
C

A ∃
i, t

)

�L + T r(D
G

L ∃
t

) + T r(D
C

L ∃
i, t

)

dt +
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∗ 即各公司均具有相同的非系统风险种类和数量及其概率密度分布函数.



� � ∃
1/2

t

dW
S

t + ∃
1/ 2

i, t

dW
S

i, t ( 10)

其中系统风险因素满足

d∃
t

= ( 
G
 

G%
+ M

G ∃
t

+ ∃
t

M
G %

) dt +

� � � � ∃
1/2

t

dW
!
t Q

G
+ Q

G%
( dW

!
t ) %∃

1/2

t

( 11)

而个别非系统风险因素满足

d∃
i, t

= ( 
C
 

C%
+ M

C ∃
i, t

+ ∃
i, t

M
C%

) dt +

� � � � ∃
1/2

t

dW
!
i, tQ

C
+ Q

C%
( dW

!
i, t ) %∃

1 /2

i, t

( 12)

通常情况下, 个别  新息 !( innova tion)W
S

i, t,

W
!
i, t ( i = 1, ∋, n)和系统  新息!W

S

t 和W
!
t 均被假定

为相互独立.

2� 模型数值模拟及估计

这部分对一个两公司资产负债价值动态过程进

行数值模拟,时间跨度为 50年,时间间隔步长 0. 01.

为简便起见,假设系统风险为零.两个公司的资产负

债初始状态值为
logA

logL
=

11

10
,资产 -负债方程的

各系数值设定为

� =
0�05

0�05
, D

G

A = 0, D
G

L = 0, D
C

A = 0,

� � � � D
C

L = 0

公司 1的离散型风险W ishart过程参数设定为

K = 4, Md = 0, ∃
d, 2

=
0�04 0

0 0�04
公司 2的离散型风险W ishart过程参数设定为

K = 4, Md = 0, ∃
d, 2

=
0�02 0

0 0�02
此外还对两公司风险动态均为同一W ishart过程的

情形进行模拟. 这时两公司W ishart过程参数均由

K = 4, Md = 0, ∃
d, 2

=
0�04 0

0 0�04
定义.

图 1和图 2分别对两种条件下 (同一 w ishart过

程和相互独立的w ishart过程 )的对数资产和对数负

债的联合动态过程进行了模拟.可以看到,本文的模

型与经典M erton模型的不同之处在于:本文的模型

允许负债的风险价值随时间的推移而变化, 而

M erton模型则假定负债的价值为外生给定; 在本文

的模型中,负债的风险价值行为可以采取与资产价

值行为相同的或完全独立的关系.而M er ton模型则

假设违约风险发生在资产过程与负债过程的交

点上.

还可以在对违约风险期两公司资产 -负债过程

的联合分布函数进行模拟的基础上, 对信用风险与

公司权益资产的联合过程进行研究, 进一步探讨企

业的违约风险价值过程.图 3和图 4分别对两种情况

下的资产价格过程和违约风险价值过程的联合动态

过程进行模拟 (假设剩余到期日 h = 0).

图 1� 相互独立条件下的对数资产 (实线 ) 及对数负债 (虚线 )W ishart过程

F ig. 1 Log�asset ( sol id l ine) and log�l iab il ityW ishart process ( dotted lin e) w ith independence of each firm
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� � 在标准 M en ton模型中, 两种衍生金融资产

之间被设定为确定性非线性函数关系, 而本文的

模型则对取消了这一退化分布限制, 权益资产和

违约风险价值之间的相互关系为随机时变的. 从

图 3和图 4中可以清楚地观察到这种相关性.

最后,在数值模拟的基础上, 可以借助模拟过

程产生的两公司 F�随机数序列对联合风险下的信

用风险矩阵进行参数估计, 进一步分离出联合风

险条件下的公司系统风险和非系统风险. 估计方

法采用极大似然估计, 极大似然函数由式 8定义

的联合 W ishard 过程确定, 估计程序 采用

M atlab2008的极大似然估计工具箱. 估计结果如

下表所示:

表 1� 模拟条件下的信用风险矩阵参数估计表

Tab le 1 E s tim at ion resu lt of param eters of C red it r isk m atrix in cond it ion o f s im u lation

估计参数
独立 W h ishart过程 同一 W h ishart过程

公司 1 公司 2 公司 1 公司 2

&11

0. 043 82

( 0. 000 1)

0. 042 99

( 0. 000 0 )

0. 033 10

( 0. 001 2)

0. 035 93

( 0. 001 5)

&
12

- 0. 026 00

( 0. 000 0)

- 0. 013 8

( 0. 000 2 )

- 0. 006 70

( 0. 000 0)

- 0. 004 10

( 0. 000 0)

&21

- 0. 025 87

( 0. 000 0)

- 0. 016 32

( 0. 000 0 )

- 0. 003 20

( 0. 000 1)

- 0. 010 01

( 0. 000 4)

&22

0. 044 002

( 0. 000 8)

0. 045 02

( 0. 001 1 )

0. 036 02

( 0. 000 0)

0. 036 61

( 0. 001 0)

K
4. 020 40

( 0. 000 0)

4. 019 38

( 0. 000 3 )

3. 998 20

( 0. 000 0)

4. 002 2

( 0. 000 0)

M d

0. 010 2

( 0. 001 1)

0. 008 20

( 0. 000 1 )

0. 000 31

( 0. 001 0)

0. 000 25

( 0. 001 5)

� � � � � � � � � � 注:括号内为 p�va lu e值. &ij分别为 ∃
d, i

矩阵的第 i行第 j列元素.

� � 从表中可以看出,无论是独立分布还是同一

分布,联合动态中的企业资产和负债都存在明显

的负相关性质. 同时, 相对于独立过程, 同一过程

中的资产与负债的各自的方差减小, 而两者的负

相关程度趋于变小. 这一点可以用于对现实经济

中相关联产业的企业风险识别与定价, 并对分析

产业组织中的产业集聚以及企业战略联盟产品定

价具有现实意义.

3� 结束语

本文 的研究是 在 H eston( 1993)、Ba ll和

Rom a( 1994)提出的 B lack�S cho les模型封闭解的

基础上的一个扩展. 除了将单资产扩展为多资产

分析以外, 本文的模型还进一步用W ishart过程取

代经典 B lack�Scho les模型中的 C IR波动率方程,

并将风险升水引入波动率矩阵.进而,利用这一方

法对标准的 M erton模型进行修正, 允许时变负债

的存在.数值模拟的结果证明, W ishart过程在解

释资产 - 负债变化的动态过程时更具有灵活性,

适用性也较经典模型更强. 从实践可操作意义上

看,该模型也因动态结构解释力方面的优势而具

有更广阔的应用前景. 当然, 从实证角度看, 该模

型还需要寻找统计推断方法以及经验数据的支

持.这也是本文进一步研究的方向. 此外, 模型的

多资产扩展还可以延伸到资产负债表的其他项

目,比如费用型资产、无形资产等. 变量间的随机

化相关关系也可以向高阶矩扩展, 进而探讨违约

风险的与各资产负债表项目的时变相关性、时变

峰度和时变偏度等特性, 对这些时序特性的深入

研究有助于在更高的层次上把握企业信用风险的

动态结构.
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process of the stochastic vo latilitym atrix, w h ich is them u lti�asset analogue of them odel o fCox and Ross. M o�
reover, it ex tendsM erton+ sm ode l fo r corporate defau lt to a fram ew ork w ith stochastic liab ility. A t las,t w e an�
alyze the applicability and stability o f the solutions by num erica l sim ulation. The results show that them ultiva�
riate stochast ic vo latility m odel could exp lain the cred it o f co rporations under cond ition of stochastic defau lt risk

m ore d istinct ly. M ult i�assets mode l he lps us to deeply capture the dynastic correlationsh ip betw een value o f

corporation+ s assets and the loans, w hich ism uch im portant to the risk m anagem ent o f financ ial institu tion.
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plann ing routes, four neighborhood search m ethods and restart strategy are em ployed; initial routes and im�
proved routes assignm ent are adopted for assigning routes. Com putationa l results show that th is a lgorithm is ef�
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