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向量 MRS-GARCH模型波动持续性研究①
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摘要: 为了描述金融变量在不同阶段的不同波动关系，在向量 GARCH 模型中引入 Markov 转
换机制，构建了向量 MRS-GARCH模型．运用滤波技术推导了模型的参数估计方法，基于预测
公式研究了向量 MRS-GARCH 过程的持续性，并从状态持续时间和引入 Markov 链的向量
GARCH过程的持续性两个方面探讨了向量 MRS-GARCH 模型的持续性，提出了向量 MRS-
GARCH过程的衰减速度指数，给出并证明了向量 MRS-GARCH 过程满足平稳性和协同持续
性的定理．由此可分析在不同阶段内金融变量之间的特定关联属性，得出各金融变量之间关联
性的“状态转移”性质，从而能够有针对性地给出相应的策略消除这种波动的持续性影响，对
于防范经济或金融风险具有重要的指导意义和实践意义．最后用向量 MRS-GARCH 模型对沪
市、深市收益率进行了实证研究，证实在考虑状态转换后两者间存在协同持续关系．
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0 引 言

许多宏观经济或金融时间序列的正常行为会

发生偶然性中断，致使经济系统从一个体制转换

到另一个体制，此类动态行为可能源于战争、经济
危机、股市泡沫、政策变化等［1］． 当这种转换发生
时，数据的分布特征也将随之变化，导致不同时期

的经济运行规律有不同的特征和表现形式，故不

能将数据简单汇总在一起进行建模分析． 已经存
在的经济模型，即使能很好地解释历史现象，也不

一定对未来做出准确的预测． 然而，经典 ARCH
模型族对金融时间序列进行建模及预测时，其前

提假设为拟合期数据与预测期数据服从同一参数

模型，即结构不变，从而忽视了波动中变结构的存

在
［1 － 3］．对非平稳的时间序列数据用 ARCH 类模
型建模所得到的波动的持续性和平滑性都不能反

映波动的真实特性，它往往会低估高波动时期的

波动率，高估低波动时期的波动率．

研究表明 ARCH 类模型描述波动性的高持
续性与波动性预测能力之间存在着内在的矛盾:

Chou［4］发现用 ARCH 模型族往往会呈现出很高
水平的持续性水平

［5 － 6］． Lamoureux［8］和 Hamil-
ton［9］对美国股票市场的研究表明，标准的
GARCH 模型过高地估计了波动性的持续
性
［8 － 12］． Engle等［13］对 1987 年美国股市崩溃时的
分析表明，基于股票期权价格估计的隐含波动性

远低于基于 GARCH 模型预测的波动性，说明
GARCH 模型高估了冲击对股票市场未来影响的
强度
［13 － 16］． Lobato 和 Savin［17］以及 Gnarger 和

Hyung②都认为波动均值中结构的破坏可能是持
续性根源之一． Lamouiexu 和 Lastarges 等［18］的研
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究结果表明如果在波动中考虑结构转换，其持续

性水平确实降低了．
对于存在变结构的模型，最直接的方式即分

段考虑各段的性质，为每一个可能的状态选择合

适的表达式．但是若对每一个状态都设置不同的
参数显然不利于计算，且参数过于臃肿．而且如果
变化发生的频率较高，简单地用分段建模的方法

估计作用是有限的，比如如何分段就会成为首要

的棘手问题．行之有效的办法是引入一个不可观
察的状态变量，序列状态之间的变换通过这个状

态变量来体现．而通过引进 Markov转换机制描述
各状态之间的转换关系，能够有效减少参数数目．
Hamilton［19］首先把动态 Markov 转换模型作为处
理变结构的工具，提出 Markov 机制转换模型
( Markov switching model) ，并提出了状态转移的
ARCH ( regime-switching ARCH) 模型，取得了良
好的模拟效果． Marcucci 等［20］用单变量 GARCH
模型与 Markov 结构转换 GARCH 模型对美国股
票市场 S＆P 指数进行了实证研究． Haas 等［21］提
出了改进的结构转换 GARCH模型．
目前国内对 Markov 机制转换模型及结构转

换的相关研究相对较少，且在为数不多的相关研

究文献中，基本上都是对国外研究学者提出的

Markov机制转换模型的简单套用研究分析，缺乏
从定量上进行研究．谢赤和吴雄伟［22］利用虚拟变
量证实了存在结构转换; 在考虑模型中结构转变

因素方面，蒋祥林等［23］将波动性结构转换的

ARCH 模型对中国股票市场波动性进行研究发
现，较之传统的 ARCH类模型，结构转换的 ARCH
模型能更好地估计中国股票市场的波动性，极大

地提高波动性的预测精度;孙金丽［24］将结构转换

的 GARCH模型与基本的 GARCH 模型进行比较
表明前者能减少波动的持续性，大大提高对市场

波动的预测能力;郭名媛［25］提出了持续时间依赖

Markov状态转换( DDMRS-GARCH) 模型，指出状
态之间的转移概率不仅与波动状态有关，且与波

动状态的持续时间相关．而对 Markov 机制转换模
型更深层次问题的探讨和研究非常少，鲜有对

Markov机制转换模型的持续性研究，协同持续性
研究则仍是空白．
金融市场是一个复杂的系统，需用多个金融

变量反映系统特征，仅利用单变量模型无法分析

一些宏观经济变量之间的替代和影响关系．为此，
需要将单变量模型扩展到多变量的向量模型，进

而研究各变量之间的波动关系． 由于金融时间序
列的结构变化，其持续性特征也是变结构的．未考
虑序列之间的变结构特性是导致两个序列的整体

相关性较弱的原因之一，从而导致两者之间的相

关性被忽略．已有的研究成果只注重对样本区间
内多个变量整体关联性的检验，忽视了分析在不

同阶段内变量之间的特定关联属性，因此无法得

到全面性的结论． 为了准确描述金融变量在各个
阶段的区制相关性，必需结合变结构问题研究协

同持续性，分阶段考虑在不同状态下变量的协同

关系．
为了研究金融变量在不同阶段的不同波动关

系，本文构建了向量 MRS-GARCH ( k，p，q) 模型，
并探讨其平稳性与协同持续性质，研究向量 MRS-
GARCH模型的性质，不仅可以得到各分量之间
的变动关系，并且能够研究这种关联性的“状态
转移”性质，即向量间的联动效应．

1 向量MRS-GARCH(k，p，q)模型
构建

令 Y t表示 N × 1维离散时间的向量随机过程
向量，其条件均值和条件方差函数分别为

E t －1 ( Y t ) = Mt，

Vart －1 ( Y t ) = Ht，t = 0，1，2，…
其中 E t －1 (·) 表示基于 t － 1期的信息集上的条件
期望，Mt 为 N × 1维向量，Vart －1 (·) 表示基于 t －
1期的信息集上的条件方差，Ht为对所有时间 t的
N × N正定对称矩阵．用N × 1维向量 ust表示对条

件均值的扰动．
假设向量 GARCH过程的参数依赖于 k 个离

散的状态变量{ st} ，这一状态变量是隐含变量，是
不可观测的，状态间的转移服从离散的 Markov过
程，满足无后效性

p( st = j | st－1 = i，st－2 = k，…) =

p( st = j | st－1 = i) = pij，i，j = 1，2，…，k

在此 给 出 引 入 了 状 态 变 量 的 向 量

MRS-GARCH模型表达式
Y t = Mt + ust ( 1)
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ust = gs槡 t
× 槇ut ( 2)

槇ut = H1 /2
t υt，υt ～ i． i． d( 0，IN ) ( 3)

vec( Ht ) = W0 +∑
q

i = 1
Aivec( 槇ut －i

槇u't－i ) +

∑
p

j = 1
Bivec( Ht －j ) ( 4)

式中，槇ut为N × 1维标准向量 GARCH( p，q) 过程;
IN为N × N维单位矩阵; vec(·) 表示向量算子，即
把 N × N矩阵的所有元素映射成为N2 × 1维向量;
W表示 N2 × 1维向量; Ai 和 Bi 为 N2 × N2

矩阵．
由式( 2) 知数据的波动 ust 为状态变量和某

状态内向量 GARCH) ( p，q) 过程的乘积． 标量 gst

刻画了由状态所引起的波动，反映了状态变量的

动态变化特征，若 g1 = g2 = … = gk = 1，即为向
量 GARCH( p，q) 过程． 将状态 g1 标准化为 1，其
他状态 gi ＞ 1，i = 2，3，…，k．

2 向量MRS-GARCH模型参数的
极大似然估计方法

Markov 机制转换模型是一个高度非线性的
模型，所以通常的最小二乘法不适用于该类模型

的估计．对于 Markov机制转换模型的参数估计目
前主要采用极大似然法，主要通过滤波过程求得

模型的似然函数，并由此得到基于全样本的平滑

概率．
模型待估参数为 θ = ( p11，…，p1k，…，pk1，

…，pkk ; g1，…，gk ; A1，…，Aq ; B1，…，Bp ; W0 ) ，限制

条件为 g1 = 1，∑
k

j = 1
pij = 1，0≤ pij≤1，i = 1，2，…，

k，其中
Ai = ( ai1，…，aiN2 ) ，

Bi = ( bi1，…，biN2 ) ，

W = ( ω1，…，ωN2 )

得到模型的参数估计结果的同时并能够对时刻 t
时状态变量 st 所处特定状态做出推断．
下面推导向量MRS-GARCH模型的极大似然

参数估计过程．
令Φt －1 表示考虑至时间 t － 1的信息，称为基

于 t时刻及之前的所有可观测的信息． 可得到向
量 Yt在状态 j基于至时间 t － 1的信息的条件密度

函数为( T个观测值)

f( Y t | st = j，Φt －1 ; θ) =

( 2π) －T/2 | Hi，t | －1 /2
exp( － 1

2 u'stH
－1
i，t ust )
( 5)

Hi，t 为在状态 i即 st = i时的协方差矩阵．
为方便推导，令一列向量 ηt 表示 Y t 在 k个不

同状态下的条件概率密度函数，即

ηt =

f( Y t | st = 1，Φt －1 ; θ)

f( Y t | st = 2，Φt －1 ; θ)



f( Y t | st = k，Φt －1 ; θ













)

令 P( st | Φt ; θ) 表示基于至时刻 t 的所有可

观测信息和参数 θ推断对状态变量位于状态 i 的
概率，用一个 k维列向量 ξt| t 来表示对于状态变量

st 在时刻 t的取值．同样令 P( st | Φt －1 ; θ) 表示基

于所有至时刻 t － 1 的可观测信息和参数 θ，对状
态变量处于状态 i的推断概率，记为 ξt| t －1 ．
由贝叶斯公式可得到

P( st，Yt | Φt －1 ; θ) =

P( st | Φt －1 ; θ) × f( Y t | st，Φt －1 ; θ) ( 6)

上式右边即为向量 ξt| t －1 与 ηt 对应分量之间的乘

积，则式( 6) 可改写为

P( st，Y t | Φt －1 ; θ) = ξt| t －1·ηt ( 7)

再由全概率公式，按照状态变量的不同取值

进行求和，得到向量 Y t 仅基于滞后变量和参数 θ
的条件分布密度函数

f( Y t | Φt －1 ; θ) = ∑
k

j = 1
P( st = j，Y t | Φt －1 ; θ)

= ∑
k

j = 1
P( st = j | Φt －1 ; θ) ×

f( Y t | st = j，Φt －1 ; θ)

由式( 7) 可得到

f( Y t | Φt －1 ; θ) = 1'( ξt| t －1·ηt ) ( 8)

其中 1' 表示各分量为 1 的列向量，1'( ξt| t －1·ηt )

表示对列向量 ( ξt| t －1  ηt ) 各分量求和． 而式
( ξt| t －1 ηt ) 中 ξt| t －1成分仍然未知，下面继续推导
ξt| t －1 的取值过程．
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由贝叶斯公式的另一种表达形式可得

P( st，Yt | Φt－1 ; θ)

f( Yt | Φt－1 ; θ)
= P( st = j | Yt，Φt－1 ; θ)

= P( st = j | Φt ; θ)

P( st = j | Φt ; θ) =

P( st，Yt | Φt－1 ; θ)

∑
k

j =1
P( st = j | Φt－1 ; θ) ×f( Yt | st = j，Φt－1 ; θ)

=

P( st | Φt－1 ; θ) × f( Yt | st，Φt－1 ; θ)

∑
k

j =1
P( st = j | Φt－1 ; θ) ×f( Yt | st = j，Φt－1 ; θ)

将式( 8) 代入上式，得到

P( st = j | Φt ; θ) =
P( st，Yt | Φt－1 ; θ)
1'( ξt| t－1·ηt )

再代入式( 7) ，得到

ξt| t = P( st = j | Φt ; θ) =
ξt| t －1·ηt

1'( ξt| t －1·ηt )

( 9)
又由马尔科夫链的性质，有

ξt| t +1 = Pξt| t ( 10)
由式( 9) 和( 10) ，给定初始值 ξ1| 0，进行迭代

运算就可以得到 ξt| t －1 和 ξt| t 值，按照式( 8) ，则可
以得到向量 Yt仅基于滞后变量和参数 θ的条件分
布密度函数．因此可求出对数似然函数

L( θ) = ∑
T

t = 1
lnf( Y t | Φt －1 ; θ) ( 11)

通常设定初始向量值 ξ1| 0 为状态变量概率转
移矩阵的特征向量

［4］，计算公式为

π = ( A'A) －1eN+1

A =
IN － P

1
[ ]

'
其中 eN+1 表示单位阵的第 N + 1 列．
同单变量 MRS-GARCH模型一样，当推断基

于时刻 t 观察到的所有信息时，也可以得到向量

MRS-GARCH模型的过滤概率，p( st，st－1，…，st－q |
Y t，Y t －1，…) ，其意义为变量在时刻 t 的值为 st，
t － 1时刻的值为 st－1，……，t － q时刻值为 st－q情
况下的联合条件概率． 基于全样本可以构建“平

滑概率”p( st | Y t，Y t －1，…) ，表示基于全样本条

件下推断出在时刻 t 变量处于某一个状态的

概率．

3 向量MRS-GARCH模型方差持
续性

金融风险存在波动聚集效应，即当前波动必

定会对未来波动产生一定影响． 为度量这种影响
的强弱和持续效应，Engle 等［26－27］首次提出持续
性的概念．方差持续性是指对条件方差各个时期
的预测都对初始值具有敏感依赖性，即当前条件

方差的波动对未来条件方差的预测会产生持续性

的影响．
下面从预测的角度探讨向量MRS-GARCH的

波动持续性，基于 t + m － 1期信息集向前 m期预
测推导，假设时刻 t，t － 1，…，t － q + 1对应的状态
st，st－1，…，st－q+1 已知

Vart+m－1( ut+m) =

E( u2t+m | st，st－1，…，st－q+1，槇ut，槇ut－1，…，槇ut－q+1) =

E( gst+m | st，st－1，…，st－q+1) ×
E( 槇u2t+m | 槇ut，槇ut－1，…，槇ut－q+1) =

E( gst+m | st，st－1，…，st－q+1) vec( Ht ) ( 12)

这里 Vart +m－1 (·) 表示基于 t + m － 1 时刻信息集
的条件方差．
由式( 12) 可知，残差 ust 的预测由两部分构

成:一部分为对状态波动的预测;另一部分为引入

Markov链的向量 GARCH过程的波动预测． 故向
量 MRS-GARCH过程的波动持续性，需要探讨状
态期望持续时间与向量 GARCH 成分的持续性．
下文将分这两部分研究向量MRS-GARCH过程的
持续性．

1) 对于状态持续时间的推导
状态变量 st 为一阶Markov链过程，概率转移

矩阵中由状态 st = 1转移到 st+1 = 1的概率为 p11 ．
在时刻 t时状态变量 st = 1，时刻 t + 1时 st+1 = 1
的概率为 p11 ．给定 t + 1时刻 st+1 = 1的概率为 p11，
t + 2时刻 st+2 = 1的概率为 p211 ．同理可以得到 t时
刻 st = 1 的条件下，以后各时刻状态变量取值均
为 1，即各时刻状态一直取 1 的概率分别为( p11，
p211，p

3
11，…) ．对时刻 t及其后的期数依据状态变量

取值为 1 的概率求期望值即得到状态 1 的平均持

—75—第 8 期 江孝感等: 向量 MRS-GARCH模型波动持续性研究



续期

( 1 + p11 + p211 + p311 +…) = 1
( 1 － p11)

( 13)

同理可以求出其他各状态的持续期为 1 / ( 1
－ pii ) ，i = 1，2，…，k． 若得到各状态的取值概率，

将其代入1 / ( 1 － pii ) ，即得到状态变量 st = i的平
均持续期．一个状态的持续期越长，表明这个状态

越稳定，表明从该状态转换到其他状态的概率

较小．
2) 引入 Markov链的向量 GARCH 过程的波
动持续性

下面基于向前 m 期预测公式讨论向量
MRS-GARCH过程中向量 GARCH( p，q) 过程的

持续性，求 槇ut 向前 m期的预测公式

Es ( vec( Ht+m ) ) = W0 +∑
q

i = 1
AiEs ( vec( Ht+m－i ) ) +∑

p

j = 1
BiEs ( vec( Hi+m－j ) )

=

W0 + ( A1 + B1 ) Es ( vec( Ht+m－1 ) ) + …( Aq + Bq ) Es ( vec( Ht+m－q ) ) +

Bq+1Es ( vec( Ht+m－q－1 ) ) + … + BpEs ( vec( Ht+m－p ) )
p ＞ q

W0 + ( A1 + B1 ) Es ( vec( Ht+m－1 ) ) + …( Aq + Bq ) Es ( vec( Ht+m－q ) ) p = q

W0 + ( A1 + B1 ) Es ( vec( Ht+m－1 ) ) + …( Aq + Bq ) Es ( vec( Ht+m－q ) ) +

Ap+1Es ( vec( Ht+m－p－1 ) ) + … + AqEs ( vec( Ht+m－q ) )











 p ＜ q

( 14)
这里 Es (·) 表示基于 s 期信息集的条件

期望．
令 l = max( p，q) ，则
Es ( vec( Ht+m ) ) =

W0 +∑
l

i =1
( Ai + Bi ) Es( vec( Ht+m－i ) ) ( 15)

i ＞ q时，Ai = 0; i ＜ p时，Bi = 0
令

vecn ( Ht ) = ( vec( Ht+m ) ，vec( Ht+m－1 ) ，

…，vec( Ht+s－l－1 ) )
T

为 l·N2
维列向量．则式( 15) 可写为

Es ( vecn ( Ht ) ) = DT
nW + FnEs ( vecn ( Ht－1 ) )

Dn 为 N2 × n阶矩阵，其( i，i) 处元素为 1，其余均
为 0( i = 1，2，…，N2 ) ． Fn 为如下 n × n伴随矩阵

Fn =

A1 + B1 A2 + B2 … Al + Bl

I 0 … 0
0 I … 00
   















0 0 0 0

( 16)

则特征方程

det［I －∑
q

i = 1
Ai ( λ

－1 ) －∑
p

j = 1
Bj ( λ

－1 )］ = 0

的根等价于特征方程 det［I － Fn ( λ
－1) ］= 0的根，

其特征根为 λ1，λ2，…，λn，n = lN2 ．若 p ＞ q，特征
根为 λ1，λ2，…，λpN2 ; 若 p ＜ q，特征根为 λ1，λ2，

…，λqN2 ．

令 λ* = max{ λ1，λ2，…，λn} ，则 λ*
为向量

MRS-GARCH过程中向量 GARCH成分的波动性

参数．若 | λ* | ＜ 1，则向量 MRS-GARCH过程中

向量 GARCH 过程关于波动协方差平稳，从而由
文献［17］的定理得到向量过程关于波动非持续．
由上面分析得知，向量 MRS-GARCH 过程的

方差变动中存在两种成分，一种是前期的方差波

动导致现在方差的波动，另外一种是状态的变化

导致的波动． 所以向量 MRS-GARCH 过程关于波
动的持续性应考察两部分指标: 状态期望持续时

间 1 / ( 1 － pii ) ( i为 st所处的状态) 和引入Markov
链的向量 GARCH过程的系数多项式矩阵的最大

特征根 λ* ．若令 δ =∑
k

i = 1
pii － 1，表示由Markov性

所导致的异方差存在度，向量 MRS-GARCH 过程
以 max{ λ* ，δ} 的速度指数衰减，λ*

度量了波动

冲击对协方差的影响，而 δ 度量了状态变化所导
致的异方差的存在度．
基于上文对向量MRS-GARCH过程持续性研究

的基础，继续探讨满足何种条件向量 MRS-GARCH
过程保持平稳性． 下面给出更为直接的判断向量
MRS-GARCH模型的持续性的结论．

令 N × N维正定对称矩阵 槇Ht 表示向量 Y t 的

协方差矩阵，Hi，t 表示 Y t 在状态 i即 st = i时的协
方差矩阵．存在 k个状态时向量 Y t的协方差矩阵，

其形式为
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vec( 槇Ht ) = ∑
k

i = 1
vec( Hi，t ) p( st = i | Φt －1 )

= ∑
k

i = 1
vec( Hi，t ) pii ( 17)

容易看出向量 MRS-GARCH 过程 Y t 的协方

差矩阵 槇Ht实际上是 k个状态下协方差矩阵Hi，t依

据其状态概率为权重的加权和． 下面给出向量
MRS-GARCH过程满足协方差平稳性的充分条件．
定理 1 已知向量MRS-GARCH过程在每一

个状态 st = i( i = 1，…，k) 对应的概率Pii，每个状

态下向量 GARCH 过程的特征方程 dec | I －

A( i) ( λ) － B ( i) ( λ) | = 0的特征根 λ i1，λ i2，…，λ in，

n = N2，( i = 1，2，…，k) ，A( i) ，B( i) 为状态 i时向量
GARCH过程协方差矩阵方程的系数矩阵．
令

λ*
i = max{ λ i1，λ i2，…，λ ik}

若 |∑
k

i = 1
pii·λ

*
i | ＜ 1，则向量MRS-GARCH过程平

稳，即关于波动非持续．
证明 向量 Y t 的协方差矩阵形式为

vec( 槇Ht ) = ∑
k

i = 1
vec( Hi，t ) pii =

∑
k

i = 1
pii［W

( i)
0 + A( i) ( L) vec( 槇ut，槇u't ) +

B ( i) ( L) vec( Hi，t) ］

其中 Hi，t 为在状态 i即 st = i时的协方差矩阵．
向量MRS-GARCH过程的系数矩阵的特征多

项式为

∑
k

i =1
piidet | I － A( i) ( λ) － B( i) ( λ) | = 0 ( 18)

令各状态下的 GARCH过程的系数矩阵的特
征值为 λ i1，λ i2，…，λ in，n = N2，i = 1，2，…，k．
由式( 18) 可得到向量 MRS-GARCH 过程的

系数矩阵的最大特征值为∑
k

i = 1
piiλ

*
i ，由向量

GARCH过程的性质［13］，当且仅当特征方程 det | I
－ A( i) ( λ) － B( i) ( λ) | = 0的根都在单位圆内，Yt

是协方差平稳的． 令 λ*
i = max{ λ i1，λ i2，…，λ ik}

为系数矩阵的特征值的最大值，则相当于要求 |
λ*

i | ＜ 1，由此可得若 | ∑
k

i = 1
pii，λ

*
i | ＜ 1，则向量

MRS-GARCH过程 Y t 是协方差平稳的，从而关于

波动非持续
［28］． 证毕．

定理 1 说明对于向量 MRS-GARCH( k，p，q)
过程，并不要求每个状态下的波动持续性参数都

满足 | λ*
i | ＜ 1，某些状态下的条件波动可以是单

整的甚至是易波动的，但是平均起来这些状态的

概率分布应该满足 | ∑
k

i = 1
pii，λ

*
i | ＜ 1，即若某些状

态存在较大的波动性参数值，但是这些状态必需

有足够小的概率．
在向量MRS-GARCH模型持续性研究的基础

上，进一步讨论其关于方差的协同持续性．

4 向量MRS-GARCH(k，p，q) 模
型的协同持续性

根据投资组合理论，通过资产多样化可分散

市场风险，但Lamoureux［29］与Karnasons［30］指出:
组合投资在使市场风险分散化的同时，却伴生了

组合资产收益波动持续性增长的倾向，为此波动

的协同持续研究显得尤为重要． 若多元金融时间
序列的各个分量具有波动持续性，而存在一个或

者多个线性组合使他们经过组合后关于波动不具

有持续性时，则称该向量时间序列关于波动是协

同持续的．协同持续性的定义首先由 Bollerslev和
Engle［31］给出． 另外，张世英［32］、李汉东［33－36］ 从
单位根的角度给出了关于多元 GARCH过程协同
持续性的定义．有关协同持续性的研究，在经济和
金融时间序列的建模和分析中有重要的指导意

义，尤其是在动态组合资产投资和资本资产定价

分析中用处极大．
下面给出向量MRS-GARCH过程的存在协同

持续性定理．
定理 2 令 N × 1 维向量

γ =

γ1 st = 1

γ2 st = 2

 
γk st










= k

Y i
t 为状态 i下向量随机过程 Y t 的不同表现形式．
假设在每个状态 st = i( i = 1，2，…，k) 下，向
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量过程 γiY
i
t 的最大特征值为

槇λ*
i ． 若满足条件

| ∑
k

i =1
pii·槇λ*

i | ＜ 1，则向量MRS-GARCH( k，p，q) 过

程是协同持续的，此时向量 γ 称为变结构协同持续
向量．
证明

vec( γγ') 'vec( 槇Ht ) = vec( γγ') '∑
k

i =1
pii［WW( i)0 +

A( i) ( L) vec( 槇ut
槇u't ) + B

( i) ( L) vec( Hi，t) ］

=∑
k

i =1
vec( γiγ'i ) 'pii［W

( i)
0 +A( i) ( L) vec( 槇ut

槇u't ) +

B( i) ( L) vec( Hi，t) ］

=∑
k

i =1
piivec( γiγ'i ) '［W

( i)
0 + A( i) ( L) vec( 槇ut

槇u't ) +

B( i) ( L) vec( Hi，t ) ］ ( 19)

其中 vec( γγ') 表示一个 N2 × 1维向量，Hi，t 为在

状态 i即 st = i时的协方差矩阵，A( i) ，B ( i) 为状态
i 下向量 GARCH 过程协方差矩阵方程的系数
矩阵．
令各状态下的向量［vec( γiγ'i ) vec( Hi，t) ］过程

的 系 数 矩 阵 ［vec( γi γ'i ) 'A
( i) ( L) + vec( γi

γ'i ) 'B
( i) ( L) ］的特征值为 槇λ i1，槇λ i2，…，槇λ in，n = N2，

i = 1，2，…，k．

令 槇λ*
i = max{ 槇λ i1，槇λ i2，…，槇λ ik} ，由协同持续

定义，若 | 槇λ*
i | ＜ 1，则在状态 i下向量 GARCH过

程协同持续．

［vec( γγ') ' vec( 槇Ht) ］系数多项式矩阵为

∑
k

i =1
pii ( vec( γiγ'i ) 'A

( i) ( L) + vec( γiγ'i ) 'B
( i) ( L) ) ，由

式( 19) 可知其最大特征值为∑
k

i =1
pii 槇λ

*
i ，若其所有特

征根的模都在单位圆内，则向量 MRS-GARCH模型

是协同持续的．即若其满足 | ∑
k

i =1
pii·槇λ*

i | ＜ 1，则向

量MRS-GARCH模型是协同持续的． 证毕．
由定理 2可以看出，对于向量 MRS-GARCH过

程，类似其协方差平稳性质结论，并不要求在每个状

态下都具有协同持续性，但是平均起来这些状态的

概率分布应该满足协方差平稳．

5 实证研究

本文选取2000 － 1 － 4到2008 － 12 － 31期间上
证综合指数和深证成份指数每个交易日的收盘价进

行实证分析，样本数为 2 177，分别用 SH和 SZ表示，
所选数据来自 wind 资讯软件系统． 主要通过
GAUSS8． 0软件及OPTMUM优化包获得实证分析结
果．以 pt 表示 t时刻的收盘价，分别以 p1t，p2t 表示上
证综合指数和深证成份指数的收盘价．根据处理一
般金融数据的方法，为了得到稳定的时间序列，将已

有数据取对数收益率，即把y't = ln( pt /pt－1) 作为因变
量进行估计，以 yt = ( y1t，y2t ) 表示两个指数的对数
收益率．
对两个序列分别用 GARCH( 1，1) 模型估计，沪

市反映波动持续性的 GARCH项系数之和为p =0．
985，深市为 p = 0．990，可见两个序列的波动均具有
很强的持续性．
首先用传统向量 GARCH模型对 2个序列进行

建模．用沪市收益率对深市收益率进行回归，按照规
律，对于尖峰厚尾的非正态分布，用GARCH( 1，1) 模
型就能够刻画其分布，故对残差用 GARCH( 1，1) 模
型拟合，得到回归残差模型为

y1t = 0．004 107 + 0．439 788y2t
σ2

t = 0. 033 058 + 0. 147 033ε2t－1 +
0. 853 476σ2

t

可见残差序列高度持续，则 yt = ( y1t，y2t ) 不存在协
同持续．
下面用向量 MRS-GARCH模型对沪市、深市收

益率进行建模，研究两者之间的协同持续关系．一般
认为股市波动有3种状态，分别用p1，p2，p3表示．对
沪市、深市收益率用向量MRS-GARCH建模，得到结
果为

y1
y( )
2

= 0. 851 02( )0. 861 21
+

u1st
u2s

( )
t

，

ust =
u1st
u2s

( )
t

ust = gs槡 t
槇× ut

g1 = 1，g2 = 4. 2，g3 = 12. 3

槇ut = H1 /2
t υt，υt ～ i． i． d( 0，I2)
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h1t
h12t
h2











t

=
5. 409 3E － 006

0. 078 2
7. 022 9E －









006

+

0. 117 91 0. 651 42 0. 028 6
－ 0. 073 72 0. 321 7 0. 038 9









0. 138 78 0. 091 2 0. 658 2

×

vec( 槇ut－1·槇u't－1) +

0. 861 02 0. 023 3 0. 602 7
0. 848 79 0. 351 1 0. 476 1









0. 910 8 0. 870 21 0. 170 1

h1t－1
h12t－1
h2t－











1

3 个状态之间的转移概率矩阵为

P =
0. 980 727 0 0. 019 273
0. 019 212 0. 974 605 0. 006 183







0 0. 027 697 0. 972 303

状态 1 平均持续时间为 1 / ( 1 － p11 ) ，约为 52
天，状态2的平均持续时间为39天，状态3的平均
持续时间为 36 天，可见状态 1 内波动的稳定性最
强、持续期最长，波动周期向该状态转移的概率也

最大，令 δ = ∑
k

i = 1
pii － 1 = 1. 929 635，表示由

Markov性所导致的异方差存在度．
进一步求出向量 MRS-GARCH 模型中向量

GARCH过程部分的波动性参数为: 状态 1 时
λ*

1 = 0. 069 93，状态 2 时 λ*
2 = 0. 183，状态 3 时

λ*
3 = 0. 051，计算出向量 MRS-GARCH 过程的持
续性参数 λ* = 0. 186，故向量MRS-GARCH过程
波动持续性平稳，即引入 Markov链之后，沪市、深
市收益率存在协同持续性，由此可见波动状态的

转换可能导致序列组合的伪持续性，而考虑了状

态转移之后伪持续性消失．

6 结束语

金融市场的波动具有普遍的方差持续性，因

此研究多个变量的波动性及协同持续性对于金融

风险的防范和金融资产的组合问题具有重要意

义．而由于存在变结构问题，必需将持续性研究与
变结构问题结合起来，分析多个变量之间在不同

阶段内的特定关联属性，以得到变量在不同阶段

不同状态下的波动关系，即联动性．
为了研究各变量在不同阶段的不同波动关

系，本文构建了向量MRS-GARCH模型，该模型可
以在平稳波动状态和剧烈波动状态之间转换，能

够更好地模拟和预测波动在高、低波动状态之间
的转换以及制度、政策变迁引起的状态跳跃或转
换时的特征．
本文运用滤波技术推导了模型的参数估计

过程，给出了具体极大似然函数估计方法． 从状
态持续时间和引入 Markov链的向量 GARCH 过
程持续性两个方面探讨了向量 MRS-GARCH 模
型的持续性，提出了向量 MRS-GARCH 过程的
衰减速度指数，得出了向量 MRS-GARCH 过程
满足协方差平稳性和协同持续性的充分必要条

件，指出了向量 MRS-GARCH 过程并不要求在
每个状态下保持平稳或协同持续，但是平均起

来所有状态下的概率分布应该满足平稳性和持

续性的条件．最后进行了实证研究，证实用向量
MRS-GARCH模型建模之后，沪市、深市存在变
结构协同持续性，即在考虑了状态转移之后伪

持续性消失．
本文考虑的 Markov链转移概率为恒定转移

概率，即假设转移概率是固定不变的，可以更一

般地考虑转移概率是时变的，即依赖于某些外

生或预先确定的变量，从而能够更好地描述金

融时间序列的状态跳跃性，这也是非常值得研

究的领域．
另外，有待更进一步地研究关于基于 Markov

转换机制的向量金融时间序列高阶矩阵模型的持

续性与协同持续性问题．这对于金融市场、风险管
理、资产投资组合都具有良好的理论意义和应用
价值．
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Research on volatility persistence of vector MRS-GARCH model

JIANG Xiao-gan，CAI Yu
School of Economics and Management，Southeast University，Nanjing 210096，China

Abstract: In order to describe the volatility relationship in the different stages between financial variables，this
paper introduces markov conversion mechanism into vector GARCH model to construct the vector MRS-
GARCH model． The paper derives aparameter estimation method of this model with filtering technology，then
studies the persistence of the vector process based on the prediction equation． Next this article explores the
persistence of vector MRS-GARCH model from two aspects of the state duration time and the persistent of vec-
tor GARCH process with markov chain，then puts forward exponential decay rate of the vector MRS-GARCH．
Afterward，the theorem that satisfied coordination of persistent of vector MRS-GARCH process is given and
proved，which can analyze the specific association of financial variables at different stages，and derive the re-
gime-swithing linkages between various financial variables． In the end，this essay uses the vector MRS-
GARCH model to empirically research on Shanghai and Shenzhen stock yield rates，then confirmes that the two
stock markets exizsted co-peresitence after considering state transition．
Key words: vector MRS-GARCH; Markov; structure change; persistent; co-peresitence
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