
第 14 卷第 9 期

2011 年 9 月

管 理 科 学 学 报

JOURNAL OF MANAGEMENT SCIENCES IN CHINA
Vol． 14 No． 9
Sep． 2011

具有相关波动因子的广义随机波动 HJM 模型
①

杨宝臣，苏云鹏
( 天津大学管理与经济学部，天津 300072)

摘要: 基于 Heath-Jarrow-Morton( HJM) 模型框架，将远期利率波动率设定为服从广义均值回归

平方根过程的随机变量，以刻画隐性随机波动因子的动态特性，并通过将漂移项限制条件推广

至波动因子之间，以及利率波动率的变化与利率变动之间存在相关性情况，建立了广义的多因

子 HJM 模型． 在该模型框架下，基于一类特定波动率设定形式将风险中性概率测度下的收益

率曲线表示为服从仿射扩散过程的有限维状态向量的函数形式，并推导出零息债券的准解析

定价公式． 并且，基于市场风险价格的广义仿射设定形式，将以上结果推广至现实概率测度下．
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0 引 言

Heath-Jarrow-Morton( 简记 HJM) ［1］
模型对于

利率期限结构建模具有很好的灵活性，且其模型

参数与可观测市场变量之间往往存在明确的联

系，从而有利于市场环境的理解以及利率衍生品

的定价． 然而，越来越多的研究表明，利率波动率

具有一些传统利率期限结构模型不能刻画的特

性． 传统的 HJM 模型假设利率期限结构由若干个

互不相关的随机波动因子驱动，而实际上这些波

动因子并不总是互不相关的． 对于相关的波动因

子，虽然可以对其进行正交化处理以消除其相关

性，然而这会使其失去原有的经济含义，从而使得

模型参数与可观测市场变量之间的联系变得模糊

不清
［2］． 此外，利率波动率是随机变化的，且与利

率变动相关． 例如，文献［3 － 4］在研究短期利率

动态特性的过程中发现利率的相对波动率与利率

负相关，而绝对波动率却与利率正相关． 最后，利

率波动率中包含一些重要的隐性波动因子． 例如，

文献［5 － 7］发现存在隐性随机波动因子，这些因

子只影响利率衍生品的价格波动而不影响期限结

构的动态特性，而文献［8］从实际利率波动中也

发现存在隐性波动因子．
本文基于 HJM 模型框架，将远期利率波动率

设定为服从广义均值回归平方根过程的随机变

量，从而可以刻画隐性随机波动因子的动态特性;

并通过将漂移项限制条件推广至波动因子之间，

以及利率波动率的变化与利率变动之间存在相关

性情形，建立了一个广义的多因子 HJM 模型．
此外，对于一般的波动率结构设定，HJM 模

型框架下期限结构的动态特性是具有路径依赖性

的，也即非马尔科夫的，这会大大增加模型估计和

定价计 算 的 复 杂 程 度． 鉴 于 此，很 多 学 者 对 将

HJM 模型表示为有限个状态变量的马尔科夫过

程的条件进行了研究，如文献［9 － 21］等． 在以上

研究基础上，本文在所提出的广义 HJM 模型框架

下基于一类特定波动率设定形式将风险中性概率

测度下的收益率曲线表示为服从仿射扩散过程的
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有限维状态向量的函数形式，并推导出零息债券

的准解析定价公式． 并且，本文基于文献［22］提

出的市场风险价格的广义仿射设定形式，将以上

结果推广至现实概率测度下，从而可以使用常用

的经济计量方法对模型进行估计．

1 传统 Heath-Jarrow-Morton 模型

对于有限到期日 T∈［0，∞ ) ，给定一个完备

可测概率空间( Ω，FT，( Ft ) 0≤t≤T，P) 其中 Ω 为状

态空间，P为相应的现实概率测度，FT 为表示可测

事件的 σ代数，( Ft ) 0≤t≤T 为现实概率测度下由 n
维独立标准维纳过程

WP ( t，ωt ) =
［WP

1 ( t，ωt ) ，WP
2 ( t，ωt ) ，…，WP

n ( t，ωt) ］'
生成的右连续完备滤波，ωt 表示维纳过程的路

径． 为简便起见，记现实概率测度下 n 维独立标准

维纳过程向量为

WP ( t) = ［WP
1 ( t) ，WP

2 ( t) ，…，WP
n ( t) ］'

相应的风险中性概率测度下的标准维纳过程向

量为

WQ ( t) = ［WQ
1 ( t) ，WQ

2 ( t) ，…，WQ
n ( t) ］'

在风险中性概率条件下，HJM 模型框架可由

下面的随机微分方程给出

df( t，T) = μ( t，T) dt + σ( t，T) 'dWQ ( t) ( 1)

其中，f( t，T) 为瞬时远期利率( 即在时刻 t 商定的

到期时刻为 T 的瞬时借入或贷出利率) ，μ( t，T)

为远期利率漂移项，σ( t，T) 为远期利率瞬时波动

率向量，而 WQ ( t) 为风险中性概率测度下的标准

维纳过程向量．
由 HJM 框架下无套利漂移项限制条件

μ( t，T) = σ( t，T) '∫
T

t
σ( t，u) du ( 2)

式( 1) 可改写为

df( t，T) = σ( t，T) 'σ( t，T) dt +
σ( t，T) 'dWQ ( t) ( 3)

其中，σ( t，T) = ∫
T

t
σ( t，u) du．

再假设市场风险价格为Λ( t) = ∫
t

0
Γ( s) ds，则

由文献［1］可知

dWQ ( t) = dWP ( t) － Λ( t) dt ( 4)

将式( 4) 代入式( 3) ，可得现实概率条件下的

HJM 模型框架

df( t，T) = σ( t，T) '［σ( t，T) － Λ( t) ］dt +
σ( t，T) 'dWP ( t) ( 5)

其中: Λ( t) 为市场风险价格向量; WP ( t) 为现实

概率测度下的标准维纳过程向量．

2 广义 Heath-Jarrow-Morton 模型

基于 HJM 模型框架，将远期利率波动率设定

为服从广义均值回归平方根过程的随机变量，从

而可以刻画隐性随机波动因子的动态特性，并通

过将漂移项限制条件推广至波动因子之间，以及

利率波动率的变化与利率变动之间存在相关性情

况，建立了广义的多因子 HJM 模型．
设定在风险中性概率条件下，远期利率动态

特性由下面微分方程组描述

df( t，T) = μ( t，T) dt +

∑
N

i = 1
σf i ( t，T) vi ( t槡 ) dWθ

i ( t) ( 6)

dvi ( t) = κi ( θi － vi ( t) ) dt + σvi vi ( t槡 ) ×

( ρv idW
Q
i ( t) + 1 － ρ2v槡 idZ

Q
i ( t) )

( 7)

其中: vi ( t) 为随机波动因素; WQ ( t) 为风险中性

概率测度下的标准维纳过程向量，其各元素之间

相关系数矩阵为 K( t) ; ρv i 为 vi ( t) 与WQ ( t) 的相

关系数; σf i 与 σv i 分别为远期利率与随机波动因

素的波动率因子，ZQ ( t) 为与 WQ ( t) 相互正交的

标准维纳过程向量．
在以上模型框架下，远期利率曲线由 N 个相

关的随机因子驱动，而远期利率波动率则除了由

以上 N 个期限结构因子驱动之外，还受 N 个与之

正交的额外随机因子驱动，从而可以刻画隐性随

机波动因子的动态特性． 此外，远期利率波动率与

远期利率水平变动是相关的．
命题 1 若 μ( t，T) 为广义 HJM 模型( 6) 及

( 7) 中所定义的远期利率漂移项，则有

μ( t，T) = ∑
N

i
∑
N

j
［ρij ( t) vi ( t) vj ( t槡 ) ×

σf i ( t，T) ∫
T

t
σf j ( t，s) ds］ ( 8)
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其中，σf i 为远期利率波动率因子; vi ( t) 为随

机波动因素; ρij ( t) 为维纳过程向量 WQ ( t) 各元

素之间相关系数矩阵 K( t) 的元素，也即 WQ ( t)
的第 i 个和第 j 个元素间的相关系数．

证明 见附录 A．
命题 1 基于 HJM 模型框架，在对隐性随机波

动因子动态特性进行刻画的基础上，将远期利率

的漂移项限制条件推广至波动因子之间，以及利

率波动率的变化与利率变动之间存在相关性情

况，从而建立了广义的多因子 HJM 模型，具有如

下理论和实际意义．
1) 该广义 HJM 模型允许波动因子之间存在

相关关系，因此可利用具有实际经济意义但彼此

相关的波动因子对固定收益证券及利率衍生品进

行定价和风险管理． 例如，无风险利率和信用利差

是驱动企业债券价格变动的两个主要因素，因此

在对企业债券及其相关衍生品进行定价及风险管

理时，以无风险利率和信用利差作为企业债券的

利率期限结构的驱动因素会使得模型及其参数的

经济含义更加直接和容易理解，并有利于相关衍

生品的定价． 然而，实证研究表明，无风险利率和

信用利差之间存在显著的负相关关系，因此传统

的 HJM 模型框架需要对其进行正交化处理以消

除其相关性，但是这会使其失去原有的经济含义，

不利于利率风险和违约风险的测度及分析，从而

不利于企业债券及其相关衍生品的定价及风险管

理，而命题 1 所给出的广义 HJM 模型框架则有效

解决了以上问题;

2) 该广义 HJM 模型允许利率波动率的变化

与利率变动之间存在相关性，有利于解决远期利

率分布的厚尾问题，从而减小固定收益证券及利

率衍生品的定价偏差;

3) 该广义 HJM 模型引入了隐性随机波动因

子，因此可基于衍生品价格的历史数据对隐性随

机波动因子的动态特性进行刻画，从而提高衍生

品的定价精度和风险管理效果．

3 广义 HJM 模型的有限维马尔科

夫仿射实现

基于一类特定波动率设定形式将风险中性概

率测度下的收益率曲线表示为服从马尔科夫仿射

扩散过程的有限维状态向量的函数形式，并推导

出零息债券的准解析定价公式．
定义1 称一个HJM 模型A 是可 d 维仿射实

现的，如果对于某个 d∈N + ，存在一个Ft 可测的 d
维随机过程 z( t) 以及一个仿射函数Φ ∶ R + × R + ×
Rd→R + ，使得

r( t，τ) = Φ( t，τ，z( t) )

= h0 ( t，τ) + h( t，τ) 'z( t) ( 9)

其中，h0 ( t，τ) ∈R 和 h( t，τ) ∈Rd
均是确定性函

数．
引理1 一个HJM 模型A 是可 d 维仿射实现

的，如果其波动率向量 V( t，τ) 的各元素 σi ( t，τ)

均满足条件: 对于每一个 i∈ { 1，…，n} ，则总存在

di ∈ R + 使得 σi ( t，τ) 关于 τ 满足 di 次可微，且满

足下面 di 阶齐次线性微分方程

Liσi ( t，τ) = 0 ( 10)

其中

Li = di
τdi

－∑
di－1

j = 0
kij ( τ) 

j

τ j

kij ( τ) 为连续的确定性函数．
证明 参见文献［20］中命题 1．
此外，对于一般的波动率结构设定，HJM 模

型框架下期限结构的动态特性是具有路径依赖性

的，也即非马尔科夫的，这会大大增加模型估计和

定价计算的复杂程度
［23－25］． 鉴于此，很多学者研

究了将 HJM 模型表示为有限个状态变量的马尔

科夫过程的条件，如文献［9 － 21］等． 由以上研究

并引理 1 可知，在 HJM 模型框架下对远期利率曲

线进行有限维马尔科夫仿射实现的充要条件为

σf i ( t，T) = pn ( T － t) e －γi( T－t) ( 11)

其中 pn ( τ) 为 τ 的 n 阶多项式．
为简便起见，本文设定 n = 1，也即

σfi ( t，T) = ( α0i + α1 i ( T － t) ) e －γi( T－t) ( 12)

以上波动率结构设定包含的范围十分广泛，

并可以刻画利率期限结构可能遭受的各种类型的

波动冲击，包括对于利率衍生品定价十分重要的

驼型冲击
［26］．

基于以上波动率结构设定，可以对式( 6) 及

( 7) 所定义的广义HJM模型进行有限维马尔科夫

仿射实现，如命题 2 所示．
命题 2 在式( 12) 所设定的波动率结构条
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件下，式( 6) 及( 7) 所定义的广义 HJM 模型具有

如下马尔科夫仿射实现

f( t，T) = f( 0，T) +∑
N

i = 1
Cxi ( T － t) xi ( t) +

∑
N

i = 1
Cφi ( T － t) φi ( t) +

∑
5

k = 1
∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
Ck

ij
( T － t) k

ij ( t) ( 13)

其中

Cxi ( τ) = ( α0i + α1iτ) e －γiτ ( 14)

Cφi ( τ) = α1ie
－γiτ ( 15)

C1
φij ( τ) = 1

γ j
( α0i + α1iτ) ×

α0j +
α1 j

γ( )
j

e －γiτ ( 16)

C2
φij ( τ) = － 1

γ j
［α0i α0j +

α1 j

γ( )
j

+

α0iα1j + α1iα0j +
α1iα1 j

γ( )
j

τ +

α1iα1 j

γ j
τ2］e － ( γi +γ j) τ ( 17)

C3
ij

( τ) =
α1i

γ j
α0j +

α1 j

γ( )
j

e －γiτ ( 18)

C4
φij ( τ) = － 1

γ j
( α0iα1j + α1iα0j +

α1iα1 j

γ j
+ 2α1iα1 jτ) e － ( γi +γ j) τ ( 19)

C5
ij

( τ) = －
α1iα1 j

γ j
e － ( γi +γ j) τ ( 20)

而状态变量服从以下随机过程

dxi ( t) = － γi xi ( t) dt + vi ( t槡 ) dWQ
i ( t) ( 21)

dφi ( t) = ( xi ( t) － γiφi ( t) ) dt ( 22)

d1
ij ( t) = ［ρij ( t) vi ( t) vj ( t槡 ) －

γi
1
ij ( t) ］dt ( 23)

d2
ij ( t) = ［ρij ( t) vi ( t) vj ( t槡 ) －

2γi
2
ij ( t) ］dt ( 24)

d3
ij ( t) = ( 1

ij ( t) － γi
3
ij ( t) ) dt ( 25)

d4
ij ( t) = ( 2

ij ( t) － 2γi
4
ij ( t) ) dt ( 26)

d5
ij ( t) = ( 24

ij ( t) － 2γi
5
ij ( t) ) dt ( 27)

且初始条件为

xi ( 0) = φi ( 0) = 1
ij ( 0) = … = 5

ij ( 0) = 0
证明 见附录 B．
注意到，命题 2 中的辅助状态变量 φi ( t) ，

1
ij ( t) ，2

ij ( t) ，…，5
ij ( t) 刻 画 了 模 型 状 态 变 量

xi ( t) 和 vi ( t) 的历史路径信息，而以上辅助状态

变量表达式中不含随机驱动项，也即局部确定性

变量，因此命题 2 通过将这些辅助状态变量引入

模型状态空间，对式 ( 6) 和 ( 7) 所定义的广义

HJM 模型进行了有限维马尔科夫仿射实现，使其

具有很好的解析特性，从而为利用蒙特卡洛模拟

对诸如互换期权、资产抵押证券等复合衍生品进

行定价提供了便利．
由式( B． 2) 可知时刻 t 到期时刻为 T 的零息

债券价格可表示为

B( t，T) = exp － ∫
T

t
f( t，s) d{ }s

= B( 0，T)
B( 0，t) {exp ∑

N

i = 1

槇Cxi ( T － t) xi ( t) +

∑
N

i = 1

槇Cφi ( T － t) φi ( t) +

∑
5

k = 1
∑
N

i = 1
∑
N

j = 1

槇Ck
ij

( T － t) φk
ij ( t) }

( 28)

其中

槇Cxi ( τ) = 1
γi

［( α0i +
α1i

γi
) ( e －γiτ － 1) + τe －γiτ］

( 29)

槇Cφi ( τ) =
α1i

γi
( e －γiτ － 1) ( 30)

C1
ij

( τ) = 1
γiγ j

( α0 j +
α1 j

γ j
) ×

［( α0 i +
α1i

γi
) ( e －γiτ － 1) + α1iτe

－γiτ］
( 31)

C2
ij

( τ) = － 1
γ j ( γi + γ j ) { α0i ( α0j +

α1j

γ j
) ( e － ( γi +γ j) τ － 1) + ( α0i + α1 j + α1 iα0j +

α1 iα1j

γ j
+
2α1 iα1j

γi + γ j
) ×

［τe － ( γi +γ j) τ + 1
γi + γ j

( e － ( γi +γ j) τ － 1) ］+ α1iα1jτ
2e － ( γi +γ j) τ} ( 32)
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C3
ij

( τ) =
α1i

γiγ j
( α0 j +

α1 j

γ j
) ( e －γiτ － 1) ( 33)

C4
ij

( τ) = － 1
γ j

( α0iα1j + α1iα0j +
α1 iα1j

γ j
+

2α1iα1jτ) e － ( γi +γ j) τ ( 34)

C5
ij

( τ) = －
α1 iα1j

γ j
e － ( γi +γ j) τ ( 35)

对式( 28) 应用伊藤定理进行微分，可得零息

债券价格 B( t，T) 服从以下随机过程

dB( t，T)
B( t，T)

= r( t) dt +

∑
N

i = 1

槇Cxi ( T － t) vi ( t槡 ) dWQ
i ( t) ( 36)

4 市场风险价格的设定

基于文献［22］提出的市场风险价格的广义

仿射设定形式，将以上结果推广至现实概率测度

P 下，从而可以利用常用的经济计量方法对模型

进行估计，以便于实际应用模型．
令 ΛWi 和 ΛZi 分别为维纳过程 W 和 Z 所对应

的市场风险价格，也即

dWQ
i ( t) = dWP

i ( t) － ΛWi ( t) dt ( 37)

dZQ
i ( t) = dZP

i ( t) － ΛZi ( t) dt ( 38)

为在概率测度转换时不改变状态向量动态特

性的仿射结构，本文设定市场风险价格 ΛWi 和 ΛZi

具有如下广义仿射形式

ΛWi ( t) =
λwi0 + λwixxi ( t) + λwivvi ( t)

vi ( t槡 )
( 39)

ΛZi ( t) = 1
1 － ρ2v槡 i vi ( t槡 )

×

{ λzi0 + λzivvi ( t) － ρvi［λwi0 +
λwixxi ( t) + λwivvi ( t) ］ ( 40)

其中: 状态变量 xi ( t) 和 vi ( t) 以及相关系数 ρvi 如

上文定义; λwi0、λwix 和 λwiv 以及 λzi0 和 λziv 分别为

市场风险价格 ΛWi 和 ΛZi 的设定参数．
由以上设定可知，在现实概率测度 P 下，状态

变量 xi ( t) 和 vi ( t) 服从以下随机过程

dxi ( t) = ( ηP
i + κP

xi xi ( t) + κP
xvi vi ( t) ) dt +

vi ( t槡 ) dWP
i ( t) ( 41)

dvi ( t) = κP
i ( θPi － vi ( t) ) dt + σvi vi ( t槡 ) ×

( ρvidW
P
i ( t) + 1 － ρ2v槡 idZ

P
i ( t) ) ( 42)

其中，参数 κi、θi、σvi 以及 γi 如上文定义，ηP
i =

λwi0，κP
xi = λwix － γi，κ

P
xvi = λwiv，κ

P
i = κi － σviλziv 以

及 θPi =
κiθi + σviλzi0

κP
i

，且满足以下条件

2κiθi ≥ σ2
vi ( 43)

2κP
i θ

P
i ≥ σ2

vi ( 44)

由于 φi ( t) ，1
ij ( t) ，…，5

ij ( t) 表达式中不显

性含有随机驱动项，因此其所服从的随机过程表

达式在概率测度变换过程中并不发生改变．

5 模型实例

本文提出的广义 HJM 模型框架所包含的范

畴十分广泛，通过对模型参数进行相应设定即可

得到许多重要的利率期限结构模型，以下给出了

几个模型实例．
5． 1 具有随机波动率的连续时间 Ho-Lee 模型

当 N = 1，α01 = 1，α11 = 0，γ1 = 0，ρvi = 0，

且 WQ ( t) 各元素之间互不相关时，由式 ( A． 21)

及( 7) 可知远期利率 f( t，T) 服从以下随机过程

df( t，T) = ( T － t) v( t) dt + v( t槡 ) dWQ ( t)
( 45)

dv( t) = κ( θ － v( t) ) dt + σv1 v( t槡 ) dZQ ( t)

( 46)

式( 45) 和( 46) 即为具有随机波动率的连续

时间 Ho-Lee 模型
［27］．

5． 2 具有随机波动率的 Hull-White 模型

当 N = 1，α01 = 1，α11 = 0，ρvi = 0，且

WQ ( t) 各元素之间互不相关时，由式 ( A． 21) 及

( 7) 可知远期利率 f( t，T) 服从以下随机过程

df( t，T) = 1
γ1

( e －γ1( T－t) － e －2γ1( T－t) ) ×

v( t) dt + v( t槡 ) e －γ1( T－t) dWQ ( t) ( 47)

dv( t) = κ( θ － v( t) ) dt +

σv1 v( t槡 ) dZQ ( t) ( 48)

式( 47) 和( 48) 即为文献［28］提出的具有随

机波动率的 Hull-White 模型
［29］．

5． 3 广义随机波动模型

当WQ( t) 各元素之间互不相关时，由式( A．21)
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及( 7) 可知远期利率 f( t，T) 服从以下随机过程

df( t，T) = (∑
N

i =1
vi ( t) σfi ( t，T) ×

∫
T

t
σfj ( t，s) ds) dt +

∑
N

i =1
σfi ( t，T) vi ( t槡 ) dWQ

i ( t) ( 49)

dvi ( t) = κi ( θi － vi ( t) ) dt + σvi vi ( t槡 ) ×

( ρvidW
Q
i ( t) + 1 － ρ2v槡 idZ

Q
i ( t) )

( 50)

式( 49) 和( 50) 即为文献［30］提出的广义随

机波动模型．
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Generalized Heath-Jarrow-Morton model with stochastic volatility and corre-
lated factors

YANG Bao-chen，SU Yun-peng
College of Management and Economics，Tianjin University，Tianjin 300072，China

Abstract: Heath-Jarrow-Morton model is generalized by extending the no-arbitrage drift restriction with nonze-
ro instantaneous correlations between volatility factors and setting forward rate volatilities subject to generalized
mean-reverting square-root processes and correlated with innovations to forward rates． In the framework above，

the dynamics of the term structure under the risk-neutral probability measure are described in terms of a finite
number of state variables that jointly follow an affine diffusion process under a certain volatility specification，

and a quasi-analytical formula for zero coupon bond prices is derived based on transform techniques． Then the
result is further generalized to the case under the actual probability measure through the extended affine market
price of risk specification．
Key words: Heath-Jarrow-Morton model; stochastic volatility; correlation; Markovian transformation;

affine realization
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附录 A
为简便起见，不妨令

V( t，T) = ［σf1 ( t，T) v1 ( t槡 ) ，σf2 ( t，T) v2 ( t槡 ) ，…，σfN ( t，T) vN ( t槡 ) ］' ( A． 1)

则式( 6) 可改写为

df( t，T) = μ( t，T) dt + V( t，T) 'dWQ ( t) ( A． 2)

由式( 4) 可知

df( t，T) = ［μ( t，T) － V( t，T) 'Λ( t) ］dt + V( t，T) 'dWP ( t) ( A． 3)

令 α( t，T) = μ( t，T) － V( t，T) 'Λ( t) ，则式( A． 3) 可改写为

df( t，T) = α( t，T) dt + V( t，T) 'dWP ( t) ( A． 4)

式( A． 4) 可进一步改写为随机积分形式

f( t，T) = f( 0，T) + ∫
t

0
α( s，T) ds + ∫

t

0
V( s，T) 'dWP ( s) ( A． 5)

假设在时刻 t 到期时刻为 T 的零息债券价格可表示为 B( t，T) = exp － ∫
T

t
f( t，s) d( )s ，则由莱布尼兹微分法则可知

d( ln B( t，T) ) = f( t，t) － ∫
T

t


t

f( t，s) d[ ]s dt = f( t，t) dt － ∫
T

t
df( t，s) ds ( A． 6)

分别利用式( A． 5) 和( A． 4) 表示 f( t，t) 和 df( t，s) 并代入式( A． 6) 中，可得

d( lnB( t，T) ) = f( 0，t) dt + ∫
t

0
α( s，t) dsdt + ∫

t

0
V( s，T) 'dWP ( s) dt －

∫
T

t
α( t，s) dtds + ∫

T

t
V( t，s) 'dWP ( t) ds ( A． 7)

整理式( A． 7) 可得

d( lnB( t，T) ) = f( 0，t) + ∫
t

0
α( s，t) ds + ∫

t

0
V( s，t) 'dWP ( s) － ∫

T

t
α( t，s) d[ ]s dt － ∫

T

t
V( t，s) 'dWP ( t) ds ( A． 8)

对式( A． 8) 应用伊藤定理可得零息债券价格的随机微分方程

dB( t，T)
B( t，T)

= f( 0，t) + ∫
t

0
α( s，t) ds + ∫

t

0
V( s，t) 'dWP ( s) － ∫

T

t
α( t，s) d[ ]s dt － ∫

T

t
V( t，s) 'dWP ( t) ds + 1

2 ∫
T

t
V( t，s) 'dWP ( t) d( )s 2

( A．9)

又由于∫
T

t
V( t，s) 'dWP ( t) ds 为标量，因此有

∫
T

t
V( t，s) 'dWP ( t) d( )s 2

= ∫
T

t
V( t，s) '( )d dWP ( t[ ]) ( dWP ( t) ) ' ∫

T

t
V( t，s) d( )[ ]s

= ∫
T

t
V( t，s) 'd( )s ［dWP ( t) ( dWP ( t) ) '］ ∫

T

t
V( t，s) d( )s ( A． 10)

由 dWP ( t) ( dWP ( t) ) ' = dWQ ( t) ( dWQ ( t) ) ' = K( t) dt 可知②

∫
T

t
V( t，s) 'dWP ( t) d( )s 2

= ∫
T

t
V( t，s) 'd( )s K( t) ∫

T

t
V( t，s) d( )s dt ( A． 11)

dB( t，T)
B( t，T)

= f( 0，t) + ∫
t

0
α( s，t) ds + ∫

t

0
V( s，t) 'dWP ( s) － ∫

T

t
α( t，s) ds + 1

2 ∫
T

t
V( t，s) 'd( )s K( t) ∫

T

t
V( t，s) d( )[ ]s dt －

∫
T

t
V( t，s) 'dWP ( t) ds ( A． 12)

在 n 维希尔伯特空间 Hn
上定义算子 D，使得对于所有 V(·，·) ∈ Hn，均有

D［V( t，T) ］ = f( 0，t) + ∫
t

0
α( s，t) ds － ∫

T

t
α( t，s) ds + ∫

t

0
V( s，t) 'dWP ( s) + 1

2 ∫
T

t
V( t，s) 'd( )s K( t) ∫

T

t
V( t，s) d( )s

( A． 13)

由希尔伯特空间表示定理可知，存在 n 维有界随机过程 槇Λ( t) ，t∈［0，T］，使得

D［V( t，T) ］ = ( 槇Λ( t) ) '∫
T

t
V( t，s) ds ( A． 14)
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由式( A． 13) 及( A． 14) 可知

( 槇Λ( t) ) '∫
T

t
V( t，s) ds = f( 0，t) + ∫

t

0
α( s，t) ds － ∫

T

t
α( t，s) ds + ∫

t

0
V( s，t) 'dWP ( s) + 1

2 K( t) ∫
T

t
V( t，s) 'ds∫

T

t
V( t，s) ds

( A． 15)

由式( A． 14) 可知，槇Λ( t) 表示债券价格变动漂移率与波动风险之间的比率，也即市场风险价格，因此有

Λ( t) = 槇Λ( t) ( A． 16)

对式( A． 15) 两边同时关于 T 进行微分，整理可得

α( t，T) = ( V( t，T) ) 'K( t) ∫
T

t
V( t，s) ds － ( V( t，T) ) 'Λ( t) ( A． 17)

将式( A． 17) 代入式( A． 4) 中，可得

df( t，T) = ( V( t，T) ) 'K( t) ∫
T

t
V( t，s) ds － ( V( t，T) ) 'Λ( t[ ]) dt + V( t，T) 'dWP ( t) ( A． 18)

也即

df( t，T) = ( V( t，T) ) 'K( t) ∫
T

t
V( t，s) d[ ]s dt + V( t，T) '( dWP ( t) － Λ( t) dt) ( A． 19)

由式( 4) 可知

df( t，T) = ( V( t，T) ) 'K( t) ∫
T

t
V( t，s) d[ ]s dt + V( t，T) 'dWQ ( t) ( A． 20)

也即

df( t，T) = ∑
N

i = 1
∑

N

j = 1
ρij ( t) vi v槡 jσfi ( t，T) ∫

T

t
σfj ( t，s) d( )s dt +∑

N

i = 1
σfi ( t，T) vi ( t槡 ) dWQ

i ( t) ( A． 21)

命题得证． 证毕．

附录 B
将式( 12) 代入式( 8) 中，整理可得

μ( t，T) = ρij ( t) vi ( t) vj ( t槡 ) { α0i

γ j
α0j +

α1j

γ( )
j

( e －γi( T－t) － e － ( γi+γj) ( T－t) ) －
α0i α1j

γ j
( T － t) e － ( γi+γj) ( T－t) +

α1i

γ j
α0j +

α1j

γ( )
j

( T － t) ( e －γi( T－t) － e － ( γi+γj) ( T－t) ) －
α1i α1j

γ j
( T － t) 2 e － ( γi+γj) ( T－t) } ( B． 1)

由式( B． 1) 可知远期利率曲线可表示为

f( t，T) = f( 0，T) + ∫
t

0
μ( s，T) ds +∑

N

i = 1
∫
t

0
σfi ( s，T) vi ( s槡 ) dWQ

i ( s)

= f( 0，T) +∑
N

i = 1
Cxi ( T － t) xi ( t) +∑

N

i = 1
Cφi ( T － t) φi ( t) +∑

5

k = 1
∑

N

i = 1
∑

N

j = 1
Ck
ij ( T － t) k

ij ( B． 2)

其中，Cxi ( T － t) ，Cφi ( T － t) ，C1
ij ( T － t) ，…，C5

ij ( T － t) ． 由式( 14) － ( 20) 定义，且有

xi ( t) = ∫
t

0
vi ( s槡 ) e －γi( t－s) dWQ

i ( s) ( B． 3)

φi ( t) = ∫
t

0
vi ( s槡 ) ( t － s) e －γi( t－s) dWQ

i ( s) ( B． 4)

1
ij ( t) = ∫

t

0
ρij ( s) vi ( s) vj ( s槡 ) e －γi( t－s) ds ( B． 5)

2
ij ( t) = ∫

t

0
ρij ( s) vi ( s) vj ( s槡 ) e － ( γi+γj) ( t－s) ds ( B． 6)

3
ij ( t) = ∫

t

0
ρij ( s) vi ( s) vj ( s槡 ) ( t － s) e －γi( t－s) ds ( B． 7)

4
ij ( t) = ∫

t

0
ρij ( s) vi ( s) vj ( s槡 ) × ( t － s) e － ( γi+γj) ( t－s) ds ( B． 8)

5
ij ( t) = ∫

t

0
ρij ( s) vi ( s) vj ( s槡 ) × ( t － s) 2 e － ( γi+γj) ( t－s) ds ( B． 9)

对式( B． 3) –( B． 9) 应用伊藤定理进行微分即可得式( 21) –式( 27) ． 命题得证． 证毕．
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