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摘要: 在一般的占线中位选址问题模型的基础上，基于实际选址问题是限制在一个欧氏平面
上进行选址决策的现实背景，提出并研究了欧氏平面上的占线中位选址问题．通过对问题的结
构特性的研究，设计了一个多项式时间的竞争算法，证明了该算法具有较好的常数竞争比．
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0 引 言

选址问题是组合优化、管理科学等诸多领域
中的重要问题，在网络结构分析、企业战略规划等
多方面都有着广泛应用［1 － 4］． k -median( k -中位)
问题是其中的一个最基本的经典选址问题模型．
占线中位选址模型( online median problem②) 是近
年来才开始考虑的一类新的重要模型［5］，与经典

的同时( simultaneous) 选址 k -中位问题模型不同
的是占线中位问题是多阶段的选址决策问题模

型，考虑的实际背景是首先选址决策者建立初始

中位，然后在此基础上增加建设新的设施，同时不

拆除已经建立好的设施． 在此背景下，占线中位
选址问题模型将实际选址决策考虑成是个多阶段

的选址中位序列优化问题，模型的输出是选址中

位增加序列，目标是保证该选址序列的各个阶段

的费用都同在该阶段的最优选址方案所对应的费

用都相差不远．对每一个给定的待选址中位个数
k，考虑序列的 k 元前序的费用同相应的最优 k -
中位模型解费用的比值，定义序列的竞争比为所

有这些 k值中的最大比值．显然，该竞争比应越小
越好． 该模型自从被提出后，受到了越来越多的

研究和重视，如文献［6 － 10］．
在以往针对占线中位选址问题模型的研究

中，问题的输入是给定的网络，即直接给定离散网

络图和图上边的长度． 本文考虑将该网络限制在
一个欧氏平面上，即考虑所有的待选址点落在同

一个欧氏平面，这样每一个点可赋予一个平面坐

标，同时该点的位置可以由坐标数据唯一确定，两

点间的距离可以由两点间的欧氏距离决定． 该问
题是以往一般性的占线中位问题下具有新的附加

特定输入结构的问题．该问题更加符合现实，这是
因为实际的选址问题输入本身就是一个限制在欧

氏空间中的优化决策问题，而后者的应用广泛出

现在如网络可靠控制、集成电路设计、网络布局等
诸多领域［1 － 2，11 － 12］．
注意到即使是限制在欧氏空间上，欧氏平面

上的离散 k-median仍然是 NP-hard 的［13］，因此对
欧氏平面上的占线中位问题的研究仍然非常困

难． 本文将分析欧氏平面上占线中位问题的结构
特性，设计出多项式时间的竞争算法，最后证明该

算法具有常数竞争比，该竞争比结果改进了已有

的结果．
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1 欧氏平面上的占线中位选址问题
模型及相关研究

定义 1 定义欧氏平面上的离散度量 k -me-
dian问题为: 给定欧氏平面上的一个有限点集
U = { x1，x2，…，xn} ，xi ∈ Ｒ2 ，以及相应的正权

重 w( x1 ) ，w( x2 ) ，…，w( xn ) ∈ Ｒ+ ，对该平面上任

意两点 A和 B，设其坐标向量分别是 a与 b，则其
距 离 定 义 为 d( A，B) = ‖a － b‖ =

( a － b) T ( a－b槡 ) ． 给定待选址个数 k，1≤k≤
n，在所有元素个数至多为 k的 U的子集合中，最
小化下述目标函数

cost( S) = ∑
x∈U

d( x，S) w( x)

这里，点 x到点集 S的距离定义为 d( x，S) =
min
y∈S

d( x，y) ． 与此相对应的一般的离散度量 k -

median问题的输入是同时给定有限点集 U 及 U
上的边的权重，并假设该边的权重满足度量的条

件．由于欧氏平面上的 k -median问题边的权重此
时计算采用的是欧氏距离函数，它必定构成一个

度量，因此欧氏平面上的离散度量 k -median 问题
同样也是离散度量 k -median问题．
定义 2［5 －10］ 定义一般的度量空间占线中位选

址问题为: 给定离散度量 k -median 问题的实例，寻
求一个待选址集合序列 Fi ，i = 1，2，…，n，使得

| Fi |≤i ( 定义符号 S 表示点集合 S中的点的个

数) ，F1F2…FnU，且 cost( Fi ) ≤r × opti，
其中 opti 是 i -median 问题的最优解费用，r≥ 1
是常数，称之为竞争比，目标是使得 r越小越好．
本文考虑的问题即是将定义 2 中待选址集合

限制在定义 1 所定义的欧氏平面上，此时定义 2
中的 opti即是欧氏平面上的 i -median问题的最优
解费用．同样，由于欧氏平面上的相应问题边权重
的输入满足度量的要求，因此对一般的度量空间

下占线中位选址问题成立的结论，对本文研究的

问题也同样成立．
针对一般的度量空间占线中位选址问题，

Mettu和 Plaxton［5］给出了多项式时间下竞争比是
29． 98 的竞争算法，Chrobak 等［7］和 Lin 等［8］独立
给出了竞争比是 8c 的竞争算法，其中 c 是 k -me-

dian问题能够达到的近似比，代文强等［6］给出了
略好于上述的结果． Lin 等［8］同时给出了竞争比
为 16 的多项式时间竞争算法． 针对欧氏平面上
的占线中位问题，以往还没有文献进行专门研究，

但根据如上的研究结果可知，由于欧氏平面上的

k -中位问题存在多项式近似方案( PTAS) ［14 － 15］，

即对任意给定的 ε ＞ 0 ，算法能在多项式时间内
给出近似比为( 1 + ε ) 的近似解，因此，此时的 c
可取为 1 + ε，故根据以往的文献，欧氏平面上的
占线中位选址问题存在竞争比至多为 29． 86、8 和
16 的竞争算法．
本文将对这个问题进行研究，通过对问题的

一个结构特征进行分析，给出一个多项式时间下

的竞争算法，最后证明算法具有的常数竞争比至

多为 槡4 2≈5． 65，因此极大地改进了已有的结果．

2 一些定义及性质

定义 3 对给定的欧氏平面上离散 k -median
选址问题，分别定义 Δe和 Δw表示给定点集间的最

大相对距离和最大相对权重．即

Δe = maxdistance
mindistance ，Δw = maxweight

minweight
其中

maxdistance = max
u，v∈U

d( u，v) ，

mindistance = min
u，v∈U，u≠v

d( u，v) ，

maxweight = max
x∈U

w( x) ，

minweight = min
x∈U

w( x)

下面的引理 1 来自于文献［6］，其证明这里
省略．
引理 1 若 1≤ i≤ n － 1 ，有 opti+1 ≤ opti 且

有 opt1 ≤ ( n － 1) ΔeΔwoptn－1 ．
定义 4 对任意的一个集合 Y 和点 x，定义

dY ( x) 表示集合 Y中距离 x最近的点，即
d( x，dY ( x) ) = d( x，Y) = min

y∈Y
d( x，y)

定义 5 对给定的 median问题的解 F，f∈
F，定义 π －1

F ( f) 表示在解 F 下，由 f 服务的点的
集合，即

π－1
F ( f) =
{ x | x∈U，d( x，f) ＜ d( x，g) ，g∈F，f≠g}

—98—第 9 期 代文强等: 欧氏平面上的占线中位选址问题分析



定义 6 记 costX ( Y) 表示选址点集为 Y，服
务点集为 X时的费用函数，即

costX ( Y) = ∑
x∈X

w( x) min
y∈Y

d( x，y)

在定义 6 下，定义 1 中的 cost( S) 即是
costU ( S) ．
引理 2 给定欧氏平面上 k -median 问题的

输入，给定 BU和任意一个整数 t，设 t≤| B |，
则存在 AU，使 | A | = t，且 cost( A)≤cost( B) +

槡2c·optt ，其中 c是欧氏平面上离散 k -median问
题近似算法能达到的近似比．
证明 给定欧氏平面上 k -median 问题的输

入和点集合 B，t，由于 | B |≥ t，以 B 为点集构

造一个新的 t -median 问题的例子如下，距离保持

不变，每个点 f ∈ B 的权重定义为 ∑
x∈π －1B ( f)

w( x) ．

对这个新的问题寻求 t -median 问题的近似最优

解 A ． 则有 | A | = t，A B ． 接下来只需证明费

用不等式．首先，根据三角不等式知，x∈U，d( x，
dA( x) )≤d( x，dA( dB( x) ) ) ≤d( x，dB( x) ) +d( dB( x) ，
dA( dB( x) ) ) ，即有 cost( A)≤cost( B) + costB( A) ，且
根 据 A 的 构 造 方 法 有 costB ( A) ≤ c

min
YB，| Y| = t

costB ( Y) ．

现考虑另一个 t -median问题( P') ，其设施可选
集为 U，服务点集仍然保持为 B，设对( P') 的最优解

为 Y* ，即 costB( Y
* ) = min

YU，| Y| = t
costB( Y) ． 将服务

点集 B按照设施点集 Y* 中的各个元素所分别服务

的服务点集进行划分，可以分成 t 个不相交子集的
并，即有 B = ∪

f∈Y*
π －1

Y* ( f) ． 现任取其中一个子集

π －1
Y* ( f) ． q ∈ π －1

Y* ( f) ，则有 f = dY* ( q) ． 记
fq = dB ( f) ． 若 f∈B，则必有 f = fq ，则有 d( q，f) =
d( q，fq ) ． 若 f B，则 f≠ fq ，据假设 fq = dB ( f) ，
而 q∈B，则 d( fq，f)≤d( q，f) ． 故总有 d( fq，f) ≤
d( q，f) ． 现对给定的待服务点集合 π －1

Y* ( f) ，所
有的服务点都在距离圆心为 f，半径为 d( fq，f) 的
圆上或之外，此时待选址点或者在该圆上，或者在

该圆外，或者在圆心 f． 根据假设知，选址点取为
f时费用最小． 但根据对称性，可知道该结论针对
圆上也同样成立． 故可以假设该结论是针对所有
的欧氏平面上的待选址点都成立． 换句话说，选
址点 f 为连续平面上，给定待服务点集合为
π －1

Y* ( f) 的 Weber 问题［16 － 17］ ( 即最小化函数

f( { P} ) = ∑
q∈π －1

Y*
( f)

‖P － q‖w( q) ) 这一连续凸优

化问题的唯一最优解． 因此凸目标函数 f( { P} 在
该点 f的负梯度为零，有( 以下为了表述方便，将
混合使用点与其对应的坐标向量)

∑
q∈π －1

Y*
( f)

f － q
‖f － q‖

w( q) = 0 ( 1)

式( 1) 的左边是一个坐标向量，右边 0 表示一个
零向量． 故有

∑
q∈π－1

Y*
( f)

d( q，fq ) w( q) = ∑
q∈π－1

Y* ( f)

( q － fq )
T( q － fq槡 ) w( q) ( 2)

∑
q∈π－1

Y* ( f)

d q，f( )
q w( )q = ∑

q∈π－1
Y* ( f)

( q － f) T( q － f) + 2 ( q － f) T( f － fq ) + ( f － fq )
T( f － fq槡 ) w( q) ( 3)

∑
q∈π－1

Y* ( f)

d q，f( )
q w( )q ≤ ∑

q∈π－1
Y* ( f)

2 ( q － f) T( q － f) + 2 ( q － f) T( f － fq槡 ) w( q) ( 4)

∑
q∈π－1

Y* ( f)

d q，f( )
q w( )q ≤槡2 ∑

q∈π－1
Y* ( f)
( q － f) T( q － f槡 ) + ( q － f) T( f － fq ) 2 ( q － f) T( q － f槡{ }) w( q) ( 5)

∑
q∈π－1

Y* ( f)

d q，f( )
q w( )q = 槡2 ∑

q∈π－1
Y* ( f)

d( q，f) w( q) ( 6)

这里: 式( 2 ) 是根据距离的定义; 式( 3 ) 是将该
向量点积展开; 式 ( 4 ) 根据前面推导的结论
d( fq，f) ≤ d( q，f) ; 式( 5 ) 是根据若 a ≥ 0，b

任意，a + b ≥ 0 ，则 槡a + b ≤ 槡a + b2 槡a ;
式( 6 ) 是根据式( 1 ) 的结论 ． 从而对 f ∈ Y* 求

和可得

∑
q∈B

d( q，fq ) w( q) ≤槡2∑
f∈Y*
∑

q∈π－1
Y* ( f)

d( q，f) w( q)

= 槡2costB( Y
* )

另一方面，对问题( P') ，考虑问题( P″) 的 t -

—09— 管 理 科 学 学 报 2014 年 9 月



median问题，问题( P″) 中设施可选集保持不变，
仍然为 U，但服务点集由 B变化为 U，该问题即为
原始的问题． 则由于此时需要服务的点的个数增
加，最优费用必增加，即有

costB ( Y
* ) ≤ min

YU，| Y| = t
costU ( Y) = optt

综合上述分析，得到

cost( A) ≤ cost( B) +槡2c·optt 证毕．

3 竞争算法

根据第 3 节建立的结论，可以如下构造竞争
算法． 首先注意到当 k = n 时，U 只有一个子集，
即 U本身． 因此只需要构造 k = 1，2，…，n － 1 时
U的选址子集合序列．

竞争算法

输入: 欧氏平面上的点集合 U，以及相应赋予的正权重函数 w:

U !Ｒ + ．

输出: 待选址子集序列 Fi，i = 1，2，…，n － 1，，满足 F1  … 

Fn－1  Fn = U ．

步骤 1 利用已有的多项式近似方案，对每一个给定的选址点 k

( k = 1，2，…，n － 1) ，求解对应的 k-median问题，产生近似比为 c

的近似解．设得到的解的序列为 { F*
1 ，F*

2 ，…，F*
n－1 } ，相应的费

用序列是 W = { cost( F*
1 ) ，cost( F*

2 ) ，…，cost( F*
n－1 ) } ．

步骤 2 令 T( 1) = 1，且对 k = 2，…，m，令 T( k + 1 ) 是在 W中满

足下述不等式的最小下标 cost( F*
T( k+1) ) ≤ cost( F*

T( k) ) q，其中

参数 q ＞ 1 在后面证明中确定，并且 m使得 T( m) = n － 1．记得

到的下标序列为 E = { T( 1) ，T( 2) ，…，T( m) } ．

步骤 3 令 FT( m) = F*
n－1 ，对 t = m － 1，…，1，Ft是按照引理 2 的

方法得到的集合 A，其中 B取为 F*
T( t+1) ．

步骤 4 对 t∈ { 1，2，…，n} \E，设 T( k) ＜ t ＜ T( k + 1 ) ，此时已

计算得到 FT ( k ) 与 FT ( k + 1) ，且 FT( k)  FT( k+1) ． 对 t =T ( k +

1) － 1，…，T( k) + 1，令 Ft = FT ( k ) ．

步骤 5 算法结束．

根据算法，上述方法得到的序列 { F1，F2，…，
Fn－1，Fn} 满足 F1F2…Fn－1Fn ，且根据

引理 3 知 t = 1，2，…，n，‖Ft‖≤ t，即得到
的序列必是一个可行的占线中位序列． 下面首
先分析算法的时间复杂度． 根据文献［15］，对
任意的 ε ＞ 0 ，最好的多项式近似方案最多可在
O( 2O( log1εε) n log8n) 时间内产生近似比为 c = 1 +

ε的近似解． 算法第 1 步需要对每一个 k调用该
程序，故该步最多需要 O( 2O( log1εε) n2 log8n) ． 算
法的第 2 步总共需要 O( n) 时间即可完成． 根
据引理 2 的证明过程，算法第 3 步中需要计算
t-median问题的近似最优解，同样，该步骤在最
坏情形下 至多为 O( 2O( log1εε) n2 log8n) ． 算法第 4
步仅需要 O( n) 时间即可完成． 故算法总的时
间复杂度为 O( 2O( log1εε) n2 log8n) ，对于固定的
ε，该时间是一个多项式时间． 因此得到下面的
定理 1．
定理 1 竞争算法能在多项式时间内完成．
下面只需考察费用不等式． t ∈ { 1，2，3，

…，n} ，分两种情况讨论．
情况 1 若 t∈E，设 T( k) = t，则根据引理 2

得到

cost( FT( k) ) ≤ cost( FT( k+1) ) +槡2c·optT( k)

≤ cost( FT( k+1) ) +槡2c·cost( F*
T( k) )

则有

cost( Ft ) = cost( FT( k) ) ≤ cost( FT( k+1) ) +

槡2c·cost( F*
T( k) )

≤ cost( FT( k+2) ) +槡2c·cost( F*
T( k+1) ) +

槡2c·cost( F*
T( k) ) ≤…

= cost( F*
T( m) ) +槡2c∑

m－k－1

j = 0
cost( F*

T( k+j) )

但根据算法中下标集 E 的取法规则有，
cost( F*

T( k+j) ) ≤cost( F*
T( k) ) q

j ，因此有

cost( Ft ) ≤
cost( F*

T( k) )

qm－k +槡2c∑
m－k－1

j = 0
1 /( )q jcost( F*

T( k) )

= 1
qm－k +槡2c

1 － 1 / qm－k

1 － 1( )/ q
cost( F*

T( k) )

(即对 此 种 情 况 的 竞 争 比 为 1 / qm － k
槡+ 2 c

1 －1 / qm － k

1 －1 )/ q c．

情况 2 若 t  E，则根据算法步骤 4，必有
T( k) ∈E，使 T( k) ＜ t ＜T( k +1) ，且有 cost( Ft ) =
cost( FT( k) ) ． 根据情况 1 的结果，得到

cost( Ft ) ≤
1

qm－k +槡2c
1 － 1 / qm－k

1 － 1( )/ q
cost( F*

T( k) )

另一方面，由于 T ( k +1 ) 是满足 cost( F*
T( k+1) ) ≤

cost( F*
T( k) ) / q 的最小下标，因此有 cost( F*

t ) ≥
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cost( F*
T( k) ) / q，故得到

cost( Ft )≤
1

qm－k－1 +槡2c
q－1 / qm－k－1

1 － 1( )/ q
cost( F*

t )

即这种情况下的竞争比至多为

1
qm－k－1 +槡2c

q － 1 / qm－k－1

1 － 1( )/ q
c

综合上述两种情况，算法的竞争比为上述两

种情况下的相应竞争比的最大值，注意到 q ＞ 1 及
1≤k≤m，因此得到竞争比为

c 1
qm－k－1 +槡2c

q － 1 / qm－k－1

1 － 1( )/ q
= c 槡2qc + 1 / qm－k－1

1 － 1 / q －槡2( )c
1 － 1( )/ q

≤ c
槡2qc + 1

qm－2 1 － 1 / q －槡2( )c

1 － 1 / q

更进一步，由于 cost( F*
T( k+j) ) ≤ cost( F*

T( k) ) q
j ，即

有 qm－1≤ cost( F*
1 ) cost( F

*
T( m－1) ) ≤ c·opt1optn－1 ．

根据引理 1，令M = ( n － 1) ΔeΔw ，则有 qm－1 ≤ cM，
故竞争比至多为

g( q) = c
槡2qc + q

cM 1 － 1 / q －槡2( )c
1 － 1 / q

于是问题即为求 g( q) 的最小值．
对 q 求导并令其为零，得到当 q = 1 +

c2M － c
c2M － c +槡槡 2 /2

时，竞争比取得最小值． 但由于

该竞争比的表达式比较复杂，转而寻求竞争比比

较简洁的形式． 注意到槡2c ＞ 1 ，故

g( q) ＜ c
槡2qc + q

cM － 1( )q
1 － 1 / q = c

槡2q
2c － q

cM
q － 1

因此得到，当 q = 1 + 1 － 1

槡2Mc槡 2
时，竞争比为

槡2 2c + 槡2 2 c2 －槡22
1

槡 M － 1
cM ． 因此，得到下述的

定理．
定理 2 欧氏平面上的占线中位选址问题存

在一个常数竞争算法，其竞争比至多为 槡2 2c +

槡2 2 c2 －槡22
1

槡 M － 1
cM，其中 M = ( n － 1) ΔeΔw ，

当问题输入给定后它是常数，c 为欧氏平面上的
离散 k -median问题近似算法能达到的近似比．
根据这个定理，结合文献［15］中给出的多项

式时间近似方案的相应结果，有如下的推论．
推论 1 欧氏平面上的占线中位选址问题存

在一个常数竞争比算法，其竞争比至多为 槡2 2c +

槡2 2 c2 －槡22
1

槡 M － 1
cM，其中M = ( n － 1) ΔeΔw当

问题输入给定后它是常数．并且任意给定 ε ＞ 0 ，
该常数竞争比可以在多项式时间内以 1 + ε 倍任
意接近．
特别地，由于 M ＞ 1，有下面的推论．
推论 2 欧氏平面上的占线中位选址问题存

在多项式时间下的竞争比至多为 槡4 2的常数竞争
比算法．

4 数值算例

下面以一个简单算例来验证竞争算法的有效

性． 假设某个城市给定的点集如图 1 所示，包含
A，B，C，D，O 共 5 个点，其中 A，B，C，D 的需求量
都为 100，点 O 的需求量为 1 ，点 O 的坐标是( 0，
0) ，点 A，B，C，D 4 者的坐标分别是( 0，1) ，( － 1，
0) ，( 1，0) 和( 0，－ 1) ． 决策者考虑选址问题的标
准是加权运输距离和最小，即是以欧氏平面上的

离散 k -median 问题为基本选址模型． 现在需要
决策该图上的分阶段的选址服务方案．

图 1 某城市待服务点示意图
Fig． 1 Illustration for a city with serving points

通过简单计算与比较，可以知道
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opt1 = cost( { O} ) = 400 ，
opt2 = cost( { A，B} ) = cost( { A，C} )

= cost( { A，D} ) = cost( { B，C} )
= cost( { B，D} ) = cost( { C，D} )

= 槡200 2 + 1，
opt3 = cost( { A，B，C} ) = cost( { A，B，D} )

= cost( { A，C，D} ) = cost( { B，C，D} )

= 槡100 2 + 1，
opt4 = cost( { A，B，C，D} ) = 1 ，
opt5 = 0 ．
在算法第 1 步中，为了简单起见，假设算法直

接输出的是最优解( c = 1) ． 同时根据对称性和为
了说明算法的竞争比，在考虑 F*

2 和 F*
3 时，假设

输出为最坏情形: F*
2 不是 F*

3 的真子集． 即第 1
步输出得到解的序列集合

{ F*
1 ，F

*
2 ，F

*
3 ，F

*
4 } =

{ { O} ，{ A，B} ，{ B，C，D} ，{ A，B，C，D} }
对应的费用序列集合为

W = { 400， 槡200 2 + 1， 槡100 2 + 1，1}
在算法第 2 步中，T( 1) = 1．为了计算简单起

见，取 q = 2，此时有 T( 2 ) = 3，T( 3 ) = 4 = n － 1．

在算法第 3 步中，有 FT( 3) = F4 = F*
4 = { A，B，C，

D} ，FT( 2) = F3 = { B，C，D} ，FT( 1) = F1 = { B}
( 这里用到对称性) ．在算法第 4 步中，对 t∈ { 1，
2，3，4} \E = { 2} ，得到 F2 = FT( 1) = F1 = { B} ．
因此算法针对此特例问题的输出是 { { B} ，{ B} ，
{ B，C，D} ，{ A，B，C，D} } ． 经验证，cost( F1 ) =
cost( { B} ) =1． 209 6opt1 ，cost( F2 ) =cost( { B} ) ≤
1． 704 7opt2 ，cost( F3 ) = opt3 ，cost( F4 ) = opt4 ．
即竞争比为 1． 704 7． 事实上，在第 4 节中理论上
已经保证算法在最坏情况下能够达到竞争比最多

为 槡4 2 ≤ 5． 65 ．

5 结束语

本文在占线理论的基础上，基于实际选址问

题给定点集限制在欧氏平面上的实际背景，研究

了欧氏平面上的占线中位选址问题，通过对离线

问题内在的结构性质的研究，本文给出了比已有

竞争性能比要好的竞争算法． 本文的研究及得到
的结论不仅丰富了相关的研究，而且对现有的结

论具有互补作用． 在未来的研究中，可以考虑如
何获得更多的结构特征以改进算法．
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Online median location problem analysis in Euclidean plane

DAI Wen-qiang，LI Shi-ming
School of Management and Economics，University of Electronic Science and Technology of China，Chengdu
610054，China

Abstract: Considering that most of the actual location practice is in a Euclidean plane，this paper studied the
constraint mathematical model of online median location problem on the Euclidean plane under the general
metric model． By analyzing the structural properties of this problem，this paper designed a polynomial-time
competitive algorithm with proven good constant competitive ratio．
Key words: facility location; online median; Euclidean plane; competitive ratio
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