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原材料价格波动下的库存与生产联合决策
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摘要: 价格波动的情况下如何进行原材料采购，并在产品的生产决策中如何权衡市场需求、产
品价格以及采购与库存成本等问题是当前很多企业面临的普遍难题．对此类问题，假定原材料
的价格波动服从马尔可夫过程，成品的市场需求为与价格相关的随机变量，进而建立了多周期

库存采购与生产联合决策模型，并分析了系统的动态最优策略．模型同时考虑了原材料买进或
者卖出决策和成品生产决策．研究结果表明，模型的最优策略，即原材料库存决策与成品生产
决策均满足动态基库存策略．同时证明了一系列性质，这些性质展示了原材料价格波动下最优
库存策略的特征．数值实验进一步验证了模型的最优策略，并研究了参数变化时最优策略的
变化．
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0 引 言

对制造企业来讲，原材料采购成本是企业

的关键成本之一，然而很多原材料市场价格波

动很大，对企业的采购和生产决策乃至最终盈

利造成了重大影响． 以中国铁矿石的采购为例，
中国钢铁企业的铁矿石采购多数依赖进口，例

如，武钢集团铁矿石采购中进口矿占比接近

80%，国内采购量约 10%，其余为自有铁矿． 然
而，铁矿石的价格波动十分显著． 以中国铁矿网
2015 年 9 月 20 日到 2016 年 3 月 21 日的铁矿
石价格指数变化为例( 如图 1 所示) ，可以看出，
进口铁矿石的波动尤为剧烈，最高值比最低值

高约 63% ．

图 1 中国铁矿石价格指数(来源:中国铁矿网)

Fig． 1 Price index of iron ore in China

为了应对铁矿石的价格变化，一些企业在铁

矿石采购中采取了长期合同．然而，全球铁矿石采
购的长期合同虽然在以往曾经起到了锁定价格、
降低风险的作用，但近些年这一机制已经逐步丧
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失了原有的功能． 随着近几年铁矿石价格的持续
上涨，几大铁矿石供应商必和必拓、力拓和淡水河
谷逐渐开始采用季度协议价取代年度协议价，进

而用月度协议价取代了季度协议价［1］，甚至采取

一船一价．在这一趋势下，企业无论是采取长期合
同还是依靠现货市场采购铁矿石，都面临着价格

的大幅度波动．显然，这样的价格波动对钢铁企业
的原材料采购以及成品生产决策乃至企业的赢利

性会造成显著影响．与此同时，钢铁企业在整体产
能过剩的背景下，为了赢得市场需求，又会采取降

低价格的行为，这使得盈利变得更加困难．
为了应对以上问题，一些企业开始采取产量

限制措施．例如，宝钢在 2009 年市场低迷时期限
产幅度达到 20%以上． 对于采购的过剩铁矿石，
一些企业也开始考虑以现货价格进行转卖，以降

低风险．事实上，类似于上述钢铁企业面临的价格
波动情况下的原材料采购、如何在产品的生产决
策中权衡市场需求、产品价格以及采购与库存成
本等问题在其他行业也普遍存在，然而如何进行

更好的决策却是企业面临的普遍难题． 这类企业
的生产和库存系统及其面临的经营环境通常具有

以下 4 个基本特征: 1) 原材料价格随着时间显著
波动; 2) 成品需求量与价格相关，且随时间随机
变化; 3) 企业缺乏与上游供应商签订风险共担合
约的议价能力，但可以通过预测今后原材料价格

上涨而采购原材料，形成“投机性”原材料库存，
也可以通过预测原材料价格下跌而卖掉部分原材

料库存; 4 ) 企业还需要耗费原材料库存，进行成
品库存和生产决策．因而，解决这一类问题对企业
具有普遍的指导意义．
虽然学术界有关原材料价格波动下的库存决

策问题一直在持续研究，但当前的研究要么假设

需求确定，要么对价格波动的假设过于简单，而且

通常考虑的是单一的原材料采购或是成品库存决

策问题．还有一些研究则主要基于风险共担的合
约展开，其前提是采购一方有较强的合同议价能

力，这与本文指出的当前多数企业面临的问题不

符合． 同时，现有的研究很多考虑的是单周期决
策，少数考虑多周期模型的文献也未考虑原材料

的转卖问题．有鉴于此，本文将针对该类生产系统
建立多周期库存采购与生产联合决策模型，分析

系统的最优策略，并在这一模型中考虑剩余原材

料库存的转卖问题． 本文对原材料价格波动下的
多周期原材料采购与产品生产决策问题的研究，

一方面将有助于企业做出更为合理的决策; 另一

方面可以对原材料价格波动下的库存决策领域的

学术研究做出有益的补充．

1 文献综述

有关生产企业的原材料采购与成品生产决策

问题属于库存管理的经典范畴，一直是运作管理

学术界关注的重点问题． 梳理原材料价格波动情
况下的库存管理研究文献发现，现有的研究主要

包括两大类:一类着重考虑不同类型的原材料价

格波动假设下的最优库存策略; 另一类则考虑了

当存在原材料价格波动时，企业在不同的采购合

同结构下应采用何种库存策略．
有关原材料价格波动下库存问题的第一类研

究出现得较早［2 － 9］． Fabian 等［2］最早研究了现货
市场上原材料价格变动时的库存决策问题，认为

在进行原材料库存决策时，最主要的问题是确定

釆购的时间以及数量． 随后针对这一问题的研究
则更为具体与深入． 其中，Taylor 和 Bradley 等［3］

的研究考虑了原材料价格持续上升的情况． Gola-
bi［4］的研究更进一步，假设原材料价格波动服从
某个已知分布，其研究表明，当原材料价格落于某

个区间时，最优策略为持有满足之后多个周期需

求的库存数量，且该策略对有限和无限时域的情

况均有效． 但是这一研究假设需求是确定性的．
Gurnani［5］假设市场需求为随机量，分析了原材料
价格提高时的企业最优订货策略及其变化．
Wang［6］则考虑了原材料价格在连续周期持续下
降的情况，其研究表明企业的最优策略为与成本

不相关的短视库存策略． Gavirneni［7］在其有关周
期盘点库存的生产系统的研究中，对原材料价格

随时间的变化做出了更具一般性的假设，考虑原

材料采购价格服从马尔可夫过程．然而，为了降低
问题的复杂性，其研究考虑的是销售损失的情况，

并假设期末库存的残值为零． Berling 和 Ｒosling［8］

在其随机需求下的库存和生产决策模型的研究

中，讨论了采购价格的变化对企业最优策略的影

响．随后的研究还进一步假设原材料价格的变化
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服从几何布朗运动，同时需求服从泊松过程［9］．
另一类研究则考虑了采购合约问题． 当原材

料价格存在波动时，现有文献涉及的采购合约主

要包括时间柔性合同、收益共享合同、现货市场上
的数量柔性合同、期权合同、长期价格合同等，以
及合同与现货购买方式组合下的库存决策［10 － 17］．
其中，一些研究考虑的是价格存在波动，且企业与

供应商存在风险共担合同时的库存决策问

题［10 － 13］．例如，Li 和 Kouvelis［10］研究了需求稳定
但原材料价格波动情况下，双方采取风险共担的

时间柔性合约结构下的釆购时间与采购数量决策

问题，目标是最小化单周期釆购成本的净现值与

库存持有成本之和的期望值．在这一研究中，价格
的变化服从几何布朗运动，当价格波动超出一定

范围时，超出的采购成本由双方共同承担．还有一
些研究则主要研究了特定行业中价格波动情况下

的库 存 决 策 问 题［16 － 17］． 例 如，Secomandi 和
Kekre［16］研究了能源行业在期货与现货市场的采
购问题．
进一步梳理上述文献，可以看出，多数合同都

具有规避价格波动风险的功能．但是，这些合同存
在的前提是采购一方具有较为明显的议价能力，

企业需要在这些约定的合同结构下做出最有利于

自己的库存决策或采购组合选择．然而，本文所研
究的市场情形与此有较大的差异．例如，钢铁企业
在采购铁矿石时可以选择所谓的长期价格协议，

但这一价格协议已经不再具有有效的降低价格波

动性的功能．无论企业采取何种采购方式，都难以
规避原材料价格的波动．此外，还有更多的企业所
需的大宗原材料主要从现货市场采购．因而，本文
的研究不再区分采购合同，而是将研究重心放在

存在原材料价格波动情况下的多周期库存与生产

动态决策．对文献的梳理同时还发现，近期的相关
研究开始逐渐与特定的行业中面临的具体问题关

联，如牛肉加工业［13］、能源行业［16］等，或是考虑
了汇率波动对供应链的影响［18］．但是对钢铁行业
等需要进行大宗原材料采购的制造型企业面临的

库存与生产问题，当前的研究还缺乏针对性，或是

与实际情况不尽符合［15］，因而本文从钢铁行业面

临的问题出发进行建模与分析． 本文的模型和结
论也可以用于其它原材料价格波动的商业情形，

比如对于计算机组装厂商来讲，内存等关键零部

件价格的大幅度波动对其库存和生产决策的

影响．
总体而言，以往有关原材料价格波动下的库

存决策研究通常要么假设需求确定，要么假设需

求随机但为了简化问题而将价格波动假设为特定

的分布．虽然少数研究假设原材料价格服从更具
一般性的马尔可夫过程，然而其研究中通常考虑

的是销售损失的情况，并假设期末库存的残值为

零，常常将研究问题简化为单期库存决策问题．一
些研究假设买卖双方存在共担风险的采购合约，

而将现货采购仅作为供应不足时的采购． 对于缺
乏风险共担时的采购问题研究，当前的文献主要

将大宗物料采购问题视为单纯的投机性库存决策

问题．这些均与本文研究的原材料采购的目的是
用于生产，但是如何在缺乏合同议价能力时规避

原材料价格的波动风险存在很大的差别． Chen
等［15］的研究虽然在长期采购合约中考虑了价格

波动风险，弱化了采购合约的风险规避功能，并将

现货市场作为同时考虑的采购源，但其研究却假

设剩余的原材料库存价值为零，没有考虑原材料

的转卖问题，相应地也没有考虑库存与生产的联

合决策问题．这与当前生产型企业采购中面临的
多期库存采购与生产决策问题存在较大的差异．
由于本文所研究的原材料不是易逝品，因此更为

合理的假设是企业可以根据原材料价格波动情况

及企业的采购情况，选择在当期卖出多余的原材

料库存．事实上，这也是企业常常采取一种风险规
避方式．综上所述，为了弥补现有研究的不足并使
研究更具针对性，本文假设市场对成品的需求随

机且与价格相关，不同周期的原材料价格服从马

尔可夫过程，剩余的原材料库存可以转卖，在此前

提下建立多周期原材料库存采购与成品生产决策

模型，并对其最优策略进行分析．

2 模型建立与理论分析

2． 1 模型建立
本文研究这样的生产系统: 考虑有限的 T 个

周期，原材料价格外生且存在波动，原材料的供应

充足．在每一个周期，企业可以根据给定的原材料
价格决定采购还是销售自身的原材料库存．另外，
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企业还会对原材料进行加工生产成成品，然后用

成品满足随机的市场需求． 由于原材料价格会随
着时间而发生变化，本文假设处于不同周期的原

材料价格服从马尔可夫过程．具体地，假设任意周
期 t原材料价格 ct是以下 M 个取值之一: { c1，c2，
…，cM} ，不失一般性，假设 c1 ＜ c2 ＜… ＜ cM ． 从周
期 t到周期 t + 1 的价格变化服从马尔可夫过程，
转移概率矩阵为 Π = ( πij ) ．对上述假设的合理性
解释如下:一方面这个随机变化的价格设定体现

了原材料价格随机变化这一重要特征，而在全球

化的环境下跨国采购的原材料价格变化的重要原

因就是汇率的波动，比如从 2015 年至今的人民币
对美元贬值导致很多进口原材料的企业成本显著

上升． Masson［19］采用上述马尔可夫过程来描述汇
率的变动，其中进行实证分析的数据来源包括

167 个国家的 24 年数据: 另一方面，在一些相关
的理论研究模型中，如 Gavirneni［7］与 Lee 和
Ｒen［20］也采用了类似的假设．
在每个周期事件发生的顺序为: 在周期初盘

点原材料和成品库存，然后决定原材料采购 ( 销

售) 数量; 接着生产成品，以满足随后实现的需

求．剩余的原材料和成品将作为库存持有到下一
周期并各自产生库存持有成本．
企业的策略［21］是给定每个阶段的初始原材

料库存量和成品库存量( 它们均依赖于所有之前

周期的随机原材料价格和随机需求的实现) ，它

相应的原材料库存决策和成品库存决策． 制造商
的目标为利润最大化，其每个阶段的决策包括两

个方面:一是原材料库存决策，二是成品的生产决

策．制造商有可能同时销售原材料和成品，这是这
个生产系统的特殊之处．
其他一些参数定义如下:

t = 1，2，…，T:表示 T个周期;
y ( 1)t : 周期 t生产之前成品初始库存;
y ( 2)t : 周期 t生产之后的成品库存;
x ( 1)t : 周期 t 采购 ( 销售) 之前的原材料初始

库存;

x ( 2)t : 周期 t 采购 ( 销售) 和生产之后的原材
料库存;

h:单位原材料库存成本;
u:单位成品生产成本．
企业的决策包括成品价格的决策． 为了保持

研究的可追溯性，本文借鉴文献［22］和［23］有关
成品需求与价格的研究，进一步地假设成品需求

与价格的关系满足下式

D( p) = d( p) + ε
其中 ε是均值为 0 的随机变量，并且与价格独立;
d( p) 假设连续可微．注意本文假设成品需求仅依
赖于成品价格，而与原材料价格相互独立．同时，
d( p) 存在严格递减的反函数 p ( d) ，因此，dp ( d)
是关于 d的单变量函数，假设它是关于 d 的严格
凹函数．实际上，如果 d( p) 是线性函数，或者是指
数函数，例如 d( p) = C － kpv，其中 v≥1，C，k ＞ 0，
则上述假设显然满足( 这类需求函数在库存管理

文献中很常见，例如 Federgruen和 Heching［2 4］．

令 d∶ = d( p) ，那么 d 为需求的均值，而真实
的需求可以表示为 d + ε． 根据假设，成品价格由
成品需求的均值唯一决定，即 p = p ( d) ． 因此，只
要确定了 d，就可以求得成品价格 p． 为了后面分
析的简便，在建立模型时，将用 d代替 p．
定义 H( x) 为期末成品库存为 x 时的库存成

本和延迟交货成本．假设 H( x) 关于 x是递增凸函
数且连续可微．另外，假设在某个周期未被满足的
需求将在后面的周期满足 ( backlogging) ，即所有
的成品需求都会被满足．
假设 c1 + h ＞ ci，i≥2． 该假设表示即使原材

料价格下降到最小值，但是由于库存成本的存在，

企业在下一个周期并不能保证一定获益．
令 Vi

t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) 为从第 t 期到第 T 期的贴

现最优收益，其中 i 表示在周期 t 的原材料价格
为 ci，其中 ci从 { c1，c2，…，cM } 中取值． ( x

( 1)
t ，

y ( 1)t ) 分别表示系统在 t 周期的初始状态: 原材
料初始库存和成品初始库存． 定义贴现率 0 ＜
γ≤1．在周期 t，给定初始状态 ( x ( 1)t ，y

( 1)
t ) ，则有

如下最优方程

Vi
t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) = max

x( 2)t ≥0，y( 2)t ≥y( 1)t ，d≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x( 1)t +y( 2)t －y( 1)t ) － u( y( 2)t － y( 1)t ) + Zt ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) } ( 1)

其中
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Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) = E［pt ( dt ) Dt ( pt ) － hx ( 2)t － H( y ( 2)t － Dt ( pt) ) ］+

γ∑
M

j = 1
πijE［V

j
t+1 ( x
( 2)
t ，( y

( 2)
t － Dt ( pt) ) ) ］

= pt ( dt ) dt － hx ( 2)t － E［H( y ( 2)t － dt － εt) ］+

γ∑
M

j = 1
πijE［V

j
t+1 ( x
( 2)
t ，( y

( 2)
t － dt － εt ) ) ］ ( 2)

这里 Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 可以解释为除去原材料采

购成本( 或销售收入) 和成品生产成本的目标函

数．式( 1) 中等式右边第 1 项为原材料采购成本
( 销售收入) ，此项是由于成品生产需要的原材料

数量为 y( 2)t － y ( 1)t ( 注意 y ( 2)t ≥ y ( 1)t ) ，原材料从初

始库存 x ( 1)t 到期末库存 x( 2)t ，需要补充的数量为
x( 2)t －x ( 1)t ( 若 x( 2)t ≥x ( 1)t ) 或者销售量为 － ( x ( 2)t －

x ( 1)t ) ( 若 x ( 2)t ≤ x ( 1)t ) ，故原材料总采购成本为 －

ci ( x
( 2)
t － x ( 1)t + y ( 2)t － y ( 1)t ) ;第 2 项为生产成本．
式( 2) 中等式右边第 1 项为当期除去采购和生产
成本后的期望收入; 第 2 项和第 3 项分别是原材
料和成品库存的持有成本;第 4 项为 t + 1 周期之
后的期望利润．约束条件 x ( 2)t ≥0，y ( 2)t ≥ y ( 1)t ，d≥
0 中，第 1 项表示每一期末库存非负，第 2 项表示
每期成品目标水平不可以低于现有库存量，第 3
项表示平均需求量非负．为简单起见，假设末期利
润函数值为 0，即

V( j)T+1 ( x
( 1)
T+1，y
( 1)
T+1 ) = 0

本文接下来将对模型进行进一步的分析．
2． 2 结构性质与最优策略
首先，对于前述定义的目标函数 Zt ( x

( 2)
t ，

y ( 2)t ，dt ) 以及利润函数 V( i)t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) ，有以下基

本性质．
命题 1 Zt ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 是关于 ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，

dt ) 的联合凹函数; V
( i)
t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) 是关于 ( x

( 1)
t ，

y ( 1)t ) 的联合凹函数．
证明 这里使用归纳法进行证明． 易知

V( j)T+1 ( x
( 1)
T+1，y
( 1)
T+1 ) = 0 满足条件． 假设 V( j)t +1 ( x

( 1)
t +1，

y ( 1)t +1 ) 是关于 ( x
( 1)
t +1，y
( 1)
t +1 ) 的联合凹函数，现在先证

明 Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 是关于 ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 的联合

凹函数．

根据凹函数定义以及假设，并且由于 y ( 2)t －

dt － εt 是线性函数，所以 pt ( dt ) dt － hx ( 2)t －
E［H( y ( 2)t － dt － εt) ］显然是关于 ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt )

的联合凹函数． 而对于 E［V( j)t +1 ( x
( 2)
t ，( y

( 2)
t － dt －

εt ) ) ］，因为根据归纳假设，V
( j)
t +1 ( x
( 1)
t +1，y
( 1)
t +1 ) 是关

于 ( x ( 1)t +1，y
( 1)
t +1 ) 的联合凹函数，而 y ( 2)t － dt － εt 是

线性函数，所以 E［V( j)t +1 ( x
( 2)
t ，( y

( 2)
t － dt － εt) ) ］是

关于 ( x ( 2)t ，y
( 2)
t ，dt ) 的联合凹函数．

综上可得 Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 是关于 ( x

( 2)
t ，

y ( 2)t ，dt ) 的联合凹函数． 最后，由于决策变量的
取值

A = { ( x ( 2)t ，y
( 2)
t ) : x

( 2)
t ≥ 0，y ( 2)t ≥ y ( 1)t }

是个凸集，根据文献 Heyman 和 Sobel［2 5］中的命题
B － 4，最大化不影响函数的凹性，因此可得
V( i)t ( x

( 1)
t ，y
( 1)
t ) 是关于 ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ) 的联合凹函

数． 证毕．
定义

( x( 2) *t ，y
( 2) *
t ，d

*
t ) = max

x( 2)t ≥0，y( 2)t ≥y( 1)t ，d≥0
{ － ci ( x

( 2)
t －

x( 1)t + y( 2)t － y( 1)t ) － u( y( 2)t － y( 1)t ) +

Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) } ( 3)

那么 ( x ( 2) *t ，y
( 2) *
t ，d

*
t ) 为 t 周期的最优决策，其

中 ( x ( 2) *t ，y
( 2) *
t ) 为最优库存决策． 相应地，定义

p*t = p*t ( d
*
t ) ，那么 p*t 为最优定价决策． 注意到

在式( 3) 右端的目标函数中，以及 Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，

dt ) 的递归关系中，原材料价格 ci是个重要因素，
因此它会对企业的最优决策造成影响． 将在后文
讨论原材料价格对于企业最优决策的影响．
令周期 t成品的产量为 a，那么就有
y ( 2)t = a + y ( 1)t
代入原模型，可得

V( i)t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) = max

x( 2)t ≥0，a≥0，dt≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) － ( ci + u) a + Zt ( x

( 2)
t ，a，dt ) } ( 4)

Zt ( x
( 2)
t ，a，dt ) = pt ( dt ) dt － hx ( 2)t － E［H( a + y ( 1)t － dt － εt) ］+
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γ∑
M

j = 1
πijE［V

( j)
t +1 ( x
( 2)
t ，( a + y ( 1)t － dt － εt ) ) ］ ( 5)

基于上述定义，可以证明以下重要性质．
命题 2 1) a随着 y ( 1)t 的增加而减小．当 y ( 1)t

趋向于无穷大时，有 a = 0． 2) d*
t 随着 y( 1)t 的增加

而增加．

证明 1 ) 易知 Zt ( x
( 2)
t ，a，dt ) 是关于 ( x

( 2)
t ，

a，dt ) 的联合凹函数，因此可将原模型 V( i)t ( x
( 1)
t ，

y ( 1)t ) 转化为

V( i)t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) = max

x( 2)t ≥0，a≥0，dt≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) － ( ci + u) a + Zt ( x

( 2)
t ，a，dt ) }

= max
a≥0
{ － ( ci + u) a + max

x( 2)t ≥0，dt≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) + Zt ( x

( 2)
t ，a，dt ) } } ( 6)

定义

g( y) = max
x( 2)t ≥0，dt≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) + Zt ( x

( 2)
t ，y － y ( 1)t ，dt ) }

因为 Zt ( x
( 2)
t ，a，dt ) 是关于 ( x

( 2)
t ，a，dt ) 的联合凹

函数，易知 g( y) 是凹函数．
根据 Topkis［26］中的定理 2． 6． 2，要证明 a 随

着 y( 1)t 的增加而减少，即证明 － ( ci + u) a + g( a +

y( 1)t ) 关于 ( a，y
( 1)
t ) 是子模的( submodular) ． 第 1

项是线性函数，显然是子模的; 因此，只需要证明

g( a + y ( 1)t ) 的子模性．
根据子模的定义，要证明两者的子模性，即证

明对 a1≥a2y
( 1)
t1 ≥ y ( 1)t2 ，有

g( a1 + y ( 1)t1 ) － g( a1 + y ( 1)t2 ) ≤
g( a1 + y ( 1)t2 ) － g( a2 + y ( 1)t2 ) ( 7)

成立．令
Y1 = a1 + y ( 1)t1 ，Y2 = a1 + y ( 1)t2 ，

Y3 = a2 + y ( 1)t1 ，Y4 = a2 + y ( 1)t2
那么式( 7) 等价于

g( Y1 ) － g( Y3 ) ≤g( Y2 ) － g( Y4 ) ( 8)
因为 g( y) 是凹函数，并且 Y3≥Y4，因此式( 8)

可变为

g( Y1 ) － g( Y3 ) ≤ g( Y3 + a1 － a2 ) － g( Y3 )

≤ g( Y4 + a1 － a2 ) － g( Y4 )

= g( Y2 ) － g( Y4 )

因此 a随着 y ( 1)t 的增加而减少．
最后，由式( 3) 及 g( y) 的定义可得
a* ( y ( 1)t ) =

argmax
a≥0
{ － ( ci + u) a + g( a + y( 1)t ) }

定义

f( y) = － ( ci + u) ( y － y ( 1)t ) + g( y)
易知 f( y) 是凹函数，因此存在一个最大值，定义
为 y，得到，对所有 a≥0，y ( 1)t ≥ y及 y≥ y，f( 0 +
y) ≥ f( a + y ( 1)t ) ．
上式意味着当 y ( 1)t 趋向于无穷大时，为使目

标函数值最大，a的取值应为 0．
2) 根据式( 5) 和式( 6) ，有

V( i)t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) = max

x( 2)t ≥0，a≥0，dt≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) － ( ci + u) a + Zt ( x

( 2)
t ，a，dt ) }

= max
dt≥0
{ pt ( dt ) dt + max

x( 2)t ≥0，a≥0
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) ( － ( ci + u) a + Ẑt ( x

( 2)
t ，a，dt ) } }

其中

Ẑt ( x
( 2)
t ，a，dt ) = hx ( 2)t － E［H( a + y ( 1)t － dt － εt) ］+ γ∑

M

j = 1
πijE［V

( j)
t +1 ( x
( 2)
t ，( a + y ( 1)t － dt － εt) ) ］

同理，类似命题 2 第 1) 部分，同样可以证明

pt ( dt ) dt + max
x( 2)t ，a
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) － ( ci + u) a + Ẑt ( x

( 2)
t ，a，dt ) }

关于 ( dt，y
( 1)
t ) 是超模的( supermodular) ．因此 d*

t 随着 y ( 1)t 的增加而增加． 证毕．
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命题 2 第 1 ) 部分表明成品产量随着期初成
品库存的增加而减少，并且当期初成品库存足够

大时，企业将会停止生产成品． 命题 2 第 2 ) 部分
表明，因为 p( d) 是严格递减函数，因此成品最优
价格决策 p*t 随着 y ( 1)t 的增加而下降．这表明期初
成品库存越高，则企业对于成品的定价越低．这是
因为期初库存水平越高，需要制定越低的价格以

便消耗这些库存．
由上述讨论可知 a* ( y ( 1)t ) 为成品的最优产

量，令

I*t = inf{ y ( 1)t : a
* ( y ( 1)t ) = 0}

命题 2 第 1) 部分说明了上述关于 I*t 的定义
是明确和有意义的( well-defined) ． 其管理学上的
意义是，当成品库存量趋于无穷大时，企业将会选

择不生产成品．那么，根据命题 2，并注意到式( 3)
中 y( 2) *t 的定义，有

定理 1 I*t 是成品生产决策的临界值: 若
I*t ＞ y ( 1)t ，那么 a* ( y ( 1)t ) = I*t － y ( 1)t ，y

( 2) *
t = I*t ;

若 I*t ≤ y ( 1)t ，那么 a* ( y ( 1)t ) = 0，y ( 2) *t = I*t ．
由定理 1，成品生产数量满足状态依赖的动

态基库存策略． 当期初的成品库存低于某一临
界值时，企业应生产成品至该临界值水平． 若成
品初始库存高于该临界值，则企业不进行成品

的生产．
下面的定理刻画了原材料采购或销售策略．
定理 2 存在一个数值 S*

t :

1) 当 x( 1)t ＜ S*
t 时，原材料采购数量为 S*

t －
x ( 1)t ，原材料期末库存决策为 x ( 2) *t = S*

t ;

2) 当 x( 1)t ≥ S*
t 时，仍有 x ( 2) *t = S*

t ，生产成

品后多余的原材料则被销售;

3)特别地，当原材料价格 ci=cM时，有 x( 2) *t =0．
证明 式( 1) 可转换为

V( i)t ( x
( 1)
t ，y
( 1)
t ) = max

x( 2)t ，y( 2)t ，dt
－ ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t + y ( 2)t － y ( 1)t ) － u( y( 2)t － y ( 1)t ) + Zt ( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt )

= max
x( 2)t
{ － ci ( x

( 2)
t － x ( 1)t ) + max

y( 2)t ，dt
W( x ( 2)t ，y

( 2)
t ，dt ) }

其中

W( x( 2)t ，y
( 2)
t ，dt ) = － ( ci + u) ( y( 2)t － y( 1)t ) +

Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt )

为简化符号，令

W( x ( 2)t ) = max
y( 2)t ，dt

W( x ( 2)t ，y
( 2)
t ，dt )

由于 Zt ( x
( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 是关于( x

( 2)
t ，y
( 2)
t ，dt ) 的联

合凹函数，易证 W( x ( 2)t ) 是凹函数． 此外，由假设

d( p) 和 H ( x) 连续可微，根据 Federgruen 和 Zip-

kin［27］定理 2 易知 W( x ( 2)t ) 连续可微，据此定义

S*
t ∶=

0， 若W'( 0) ＜ ci
W'( x( 2)t ) = ci 的解， 若W'( 0) ≥ c{

i

即当W'( 0) ≥ ci时，S
*
t 是函数W'( x( 2)t ) 的斜率为

ci 时 x ( 2)t 的取值，当 W'( 0) ＜ ci 时，S
*
t 为 0．因为

W( x ( 2)t ) 是关于 x( 2)t 的凹函数，易知 － ci ( x
( 2)
t －

x ( 1)t ) + W( x ( 2)t ) 在 x ( 2)t = S*
t 处取得最大值．

由此可知当 x( 1)t ≥ S*
t 时，模型最优解 x( 2)t =

S*
t ;当 x( 1)t ＜S*

t 时，亦有 x( 2)t =S*
t 因此1)和2)得证．

下面用反证法证明 3) ．假设原材料当期价格
为 ci = cM，但是企业该期最优决策中 t 期末仍然
持有原材料库存，即 x ( 2)t ＞ 0 ．那么有

－ ci ( 0 － x ( 1)t ) + max
y2t，dt

W( 0，y ( 2)t ，dt ) ＞ － ci ( x
( 2)
t － x ( 1)t ) － hx ( 2)t + ci+1x

( 2)
t + max

y2t，dt
W( 0，y ( 2)t ，dt )

≥－ ci ( x
( 2)
t － x ( 1)t ) + max

y2t，dt
W( x ( 2)t ，y

( 2)
t ，dt )

此不等式与原假设矛盾．故 3) 成立． 证毕．
由定理 2，原材料的期末库存策略为状态依

赖的动态基库存策略． 但与传统的基库存策略相
比，这里的基库存策略有一点不同:当初始库存水

平 x( 1)t 大于基库存水平 S*
t 时，企业会将多出的部

分直接销售而非作为库存持有至下一周期． 这是
由于在本模型中，原材料价格 ci是随机波动的，若
当前价格偏低( 偏高) 时，企业有理由认为未来的

价格有较大概率上涨( 下跌) ，从而在当前周期以

较低( 高) 价格进行原材料的存货( 销售) 以最大
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化收益． 特别的，当原材料价格在本期达到顶峰
时，显然持有原材料库存将会导致企业受损，因

此，此时在该期末企业不会持有原材料库存．这个
特点有别于大多数传统库存管理模型． 在这些传
统模型下，企业不能够对现有库存进行销售．在现
实案例中，《21 世纪经济报道》曾指出“国内钢企
和贸易商纷纷以现货价大量囤积铁矿石”，反映
了在当前铁矿石价格较低的情况下，企业预期原

材料价格未来会以较大概率上升，从而动态调整

原材料库存的决策行为．
定义 S*

t ( ci ) 为 t 周期原材料价格为最优原
材料目标库存水平，有如下结论．
命题 3 S*

t ( ci ) ≥ S*
t ( cj ) ，1≤ i ＜ j≤ M ．

证明 由定理 2 的证明可知，给定当期成本
ci，最优原材料库存水平为

S*
t ( ci ) =

0， 若W'( 0) ＜ ci
W'( x( 2)t ) = ci 的解，若W'( 0)≥c{

i

由于 W( x ( 2)t ) 是凹函数，W'( x( 2)t ) 单调递
减，因此对于 ci≥cj，有 S*

t ( ci ) ≥ S*
t ( cj ) ． 证毕．

命题 3 展示了本文考虑的原材料价格波动的
情况下企业进行原材料采购或销售决策的重要结

论:随着原材料市场价格的提高，企业的基库存水

平将会降低．这表明考虑了原材料价格波动的情
况下，企业将会利用这一市场信息及概率转移矩

阵进行原材料库存的动态调整，从而可望获得更

大的收益．如前文所述，在现实实践中，当钢铁企
业预计铁矿石未来价格将以较大概率上升时，会

出现囤积铁矿石行为．显然，如果当前价格相对未
来预期价格越低，则企业越愿意囤积越多的铁矿

石．这与上述命题 3 的结论是一致的．当然，现实
问题更为复杂，因为对铁矿石价格的波动的预期，

本身就有不确定性，而本文的研究对此方向提供

了一定的基础．

3 算例分析

通过算例分析，证实以上分析的结论，并验证

参数变化时最优策略的变化情况．
首先，设定原材料价格集合为{ c1，c2，…，cM } =

{ 16，18，20，22，24} ，转移概率矩阵为

0． 2 0． 3 0． 2 0． 1 0． 2
0． 2 0． 4 0． 2 0． 1 0． 1
0． 1 0． 2 0． 3 0． 3 0． 1
0． 2 0． 1 0． 2 0． 2 0． 3
0． 0 0． 1 0． 2 0． 3 0．















4

进一步设定需求函数为 d ( p ) = 300 － 3p;
随机变量ε服从 X ～ N( 0． 25) 的正态分布，成品库
存缺货和持有成本分别是 b = 5，m = 7．其他参数
设置为 u = 7，h = 5，γ = 0． 8．为简单起见，本文仅
考虑两个周期的决策．在第 1 个周期，将原材料市
场价格设置为 16，并且原材料库存为 0． 接下来，
本文将对算例结果进行进一步分析．
3． 1 成品生产数量与成品初始库存的关系
保持其他变量及参数不变，通过计算，可以得

到成品生产数量 a 与成品初始库存 y ( 1)t 的关系，
见图 2．
图 2 很好地展示了成品产量与成品初始库存

的关系，成品产量随着成品初始库存的增加而减

少，当原材料库存超过一定的数值时，企业将不再

进行成品的生产．另外，该图也很好地体现了成品
的最优生产决策为基库存策略: 当成品初始库存

低于某一临界值时，企业将成品生产至该临界值;

当库存大于临界值时，成品产量为 0．

图 2 a与 y( 1)t 的关系

Fig． 2 Ｒelationship between a and y( 1)t

3． 2 成品价格与成品初始库存的关系
保持其他参数不变，通过计算，得到图 3 所示

的 pt与 y ( 1)t 的关系图( 图 3) ．
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图 3 pt与 y( 1)t 的关系

Fig． 3 Ｒelationship between pt and y( 1)t

当期初成品库存低于基库存数量时，根据基

库存策略，成品产后数量将等于基库存数量，因此

与此对应，企业将保持一致的定价．而当期初成品
库存高于基库存数量时，企业为了平衡收益与库

存成本，将降低价格保证成品的销售额．而从另一
个角度来说，当在期初，成品库存较低时，企业为

了生产到基库存水平的成品，那么相比于高初始

库存，企业将会花费较多的成本进行成品的生产．
为了平衡多产生的成本，因此企业将制定较高的

价格．
3． 3 其他参数对最优策略的影响
保持其他变量和参数不变，研究原材料库存

成本对原材料期末库存数量的影响，结果如图 4
所示．

图 4 x( 2)t 与 h的关系

Fig． 4 Ｒelationship between x( 2)t and h

由图 4 可知，原材料期末库存数量随着原材
料库存成本的增加而减少，这与库存管理的常识

符合．仔细研究图 4 可以进一步发现，当原材料库

存成本较小时，原材料期末库存数量将趋向于较

大值．这是由于如果原材料价格在未来的一个周
期以较大概率上涨，那么企业将会从原材料差价

中获得利润．而当原材料库存成本逐渐增加时，原
材料期末库存数量减少的幅度越来越小，并且当

库存成本为 8 时，原材料期末数量为 0．这是因为
当库存成本为 8 时，有 16 + 8 = 24，其中 24 为原
材料成本可能取得的最大值． 因此在期末保留原
材料将不会获利，企业的原材料期末库存决策

为 0．
接下来，本文保持其余变量和参数不变，研究

成品生产决策数量与成品库存成本的关系． 图 5

为原材料期末库存数量与原材料库存成本之间的

关系图．

图 5 y( 2)t 与 m的关系

Fig． 5 Ｒelationship between y( 2)t and m

同理，成品产后数量随着成品库存成本的增

加而减少． 并且，发现当成品库存成本逐渐增加
时，成品产后数量减少的幅度越来越小．当成品库
存成本较大时，该曲线将趋于平缓，因为此时企业

仍将必须持有一定数量的成品库存以满足该周期

的成品市场需求．
3． 4 原材料市场价格对原材料期末决策的影响
保持其他参数不变，研究原材料市场价格对

原材料期末库存数量的影响，结果如图 6 所示．
由图 6 可以看出原材料期末库存数量随着原

材料市场价格的增加而逐渐减少，但其减少的幅

度也越来越小．特别地，当原材料市场价格为 24，

即所有可能值中的最大值时，原材料期末库存数

量为 0．该结果与定理 2 中的 3) 一致．
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图 6 x( 2)t 与 ci的关系

Fig． 6 Ｒelationship between x( 2)t and ci

4 结束语

本文研究了企业面对原材料价格波动情况

下的原材料采购和成品生产决策． 与以往研究
的主要区别在于，所研究的企业在同时面临市

场需求波动和原材料价格波动的情况下，一方

面需要进行原材料的库存决策，另一方面还需

要进行由原材料加工生产成品的生产决策． 同
时，研究的问题是多周期库存问题，并且在研究

中考虑了原材料的转卖． 本文的研究可以得出
以下 4 个主要结论．

1) 原材料库存决策满足动态基库存策略，但
该策略与传统的基库存策略不同． 当原材料初始
库存大于某临界值时，多出的库存将会被销售而

不会继续持有至下一个周期． 由于原材料价格波
动可能较为复杂，当企业采用不准确的价格预期

做出决策的话，有可能会导致较大的损失:设想当

前周期企业储存了较多的原材料库存，若下个周

期原材料价格低于当前周期的价格时，企业将不

可避免地蒙受损失 ( 相反的情况类似) ． 因此，为
了平衡可能导致的损失，在每个周期，企业将设定

原材料期末库存数量的基础值． 该基库存策略具
备一定的稳健性，因为无论原材料如何变动，每个

周期的基础值不会偏离太多．
2) 成品的生产决策满足( 修正的) 基库存策
略:存在某一个临界值，当成品的初始库存小于该

临界值时，成品生产数量为临界值减去初始库存;

当成品初始库存大于该临界值时，企业将不进行

生产．由于原材料和成品库存同时决策，因此，为
保证运营的平衡，企业的成品生产必须与原材料

库存决策一致才能使收益最大化．
3) 成品价格随着成品初始库存的增加而下
降．当成品初始库存增加时，意味着企业将有更多
的成品销往市场，因此，为保证自身的销售量，企

业需要制定较低的成品价格从而吸引更多的

需求．
4) 根据算例发现了数学证明之外的结果． 当
成品库存成本趋向于 0 时，其生产决策数量将收
敛于某一个值．同时，可以看出原材料价格变化分
别影响了原材料和成品库存的最优决策．
后续的研究可以从如下几个方向考虑: 1 ) 将

本研究与长期合同及组合采购方式下的研究结论

进行对比，探究两种情形下生产商赢利性的差异;

2) 很多文献研究产品的库存成本是和其价格相
关的，因此本文的另一个后续研究方向可以考虑

当原材料库存成本与原材料价格存在某种关系

时，模型的最优策略会发生怎样的变化．
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Joint inventory and production decisions under fluctuating material costs

FU Ke1，LIANG Gui-tian2，WANG Xia-yang1*

1． Lingnan( University) College，SunYat-sen University，Guangzhou 510275，China;
2． CUHK Business School，The Chinese University of Hong Kong，Hong Kong，China

Abstract: Manufacturing firms are often faced with frequent price fluctuations of both raw materials and the fi-
nal products． Therefore，it has become increasingly difficult for the firms to make proper procurement and pro-
duction decisions． This paper studies the inventory and production decisions for a manufacturer who is faced
with fluctuating material costs． A multi-period inventory and production decision model is developed based on
the assumptions that the fluctuation of material costs follows the Markov process and the market demand for the
final product is a price-dependent random variable． The optimal dynamic inventory and production policies are
then analyzed． One unique feature of the model is that the manufacturer can sell raw materials． Meanwhile，
the manufacturer has to make inventory decisions of the final product． It is shown that the optimal production
and inventory decisions are of base-stock type． Furthermore，several structural properties are developed to fur-
ther characterize the detailed policy structure． Extensive numerical studies verify the optimal policies and dem-
onstrate how the model parameters affect the optimal decisions．
Key words: price fluctuation; procurement management; inventory decision; base-stock policy
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