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摘要: 在线投资组合选择( online portfolio selection) 问题是当前量化投资领域一个重要的研究
问题． 近些年来，可投资标的的爆炸式增长急需能够有效计算的投资组合选择策略，而现有
高绩效算法大多具有指数级或多项式级的时间复杂度，不利于在实际中应用． 由此，本文提
出了一种基于次梯度投影的泛投资组合选择策略 SGP．将次梯度投影的思想应用到资产组合
构建的过程中，得到策略的再平衡规则． 理论上，本文分析了次梯度投影算法的竞争性能，
证明了该策略是一个泛投资组合选择策略; 并发现该算法具有线性时间复杂度． 实证上，验
证了 SGP策略在美国与中国市场的表现． 结果表明，SGP策略能够实现和最新的泛投资组合
选择策略相当的收益率，而算法运行时间短于现有策略． 参数敏感性分析表明 SGP策略对参
数选择不敏感; 交易成本敏感性分析表明 SGP策略能够承受合理的交易成本．
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0 引 言

在线投资组合选择［1］通过在一系列资产间

分配财富，来实现确定的长期目标，比如风险收

益或收益的最大化，是量化投资领域的一个研究

重点．当前学术界提出了两种理论来解决该问题．
均值方差理论［2，3］通过权衡组合期望收益和风险

来构建投资组合，适合于单期投资; 而资本增长

理论［4，5］通过最大化组合的期望对数收益率来构

建组合，适用于多期投资． 由于现实情况中均为
多期投资［6］，在线投资组合选择策略主要按照资

本增长理论来设计． 在线投资组合选择的一类研
究问题是建立在定常再调整策略 CＲP ( constant
rebalanced portfolios) 上的． CＲP 是固定投资比例
的投资选择策略，也是资本增长理论的一个特

例． Cover［7］证明了最优定常再调整策略 BCＲP
( best constant rebalanced portfolios) 存在的一系列

特性，并提出了第一个泛投资组合选择策略 UP
( universal portfolios) 来追踪 BCＲP 策略的绩效．

值得注意的是，BCＲP 策略是离线策略，只能在
获得所有股票信息之后才能确定，不具有可操作

性． 在这之后，一系列文章均提出了泛投资组合
选择策略来追踪 BCＲP的绩效［8，9］．

当前的可投资标的呈指数增长，投资组合优

化的时间成本逐渐成为策略设计中一个重要的问

题． 如果时间复杂度较高，比如指数级或多项式
级，则策略的实际应用会存在计算的瓶颈． 当前
的策略，具有较紧后悔度边界的策略，比如 UP

和 ONS策略，具有较高的时间复杂度． 比如 UP

具有指数级时间复杂度，而 ONS 具有三次时间
复杂度． 另一方面，具有较低时间复杂度的策
略，比如 EG，具有较松的边界． 比如 EG 策略具
有线性时间复杂度，而其后悔度边界却弱于 UP
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和 ONS． 如何实现后悔度边界和计算时间复杂度
之间的权衡，这是在线投资组合选择研究中一个

非常重要的问题．
由此，本文提出了两种遵循趋势交易思想的

次梯度投影策略 SGP( sub-gradient projection) ． 理
论上，本文证明了这两个算法的后悔度边界，并

证明了所提出的算法均为泛投资组合选择策略．
同时，所提出的算法具有线性时间复杂度，能够

满足资产数量增加所带来的计算需求． 实证上，对
SGP策略及现有策略在 Cover 的双股票数据集及收
集的 A股数据集进行了回测． 结果显示，SGP 策略
能够在绩效上与现有最新策略比拟，但其回测时

间显著优于最新策略，从而可以在时间要求较高

的场景中使用，比如高频交易． 同时，SGP 策略
受参数值的影响较小，非常稳健，因此在实际应

用中易于选择到有效的参数值．

1 问题设定和文献综述

本文采用 Cover所设定的投资场景［7］． 假定
金融市场上有 m个可投资标的，投资期限为 n个
交易期． 在交易期 t，资产价格变化用正的相对
价格向量表示 xt ∈ Ｒm

+ ． 整个交易期市场序列为
xn = { x1，…，xn} ，第 t个向量第 i个元素 xt，i表示

第 i种资产在第 t 期的收盘价与前一日收盘价的
比值，即第 i种资产在第 t期的收益为 xt，i ． 基于
市场信息，每一期开市前策略会构建并再平衡至

一个投资组合． 每项投资用投资组合向量 Δ ∶

b t = ( bt，1，…，bt，m ) ，bt，i ≥ 0，∑
m

i = 1
bt，i = 1 来表示，

其中 bt，i 表示第 t 期投资于资产 i 的比例． 这样，
一种策略在整个投资期的决策就可用序列 bn =
{ b1，…，bn} 来表示． 那么，投资者在第 t 期的投

资回报为 st = bT
t xt =∑

m

i = 1
bt，i xt，i ． 由于投资者将所

有财富再投资，那么 n 个投资期以后，投资者的

累积财富为 Sn = S0∏
n

t = 1
bTt xt ，其中 S0 表示初始财

富，一般设为 1． 同以前的文献类似［1，7］，上述问
题设定暗含着三项假设: 1 ) 交易成本为零; 2 )
市场具有完全流动性; 3) 市场冲击为零． 这些假
设对于策略的实用性具有重要的作用，本文将在

第 3． 4 节针对上述假设进行讨论．
在泛投资组合选择的研究中，BCＲP 策略可

以最大化组合的对数期望收益率，因此在线投资

组合策略将 BCＲP 策略作为逼近目标［1，7］． 假设
所有价格信息 xn 已知时，存在投资期内每期相

同的组合 b* ，使得

b* = argmax
b∈Δ
∑

n

i = 1
ln( b·xi ) ( 1)

其中 b* 即为最优定常再调整策略的投资组合

BCＲP． Cover［7］证明了 BCＲP 存在一系列特性，
并将 BCＲP作为在线投资组合策略的目标策略．
定义一种策略 Alg的后悔度为

Ｒegretn ( Alg) = ∑
n

i = 1
ln( b* ·xi ) －

∑
n

i = 1
ln( bi·xi ) ( 2)

如果有lim
n→∞

1
n Ｒegretn ( Alg) → 0 ，那么称算法 Alg

为泛投资组合策略．
Cover［7］提出第一种泛投资组合策略 UP

( universal portfolios) ． 其本质是将定常再调整取
值域内的所有策略按照买入并持有的方式组合起

来． Helmbold等［8］提出 EG ( exponential gradient)
策略，其本质是追踪上期表现最好的股票但不过

多偏离当前投资组合． EG 策略的后悔度边界为

O( nln槡 m ) ，运行时间为( mn ) ． 后悔度并没有
UP那样紧，但其线性运行时间显著优于 UP 策
略． Agarwal等［9］提出了 ONS( online newton step) ，
该方法通过在线凸优化技术来解决优化问题，组

合的时间成本为( m3n ) ． Das和 Banerjee［10］提出
了元优化算法，即 OGU 和 ONU，它们是 EG 和
ONS的自然拓展，并证明了任何包含泛策略的混
合策略依然是泛策略． Zhang 和 Yang［11］利用
WAA算法综合考虑所有专家的意见，提出了具有
泛特性的 WAAS和 WAAC策略。实证结果表明，
WAAC策略能够达到与最优投资专家相当的最
终累计收益． 刘善存等［12］从双向交易费用的角
度出发，设计了考虑交易费用的在线投资组合策

略． 张卫国等［13］利用集成算法的思想，从单一集
成策略 SAS出发，设计了混合集成策略 MAS，并
进行了算例分析． 该算法没有统计信息假设，理
论上具有较好的性质． 张永等［14］结合线性学习
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函数，对 UP 算法进行了改进，提出了 LFM策略．
该算法既减小了 UP的计算时间，又提高了收益．
罗勇和朱波［5］根据大数定理推导了对数效用函

数情形下的最优资金配置比例，并利用 14 种交易
活跃的中国商品期货合约进行了实证，认为 Kelly
模型在高频交易情形下具有较高的使用价值． 高
丽［15］利用包括动量效应和反转效应在内的市场

异象，结合 PA分类学习算法，构建了 PACS等策
略，并利用中国沪深股票市场的数据进行了

实证．
除了泛投资组合策略，在线投资组合选择理

论的其他分支认为最优定常再调整策略并非事后

最优，因此不以追踪 BCＲP 策略为目标． Borodin
等［16］基于均值回归的特性，提出了 Anticor 策略
来挖掘收益数据中的正滞后互相关和负自相关．
Anticor 虽无理论上的贡献，但其实证结果远超之
前的策略． Gorfi等［17］基于模式识别的思想，提出
BK策略来挖掘收益数据中的模式，并证明了在未
知分布下的最优增长策略． Ormos 和 Urbán［18］在
BK策略的基础上，考虑了交易成本． Li 等［19］在
BK策略的基础上，提出使用相关系数来识别模
式，显著地提升了实证效果． 由于均值受数据序
列的噪声和异常点较大，Huang 等［20］利用稳健中
位数回归提出了 ＲMＲ算法． 算例结果显示，ＲMＲ
算法能够克服现存均值回归算法的缺点，并且能

够取得更好的绩效． 近年来，Li 等［21，22］利用在
线学习及股票市场的均值回归特性，设计了一系

列启发式的在线投资组合选择策略． 虽不以
BCＲP 策略为追踪目标，但这些策略挖掘了股票
收益的特性，因此实证效果非常突出．

2 基于次梯度投影的泛投资组合策略

2． 1 策略设计
Zinkevich［23］针对凸性规划问题，从梯度下降

的角度出发，提出了贪婪投影算法． 该算法比专
家算法设定更加一般化，可以解决目前还没有解

决的凸函数任意序列问题，并且证明了梯度下降

可以解决在线凸问题． 与专家算法相比，梯度下
降方法有助于改善后悔度边界． 另一方面，金融
市场交易，尤其在程序化交易中，交易速度是一

个非常关键的指标． 凸性优化的时间复杂度较
高［9］，而线性优化时间复杂度通常为线性，显著

优于凸性优化． 因此，本文采用线性优化函数，
基于次梯度投影算法来构建最优组合．
首先，定义两个损失函数，并通过投资者获

得对数收益率来衡量投资者对其决策的后悔程

度． 通常而言，收益率与损失函数值成反比关
系． 投资收益率越高，投资者越不后悔，则损失
函数值越小． 优化的目标是最小化策略的后悔
度，即与 BCＲP 策略的累计对数收益率的差值．
因此，定义第一个损失函数为策略单期对数收益

率的负数

l 1
t ( b) = － ln( b·xt ) ( 3)
最小化损失函数能够实现逼近 BCＲP策略对

数收益率的目的． 为了防止过拟合，权重向量的
二次模作为正则项被加入到损失函数中［9］． 第二
个损失函数定义为

l 2
t ( b) = － ln( b·xt ) +

λ
2 ‖b‖2 ( 4)

当参数 λ取 0 值时，第二个损失函数退化为
第一个损失函数，因此第二个损失函数是第一个

损失函数的推广． 在策略设计中，参数 λ 的影响
是两个方面的．一方面，参数 λ 控制着优化过程
中最终投资组合向最优对数投资组合的趋近程

度． 其取值越大，最终投资组合越趋近于最优对
数投资组合，策略表现得越激进． 另一方面，过
于激进的策略可能会在再平衡过程中引发较大的

交易成本． 这是因为过于激进的投资组合权重波
动较大，由此产生的交易成本会降低策略的实用

性． 因此，合理设定参数 λ 能够在一定程度上实
现策略激进程度与交易成本间的权衡取舍．
接着，基于梯度下降的思想，本文定义一个

中间资产组合

bt+1 /2 = bt － ηt &t l t ( bt ) ( 5)
其中第二项表示上述损失函数 l t在 bt 上的次梯

度投影． 对于第一个损失函数 l 1
t ，投影算子为

&1t = －
xt

bt·xt
，参数 ηt = t －1 /2 ． 对于第二个损失

函数 l 2
t ，投影算子为 &

2
t = λbt －

xt

bt·xt
，并取

ηt = 1 / ( λt) ． λ控制着策略的激进程度，决定了
策略从 bt －1 到 b 的移动速度． 其取值越大，最终
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投资组合越接近最优投资组合，但过大的再平衡

可能会引发较大的交易成本． 第二步，将 bt +1 /2投

影到投资组合单域集上［24］，即 bt +1 = argmin
b∈Δ

‖

b －bt +1 /2‖，其中，Δ = { b: 1·b = 1，b≥0} ． 算法
1 总结了 SGP的具体流程．
该算法从梯度下降的角度出发，采用财富对

数的相反数作为损失函数，进行优化来解决在线

组合问题． 本文的创新之处在于次梯度投影算子
采用了线性算子，整个策略是线性的，从而大大

节省了优化时间． 随后的章节将从理论和实证两
个方面证明，与其他策略相比，该策略可以达到

相同绩效表现，时间复杂度更小，运行时间也

更短．
2． 2 策略泛特性分析
在符合独立同分布的市场中，BCＲP 策略能

够实现最大的对数增长率． 能够达到收敛于
BCＲP策略对数增长率的策略被称为泛投资组合
策略． 本节从后悔度的角度证明两个 SGP策略是
泛投资组合策略． 本文的证明思路如下: 定理 1
给出了 SGP-1 的后悔度．定理 2 给出了 SGP-2 的
后悔度． 根据定理 1 和定理 2，结合泛投资组合
特性得到推论 1 和推论 2，由此证明 SGP算法为
泛投资组合策略．
次梯度投影策略 ( SGP)

输入: xn :历史市场相对价格序列

输出: Sn :期末累积财富

参数: λ :策略激进程度

1:初始化 b1 = { 1m ，． ． ．，
1
m } ，S0 = 1 ．

2:在每个投资期 t = 1，2，． ． ．，n进行如下决策:

3:接收第 t期的相对价格向量: xt = ( xt1，． ． ．，xtm )

4: 更新累积财富: St = St－1 × ( bt·xt )

5:计算次梯度投影算子

&t =
－

xt
bt·xt
( SGP － 1)

λbt －
xt

bt·xt
( SGP － 2{ )

6:计算中间资产组合: bt+1 /2 = bt － ηt &t
7:投影计算最终资产组合

bt+1 = arg min
b∈Δm

‖b － bt+1 /2‖

8:重复步骤 3 － 7，直至投资期末．

算法 1: 基于次梯度投影的在线投资组合策略
Alg． 1: Sub-gradient projection based online portfolio selection strategy

定理 1 SGP-1 算法有如下绩效保证: 假定市

场有正参数 α ． 对于任意 ηt ，那么 Ｒegretn( SGP －

1) ≤ ( 2 + m
α2 ) 槡n ．

证明 为得到贪婪投影函数算法的边界，

需要计算单域和损失函数的直径 ‖F‖ =
max
x，y∈Δm

d( x，y) ≤‖x‖ + ‖y‖≤ 2 和‖ &ct‖ =

‖x‖
b·x ≤

槡m
α

．

引用 Zinkevich［23］的定理 1，可得

Ｒegretn ( SGP － 1) ≤ 2槡n + (槡n － 1
2 )

m
α2

= ( 2 + m
α2 ) 槡n － m

2α2

≤ ( 2 + m
α2 ) 槡n

接下来分析 SGP-2 算法．
定理 2 假定市场有正参数 α，则 SGP-2 算

法产生的投资组合向量的后悔度有如下的边界

Ｒegretn( SGP － 2)

=∑
n

t =1
ln( b·xt ) －∑

n

t =1
ln( bt·xt )

≤ λ ( 1 + ln( n + n) )
2 + m

λ
( 1 + ln n)

2α2

当 λ = m( 1 + ln n)
α2 ( 1 + ln( n + n槡 ) )

时，则有

Ｒegretn ( SGP － 2)

≤ ( 1 + ln n) ( 1 + ln( n + n槡 ) ) 槡m
α

证明 再平衡过程可以写为 bt +1 =∏ Δm
( bt －

ηt&t ) ．因此，证明该引理的关键是使得再平衡条

件满足 Shalev-Shwartz等［25］的引理 1 中列示的条
件． 由于 ft 是一个关于 λ的凸函数．
接下来，划定‖ &t‖的边界

‖ &t‖
2 = ‖λbt －

xt

bt·xt
‖

2

≤ λ2‖bt‖
2 +

‖xt‖
2

( bt·xt )
2

≤ λ2 + m
α2 ( 6)

引用 Shalev-Shwartz 等［25］的引理 1，结合后悔度
定义，得
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∑
n

t = 1
l 2
t ( bt ) －∑

n

t = 1
l 2
t ( b)

≤ ( λ2 + m
α2 )
( 1 + ln n)

2λ

= ( λ + m
λα2 )
( 1 + ln n)

2 ( 7)

分开损失函数和正则项，并整理各项，由式( 7 )
得到

∑
n

t =1
ln( b·xt ) －∑

n

t =1
ln( bt·xt )

≤ ( λ + m
λα2 )
( 1 + ln n)

2 + λn
2 ‖b‖2 －

λ
2 ∑

n

t =1
‖bt‖

2

≤ ( λ + m
λα2 )
( 1 + ln n)

2 + λn
2

= λ ( 1 + ln( n + n) )
2 + m( 1 + ln n)

2α2λ
( 8)

不妨设定 λ = m( 1 + ln n)
α2( 1 + ln n + n槡 )

，则

∑
n

t =1
ln( b·xt ) －∑

n

t =1
ln( bt·xt )

≤ λ ( 1 + ln( n + n) )
2 + m( 1 + ln n)

2α2λ

= 槡m2α
( 1 + ln n) ( 1 + ln( n + n槡 ) ) +

槡m
2α
( 1 + ln n) ( 1 + ln( n + n槡 ) )

= 槡m
α
( 1 + ln n) ( 1 + ln( n + n槡 ) ) ( 9)

由此得证．
推论 1 SGP-1 和 SGP-2 策略均为泛投资组

合选择策略．
证明 根据定理 1 和泛投资组合特性，

lim
n→∞

Ｒegretn ( SGP － 1)
n ≤ lim

n→∞
( 2 + m

α2 )
槡n
n = 0

由此证明 SGP-1 是泛投资组合选择策略．
根据定理 2 和泛投资组合特性，

lim
n→∞

Ｒegretn( SGP － 2)
n ≤

lim
n→∞
槡m
α
( 1 + ln n) ( 1 + ln( n + n槡 ) )

n = 0

由此证明 SGP-2 是泛投资组合选择策略．

因为 SGP-1 算法中没有参数与投资期数 n有
关，因此推论 1 可以保证 SGP-1 是泛投资组合策
略．而 SGP-2 策略中参数 λ 取值与投资期数 n 有
关，同时，推论 1 并不能完全保证 SGP-2 策略是
泛投资组合策略． 采用文献［8］中的分阶段技巧
可以证明: 在 n 未知的情况下，SGP-2 是泛投资
组合策略． 分阶段技巧证明选取一个足够大的投
资期数 n( n ＞ m8 ) ，并将第一个和第二个含有m8

期的连续阶段视为第零个和第一个阶段． 并将接
下来包含2 im8期的连续投资期视为第 i( i≥2) 个
阶段． 在每个投资阶段重新初始化在线组合模
型，将 2 im8 视为定理 2 中的 n 取值，并按照
SGP-2策略完成参数更新投资组合，称为分阶段
SGP-2 策略．
推论 2 分阶段 SGP-2 策略为泛投资组合选

择策略．

证明 当 n ＞ 12时 ，因为 0 ＜ 1 + ln 槡n ＜ n

和 0 ＜ 1 + ln( n + n) ＜ n11 /8 ， 1 + ln槡 n ＜ n1 /4和

1 + ln(槡 n + n ) ＜ n11 /16 成立．
根据定理 2，有
Ｒegretn( SGP － 2) ≤

槡m
α

1 + ln(槡 n + n ) 1 + ln槡 n ＜

槡m
α

n15 /16 ≤ 1
α
( m8) 1 /16n15 /16 ．

随后的证明过程同文献［13］定理 3 和文献
［14］定理 4 类似． 首先计算出最后一个阶段的上
界 b，从分阶段 SGP-2 策略的实施过程知 b =
ln2 ( n /m

8 ) ． 其次，有

Ｒegretn ( SGP － 2) ≤ m8

α
［1 + 4 ( n /m8 ) 15 /16］

即有

lim
n→∞

Ｒegretn ( SGP － 2)
n

= lim
n→’

m8

α
［1 + 4 ( n /m8 ) 15 /16］

n = 0

则分阶段 SGP-2 策略能够追踪 BCＲP策略，得证．
为了实现累积收益的最大化，本文实证部分

采用有限个投资专家混合的方式，即将不同参数

的 SGP-2 策略混合． 根据文献［23］，任何一个泛
投资组合策略和启发式策略混合组成的 MLA 系
统，既可以保持泛特性，也能够保证高绩效． 这
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样，混合后得到的策略依然是泛投资组合策略，

理论上依然能够实现和 BCＲP 策略相当的收
益率．
2． 3 后悔度与时间复杂度分析
本节从理论上进一步比较 SGP 算法与几种

现存的泛投资组合的理论后悔度边界和时间复杂

度，对应的后悔度和计算时间复杂度如表 1 所示．
表 1 SGP算法和现有策略的后悔度与时间复杂度比较
Table 1 Comparison of regret and time complexity for SGP

and existing strategies

策略 后悔度 时间复杂度

UP mln n nm

EG nln槡 m mn

ONS m1． 5 ln( mn) m3n

SGP-1 槡nm mn

SGP-2 mnln槡 n mn

SGP 策略在后悔度上弱于采用凸性优化的
ONS策略． 从表 1 中可以看出，SGP 策略的后悔

度边界并非最优． SGP-1 为槡nm，而对应地 SGP-

2 为 mnln槡 n ，弱于 UP 算法和 EG 算法的后悔
度． 另一方面，SGP 算法具有线性时间复杂度，
优于 UP策略的 nm 和 ONS 的 m3n ; 与 EG 相同．
这一假设建立在每日向单域上进行有效投影的时

间花费为 Ο( m) 或者 Ο( mln n) ． 总而言之，
SGP算法在后悔度和时间复杂度上面做了一定的
取舍，丰富了泛投资组合选择的研究．

3 数值运算

本节采用回溯测试来验证策略的样本外收

益．回溯测试采用历史数据来测试策略的表现和
稳定性，是泛投资组合研究中不可缺少的一步．
需要强调的是，回溯测试并不能预测策略在未来

未知市场下的表现，但可以作为参考． 本节将选
取纽约交易所和中国沪深市场的股票数据来回

测，并进一步分析 SGP策略的参数和交易成本的
影响．
3． 1 数据与设置
本文实证部分选用美国市场和中国市场分

别进行． 为了和现有研究［7 － 9］进行比较，美国

市场采用标准的 NYSE 数据集，时间区间为
1963 年到 1985 年，共 5 652 个交易日． 该数据

由 Cover［7］首先采用，并逐渐成为在线投资组合
选择的标杆数据集． Helmbold 等［8］和 Agarwal
等［9］均沿用了这些数据集，本文也采用相同的

数据集．
与发达国家股票市场相比，中国股票市场存

在着个人投资者居多，市场不健全，风险更高等

结构性差异［26］，因此利用中国市场数据进行实

证具有一定的现实意义． 与高丽［15］类似，本文同
时收集了中国沪深股市的数据来进行实证研究．
中国市场选用 2014 年 4 月 30 日观测到的沪深
300 成分股，时间从 2000 年 1 月 1 日到 2014 年 4
月 30 日． 数据来源是 iFind 同花顺金融数据库．
考虑上市公司必须存续一段时间以保证股价是稳

定的，本文将 2000 年 1 月以后上市的股票筛除，
保留了 89 只成份股． 股票价格的缺失值采用前
一天的收盘价代替． 随后用当日收盘价除以前日
收盘价，即得到数据集 HS89． 值得注意的是，数
据中存在着 67 个相对价格变动超 10%的异常点．
经核实，这 67 个异常点中，河北钢铁( 000709) 于
2009 年 12 月 15 日的异常现象是源于其重组事
宜，其余 66 个异常点均是由于落实中国的股权
分置改革政策造成的． 这两类原因造成的股价超
涨跌幅限制均能真实反映股价波动，故本文保留

这些异常点． 现有文献中，高丽［15］也曾采用过中
国市场的数据进行实证，分别从上海交易所和深

圳交易所上市股票随机抽取 9 只，18 只，10 只和
26 只股票作为测试数据集，样本区间为 1997 年
至 2012 年．

SGP-2 策略有一个参数 λ ． 根据定理 2，
SGP-2 策略的泛投资组合特性与参数 λ 有关，而
且参数 λ的合理取值范围并不能事先决定，而是
依赖于资产数目 m，投资期数 n和市场正参数 α，
其中，市场正参数 α近似等于最优组合收益率的
上界值． 但是在构建最优组合之前，市场正参数
α并不能准确估计． 为了不失一般性，同时考虑
到参数 λ对策略的影响，混合 SGP 算法的参数 λ
取{ 2 －5，2 －4，…，214 } ，共计 20 个投资专家，进一
步根据指数加权方法将所有投资专家的意见综

合．每个投资专家依据绩效赋予指数权重，权重

公式为 wj，t =
exp( Sj，t －1 )

∑
i
exp( Sj，t －1 )

，j = 1，…，20，对应
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着 20 个不同参数的投资专家，那么第 t期累积财

富 Sj，t －1 = ∑
j
( Sj，twj，t ) ． 另外，选用的比较策略

有三种基准策略 Market，BEST 和 BCＲP，以及
UP，EG，ONS三种泛投资组合策略，所有策略的
参数均按照原作来取值． BCＲP 是事后策略，在
现实中不能实现．
3． 2 结果比较
表 2 比较了策略 Market，BEST，BCＲP，UP，

EG，ONS，SGP-1 和 SGP-2 在 5 个不同数据集上
的期末累积收益． 除了作为基准策略的 Market，
BEST和 BCＲP 策略以外，期末累积收益最高的
两个策略绩效用黑体标出． 结果显示，SGP-2 策
略表现均好于 SGP-1 策略，说明正则项的加入能
够改善 SGP-2 策略的绩效; 同时 SGP-1 和 SGP-2
策略均超越了基准策略中的事前策略 Market，在
除了 HS89 组合以外的 4 个数据集上，其最终累

积收益均超越了 BEST 策略． 与现有的泛投资组
合策略相比，SGP-2 策略在所有资产组合上表现
均好于 UP策略和 EG策略，在 COM_MEI和 IＲO_
KIN数据集上表现好于 ONS策略，在余下的三个
数据集上的表现弱于 ONS 策略．考虑到任何一种
策略很难绝对占优另一种策略，因此 SGP-2 策略
在经典的双股票数据集和中国市场的数据集上表

现良好． 另外，泛投资组合策略在理论上追踪
BCＲP策略的对数增长率，所以，理论上它们的
绩效会弱于 BCＲP策略． 但是在泛投资组合选择
策略的实证上，策略绩效也受到样本数据的影

响． 因此在表 2 中，ONS 策略优于对应 BCＲP 策
略的绩效．
为了进一步比较 SGP策略的和现有策略，表

3 列示了在线投资组合策略 UP，EG，ONS 和
SGP-2 在 5 个数据集上的运行时间．

表 2 不同策略在数据集上的最终累积收益

Table 2 Final cumulative wealth achieved by various strategies on the five datasets

组合 COM_KIN COM_MEI IBM_CO IＲO_KIN HS89

Market 28． 07 37． 47 12． 79 6． 52 4． 76

BEST 52． 02 52． 02 13． 36 8． 92 25． 97

BCＲP 144． 01 102． 96 15． 07 73． 70 37． 53

UP 78． 40 74． 00 14． 20 40． 00 7． 29

EG 110． 96 94． 28 14． 90 64． 43 7． 21

ONS 314． 75 89． 10 18． 18 24． 71 8． 48

SGP-1 83． 03 89． 51 14． 89 64． 65 6． 71

SGP-2 118． 65 98． 75 15． 01 72． 52 7． 33

表 3 不同策略在数据集上的运行时间( sec)

Table 3 Ｒunning times ( in seconds) of various strategies on datasets

组合 COM_KIN COM_MEI IBM_CO IＲO_KIN HS89

UP 31． 81 31． 37 31． 47 32． 01 295． 52

EG 1． 02 1． 09 1． 01 1． 22 4． 07

ONS 302． 60 304． 39 311． 40 318． 34 747． 90

SGP-2 1． 16 1． 05 1． 11 1． 13 0． 63

结果显示，随着资产数目的增加，除了 SGP-
2 策略以外的其他泛投资组合策略运行时间均增
加． 一种可能的解释是 SGP-2 策略的运行时间受
到交易期数的影响更大，而 HS89 数据集的交易
期数比其余 4 个数据集更少． SGP 和 EG 策略均
为线性复杂度，因此在所有数据集上，SGP-2 策
略的运行时间与 EG 策略相近; UP 和 ONS 策略
的时间复杂度均高于线性，实证上，SGP-2 策略

的运行速度均大幅度快于 UP 和 ONS 策略． 这与
表 1 中的时间复杂度是一致的． 结合表 2 可发
现，SGP 和 ONS 策略的性能相近，但 ONS 策略
耗时远大于 SGP策略; SGP 和 EG 策略的运行时
间相当，但 SGP策略绩效均好于 EG 策略． 这也
印证了 2． 3 节的观点: SGP的后悔度边界并不是
最优的，但是其线性运行时间优于 UP 和 ONS
策略．
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3． 3 参数与交易成本的敏感性分析
为说明参数对于 SGP策略的影响，图 1 展示

了采用不同参数值 λ时 SGP-2 策略在五个数据集
上的绩效． 其中，λ 的取值域为 { 2－5，2－4，…，214} ．
为了便于比较，本文也列出了 Market和 BCＲP策
略的绩效值．如图 1 所示，在事后看，本文没法找
到一个最优的参数值使得 SGP-2 策略在所有数据
集上都有最大的绩效． 可能的原因是不同的数据
集上有着不同的资产数目 m，投资期数 n和市场
正参数 α ． 但总的说来，SGP-2 策略在不同参数
情形下表现非常地稳健，受参数的影响不大． 由
此，在实际使用中，本文可以方便地为 SGP-2 策
略取到一个有效的参数值．

SGP-2 策略的提出没有考虑交易成本，为
了更好地研究 SGP-2 策略在存在交易成本时的
表现，图 2 展示了在不同交易成本时 SGP-2 策略
的绩效． 其中，交易成本采用比例交易成本，
取值域为 0%到 1% ． 结果显示，随着交易成本
的上升，BCＲP 和 SGP-2 策略的绩效是下降的，
Market受交易成本影响最小． 但即使成本较
高时，SGP-2 策略依然表现优于市场策略． 考虑
到当前 A股市场上个人投资者的交易成本一般
在 0． 1% 左右，本文发现交易成本对 SGP-2 绩
效的影响不大． 总而言之，在合理的交易成本
下，SGP-2 策略依然可以保持高于市场的投资
绩效．

( a) COM_KIN ( b) COM_MEI ( c) IBM_CO

( d) IＲO_KIN ( e) 沪深 HS89 组合

图 1 SGP策略的参数敏感性分析

Fig． 1 Parameter sensitivity for SGP strategy

3． 4 讨 论
与既有的研究一致，本文的研究主要基于三

个假设: 零交易成本，完全流动性，零市场冲击．
这些假设与实际存在差异［27，28］，因此，在回溯测

试中采取了一些措施来尽量减少这些假设的影

响． 针对零交易成本，在第 3． 3 节中，测试了
SGP策略在不同交易成本时的表现． 结果显示，
SGP策略可以承受合理的交易成本． 针对完全流

动性和零市场冲击，在构建 HS89 数据集时，选取
了沪深 300 成分股中流动性强的蓝筹股进行测
试． 这些股票均交易活跃，具有较强的流动性，
同时这些股票难以受到单笔资金的冲击． 注意到
在仿真环境中，设法测试市场冲击的影响是不现

实的． 另外四个数据是在线投资组合选择研究的
标准数据集． 这些股票是 NYSE 上较大的蓝筹
股，也具有较高流动性． 因此，虽然完全流动性
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和零市场冲击的假设在回溯测试中没法完全模

拟，本文也尽量减少了这些假设对策略的影响．
SGP策略更好地实现了策略绩效和时间复杂

度之间的权衡取舍． 一方面，理论上与其他泛投
资组合策略一样，SGP策略能够渐进地逼近最优
定常再调整策略的累计收益率． 实证上，SGP 策
略绩效变现良好，在某些数据集上超过了现有的

泛投资组选择策略． 另一方面，投资者选用时间
最快还是收益最优的策略取决于投资者的类型和

其投资情景． 对于大部分散户投资者，他们对计
算时间要求并不迫切，会选用收益最高的策略．
对于一些机构投资者，尤其是高频交易商，他们

可以挖掘更高频率的交易数据，会选用时间最快

的策略． 时间成本较小的策略，帮助机构投资者
获得更多交易机会及获利． 本文数值分析中考虑
了相同的投资期，而现实中高频交易策略会带来

更多的交易机会，从而会有更多获利． 这在 Li

等［21］的研究中也有所体现．

4 结束语

本文提出了一个全新的基于次梯度投影的在

线投资组合选择策略 SGP． 理论上，推导了 SGP
策略的后悔度边界，证明了 SGP 策略是一个泛
投资组合选择策略，并发现 SGP 策略具有线性
时间复杂度． 实证上，分别研究了 SGP 策略在美
国市场和中国市场的表现． 实证结果显示，SGP
策略在美国数据集上和中国数据集上均表现优

异． 本文从理论和实证上进一步丰富了泛投资
组合选择的研究． 未来比较好的研究方向是在
策略设计中加入交易成本、税收等实际摩擦系
数，设计能够主动考虑市场摩擦的泛投资组合

选择策略，进一步提升泛投资组合选择策略的

实用性．

( a) COM_KIN ( b) COM_MEI ( c) IBM_CO

( d) IＲO_KIN ( e) 沪深 HS89 组合

图 2 交易成本对 SGP策略影响分析

Fig． 2 Effects of transaction costs on SGP strategy
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Universal portfolio selection strategy based on sub-gradient projection

LI Bin，ZHANG Di，TANG Song-hui
Department of Finance，Economics and Management School，Wuhan University，Wuhan 430072，China

Abstract: Online portfolio selection is important in the field of quantitative investment． Ｒecently，the emer-
ging investment opportunities call for portfolio selection strategies that can be efficiently computed． However，
online portfolio selection strategies with high performance often require exponential or polynomial computation，
which hinders their practical applications． This paper proposes a novel universal portfolio selection strategy:
the“Sub-Gradient Projection”( SGP) ． This paper first applies the SGP idea to portfolio construction and
gains the rebalance rule． Its competitive performance is analyzed theoretically，which shows that SGP is a uni-
versal portfolio selection strategy． Moreover，SGP strategy needs linear computational time，which is quite effi-
cient． Empirically，SGP strategy is back-tested using the datasets from US and China． The results show that
SGP strategy can achieve a similar cumulative wealth equivalent to that of the latest strategies with much shor-
ter computational time． The experiments on parameter sensitivity show that SGP is insensitive to its parame-
ters． Moreover，it can sustain reasonable transaction costs．
Key words: online portfolio selection; universal portfolio selection; sub-gradient projection; best constant re-

balanced portfolio
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