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基于实物期权的 ＰＰＰ项目最优资本结构研究①

王　兵，张水波，王秀芹，韩雷杰
（天津大学管理与经济学部，天津 ３０００７２）

摘要：通过构建实物期权模型，分别研究了ＰＰＰ协议允许资本结构调整和不允许资本结构调
整情况下私人部门的最优资本结构，并进一步对比了两种情况下 ＰＰＰ项目最优资本结构的差
异以及私人部门实现本结构调整期权的边界条件．研究结果表明：（１）项目的最优债务量与贷
款利率之间呈现一种倒Ｕ型关系；（２）在允许和不允许资本结构调整两种情况下，项目的最优
资本结构安排不同，具体表现为：允许资本结构调整时，项目的期初债务水平应低于不允许资

本结构调整时项目的债务水平，并在资本结构调整时增加项目的债务水平；（３）私人部门实现
资本结构调整期权的边界成本随项目现金流波动率的增加而减小，随项目收益增长率的增加

而增加．本研究结果可为私人部门安排ＰＰＰ项目债务资金方案提供依据．
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０　引　言

为了缓解地方政府的债务压力，我国政府从

２０１４年开始大力促进 ＰＰＰ模式在基础设施建设
领域中的应用

［１，２，３］．在 ＰＰＰ模式下，项目的融
资、设计、施工和运营主要由私人部门来负责．在
项目建成后，私人部门通过长达１０年 ～３０年的
特许期运营回收投资并获取一定的利润．特许期
结束以后，私人部门需按要求将项目移交给相应

的政府部门．ＰＰＰ项目的前期融资由私人部门负
责，政府部门一般不会直接干预 ＰＰＰ项目的资本
结构，但往往会规定 ＰＰＰ项目的最低股本资金比
例
［４，５］．在最低股本资金比例限制下，项目具体的资

本结构还是由私人部门来决定．因此，本文从私人部
门的角度对ＰＰＰ项目的最优资本结构进行研究．

ＰＰＰ项目的最优资本结构体现为最优股债比，
如何确定项目的最优债务量一直是实业界和学术界

关心的问题．对于私人部门投资者而言，债务资金可

以带来税盾收益，提高项目的股本收益率；但另一方

面，债务资金也会带来债务风险，当项目无法按时偿

还债务时，将导致破产
［６］．最优资本结构应该使项目

债务风险可控情况下的项目收益最大．另外，项目的
贷款条件（包括贷款量和贷款利率）往往是根据项目

未来的收益确定的．然而，ＰＰＰ项目在较长的运营期
（１０年～３０年）中存在很大的不确定性，这使得项目
的收益无法被准确的预测．为了应对这些不确定性，
ＰＰＰ协议通常会有再融资条款，允许投资人在一定
条件下调整项目的资本结构．对私人部门而言，在什
么条件下进行再融资以及如何再融资以保证资本结

构最优是亟需解决的现实问题．
部分国内外的学者已经对 ＰＰＰ项目的最优

资本结构进行了研究．胡一石等通过专家访谈和
问卷调查对影响 ＰＰＰ项目资本结构的因素进行
了识别和分析

［７］．刘婷等通过总结归纳１８个典
型ＰＰＰ项目的资本结构发现，ＰＰＰ项目应该结合
项目情况综合利用各种资金来降低融资成本

［８］．
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Ｚｈａｎｇ将私有化基础设施项目的资本结构定义为
四个维度，即融资工具的类型、使用不同融资工具

的相对数量、融资的渠道以及相应的融资条款，并

通过对这四个维度进行量化构建了 ＰＰＰ项目资
本结构优化框架

［９］．然而，由于以上模型无法将
内部收益率（ＩＲＲ）和债务覆盖率（ＤＳＣＲ）等财务
指标在维度上进行统一，所以无法得出使各方利

益都达到最优的资本结构．为了解决这个问题，
Ｙｕｎ等运用效用函数将内部收益率和债务覆盖率
两个具有不同维度的财务指标统一于一个综合值

上，然后通过专家访谈和模拟测试并结合蒙特卡

洛模拟技术，构建了一个同时满足债权人和经营

者要求的最优资本结构模型
［１０］．Ｄｕ等进一步考

虑了财务风险因素和政府部门对最低股本资金和

债务资金比例的要求，通过蒙特卡罗模拟计算出

了能够减少 ＰＰＰ地铁项目财务风险的最优资本
结构

［５］．为了更加接近现实，Ｄｏｎｋｏｒ等考虑了不
同时期项目债务覆盖率不同的特点，通过添加多

阶段机会约束（ｃｈａｎｃｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）构建了一个随
机优化模型，并通过基于公式和电子表格的仿真

模拟求解出 ＰＰＰ项目最优资本结构［１１］．Ｃｈｅｎ等
通过分析项目公司和银行之间的博弈，研究了发

电站项目的最优资本结构，发现项目公司的博弈

力越大，项目的最优债务水平越高
［１２］．Ｗａｎｇ等分

析了在同时满足政府部门和私人部门利益要求的

前提下，ＰＰＰ项目中的承建商和运营商之间的最
优出资比例

［１３］．Ｂａｙａｔ等进一步通过构建博弈模
型分析了可以满足政府、项目发起人和银行三方

利益要求的ＰＰＰ项目最优资本结构［１４］．
以上关于最优资本结构的研究多基于 ＮＰＶ

方法，假定项目未来现金流是稳定的，不能很好

地反映未来收益不确定对最优资本结构的影

响；另外，现有研究并不考虑 ＰＰＰ项目再融资．
ＰＰＰ项目的融资多采用项目融资（ｐｒｏｊｅｃｔｆｉ
ｎａｎｃｅ）模式，贷款期限可能长达 １５年 ～３０年．
这期间，项目的风险状况和金融市场会发生变

化，ＰＰＰ协议往往允许私人部门在有利条件下进
行再融资，因此再融资情况下的最优资本结构

有待进一步研究．
ＰＰＰ协议允许私人部门在特许期内调整资本

结构，可以看作是私人部门的一种实物期权．本文
尝试采用实物期权法方法对 ＰＰＰ项目的最优资

本结构作进一步研究．尽管实物期权法已被广泛
用于研究公司投资决策问题

［１５，１６，１７］，但是尚未发

现用实物期权法对 ＰＰＰ项目资本结构进行研究
的文献．不过，一些学者对公司的最优资本结构及
其动态调整进行的研究，可为本文提供借鉴．Ｄｉｘｉｔ
等使用实物期权理论分析了在不确定性的投资环

境下，公司如何选择最优的投资时机和资本结

构
［１５］．在此基础上，Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ等进一步运用实物

期权理论分析了公司如何动态调整其资本结构，

并给出这类问题的分析框架
［１８］．Ｓｔｒｅｂｕｌａｅｖ研究

了在一定的外部政策要求条件下，公司如何调整

其最优资本结构
［１９］．Ｓｕｎｄａｒｅｓａｎ等分析了公司在

未来有多次投资机会时，公司应该如何动态的调

整其资本结构
［２０］．另外一些学者在这些研究的

基础上进一步考虑了一些其它因素，对公司的最

优动态资本结构调整进行了研究．Ｈｕｇｏｎｎｉｅｒ等研
究了信用市场摩擦（ｃｒｅｄｉｔｍａｒｋｅｔｆｒｉｃｔｉｏｎｓ）对公司
最优资本结构动态调整的影响

［２１］．Ｔｉａｎ研究了企
业家在具有不一致的时间偏好（ｔｉｍｅｉｎｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ）
时，公司如何动态的调整其最优资本结构

［２２］．
Ｂｉｇｌｅｒ研究了公司能力的动态变化（ｄｙｎａｍｉｃｃａｐａ
ｂｉｌｉｔｉｅｓｓｔｒａｔｅｇｙ）对其最优资本结构的影响［２３］．但
是这些研究没有分析利率变化对公司资本结构的

影响，而是单纯从权衡（ｔｒａｄｅｏｆｆ）的角度通过分析
债务资金带来的税盾收益和其可能造成的违约损

失来确定公司的最优资本结构．对于 ＰＰＰ项目而
言，由于其融资合同长达１０年到１５年，甚至能达
到３０年，在这么长的贷款时间内，贷款利率可能
发生很大的变化从而影响项目的融资成本，因此

需要进一步分析贷款利率的变化对 ＰＰＰ项目最
优资本结构的影响．

综上，本文将使用实物期权方法对比分析允

许允许资本结构调整和不允许资本结构调整两种

情况下ＰＰＰ项目最优资本结构的差异，以及两种
情况下项目的最优资本结构与贷款利率之间的关

系，并且给出在允许资本结构调整情况下，项目的

再融资条件以及再融资前后项目的最优资本结

构．本文还进一步分析了私人部门实现资本结构
调整期权的边界条件，以及实现资本结构调整期

权的边界成本与项目现金流波动率和收益增长率

的关系．
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１　基本假设

假设ＰＰＰ项目未来的现金流 Ｘ服从几何布
朗运动，即ｄＸ＝μＸｄｔ＋σＸｄＺ，其中μ表示项目的
期望收益增长率，满足关系μ＜ｒ，ｒ表示无风险
收益率；σ表示项目收益的波动率，Ｚ表示 Ｗｉｅ
ｎｅｒ过程．假设项目单位时间内的运营成本为 ｆ，
政府对项目收益征收的税率为 τ．私人部门参与
ＰＰＰ项目的目的是获取收益，一旦项目的收益无
法满足私人部门的收益要求，私人部门就会放弃

项目．假设在不允许资本结构调整的情况下，私人
部门放弃项目的现金流的边界值为 Ｘ１ａ，项目的债
务水平为Ｃ１ａ，贷款利率为ｒ

１
ａ．在允许资本结构调

整的情况下，使私人部门调整项目资本结构的项

目现金流的边界值为Ｘｂ．假设项目的初始债务水
平为Ｃ１ａ，贷款利率为ｒ

１
ａ；在调整项目的资本结构

后，项目的债务水平为 Ｃ２ａ，贷款利率为 ｒ
２
ａ，项目

的贷款利息可以用于抵扣项目所得税．由于对项
目资本结构调整时，项目的现金流比初始预测的

好，此时私人部门可以获得更好的融资条件，所以

假设ｒ２ａ ＜ｒ
１
ａ．私人部门放弃项目后，项目被移交

给债权人，在移交的过程中由于技术专用性等原

因，项目的价值会有损失，假设该项目价值损失为

αＸｉａ，ｉ＝１，２，其中 α反映了项目的价值损失程
度，也体现了项目的技术专用性程度，项目的技术

专用性程度越高，α的值就越大．私人部门一旦放
弃项目就会失去项目的收益权，同时也会失去债

务的税盾收益，本文将这些收益损失定义为私人

部门放弃项目的成本．此外，假设项目的价值为
Ｖ（Ｘ），表示投资 ＰＰＰ项目可以获得的总体项目
收益；私人部门的股权价值为 Ｅ（Ｘ），表示私人
部门通过股本资金投资 ＰＰＰ项目可以获得的回
报．表１对这些变量的解释进行了梳理．假设项
目所处的资本市场是完全的，即不存在套利

机会．
表１　名词解释
Ｔａｂｌｅ１Ｎｏｔａｔｉｏｎｓ

Ｉ 实现资本结构调整期权的边界成本

μ 项目收益增长率

σ 项目现金流的波动率

Ｚ 满足几何布朗运动

ｒ 无风险利率

ｆ 项目在单位时间内的运营成本

τ 政府征收的项目所得税税率

Ｘ１ａ 使得私人部门放弃项目的现金流临界值

Ｃ１ａ 在不允许资本结构调整时，项目的债务资金量

ｒ１ａ 初始阶段项目的贷款利率

Ｃ１ａ 在不允许资本结构调整时，项目的最优债务资金量

Ｘｂ 允许资本结构调整时，使得私人部门调整项目资本结构的现金流临界值

Ｃ
－
１
ａ 允许资本结构调整时，初始阶段项目的最优债务量

Ｃ２ａ 资本结构调整后，项目的债务资金量

ｒ２ａ 资本结构调整后，项目债务资金的贷款利率

Ｃ２ａ 资本结构调整以后，项目的最优债务资金量

α 私人部门放弃项目后，项目价值损失的比例

Ｖ（Ｘ） 项目的价值

Ｅ（Ｘ） 私人部门的股权价值
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２　不允许调整情况下项目的最优资
本结构

在运营期内，ＰＰＰ项目的运营成本为 ｆ，项目
的贷款的利息成本为ｒ１ａＣ

１
ａ，所以项目需要交纳的

所得税的金额为τ（Ｘ－ｆ－ｒ１ａＣ
１
ａ），项目的税后净

收益为（１－τ）（Ｘ－ｆ）－（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ
１
ａ．项

目的股权价值Ｅ（Ｘ）满足以下Ｂｅｌｌｍａｎ方程
ｒＥ（Ｘ）ｄｔ＝［（１－τ）（Ｘ－ｆ）－（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ

１
ａ］ｄｔ＋

Ｅ（ｄＥ（Ｘ）） （１）
其中式（１）左边表示私人部门在无风险情况下的
期望项目股权收益，等式右侧表示私人部门通过

运营项目可以获得的期望股权收益．由于市场中
不存在套利机会，所以等式两侧的值相等．进一步
根据尹藤引理，式（１）可进一步转化为如下微分
方程

１
２σ

２Ｘ２
２Ｅ（Ｘ）
Ｘ２

＋μＸＥ（Ｘ）Ｘ
－ｒＥ（Ｘ）＋

　（１－τ）（Ｘ－ｆ）－（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ
１
ａ＝０ （２）

求解该微分方程得

Ｅ（Ｘ）＝１－τｒ－μ
Ｘ－
（１－τ）ｆ－（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ

１
ａ

ｒ ＋

Ａ１Ｘβ１＋Ａ２Ｘβ２ （３）

其中β１和β２是二次方程
σ２
２（ｘ

２－ｘ）＋μｘ－ｒ＝０的

两个根，并且满足β１＝
１
２－
μ
σ２
＋ １

２－
μ
σ( )２ ２

＋２ｒ
σ槡 ２ ＞

０，β２＝
１
２－

μ
σ２
－ １

２－
μ
σ( )２ ２

＋２ｒ
σ槡 ２＜０；Ａ１和Ａ２

为待求解的常数．在不考虑项目的违约风险时，项
目的期望股权价值（Ｅ１（Ｘ））等于项目的期望收
益减去项目的期望运营成本，再减去项目的期望

债务成本，即

Ｅ１（Ｘ）＝
１－τ
ｒ－μ

Ｘ－
（１－τ）ｆ＋（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ

１
ａ

ｒ
（４）

在考虑项目的违约风险时，项目的期望股权

价值Ｅ１（Ｘ）需要满足以下条件
ｌｉｍ
Ｘ→＋!
Ｅ（Ｘ）＝Ｅ１（Ｘ） （５）

条件（５）表明，当项目的现金流相当大时，项

目的违约可能性为０，即可以忽略项目的违约风
险．由此可以推出Ａ１ ＝０．另外，一旦私人部门放
弃项目，私人部门的股权价值为０，所以私人部门
的股权价值满足以下两个条件

Ｅ（Ｘ１ａ）＝０ （６）
Ｅ（Ｘ）
Ｘ Ｘ＝Ｘ１ａ

＝０ （７）

其中式（６）表示私人部门选择放弃项目时，其股
权价值为０；式（７）表示私人部门放弃项目的条
件，即当项目现金流的增加不能增加私人部门的

股权价值时，私人部门就会放弃项目．根据式
（３）、式（６）和式（７）可以分别求出项目的股权价
值和违约边界的表达式

　
Ｅ（Ｘ）＝１－τｒ－μ

Ｘ－
（１－τ）ｆ－（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ

１
ａ

ｒ －

１－τ
ｒ－μ

Ｘ１ａ－
（１－τ）ｆ－（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ

１
ａ( )ｒ
Ｘ
Ｘ１( )
ａ

β２
（８）

Ｘ１ａ＝
ｒ－μ
ｒ

β２
β２－１

ｆ＋ １
１－τ

＋ｒ１( )ａＣ１[ ]ａ （９）

　　由式（８）可以看出，放弃项目导致的私人部

门可能的股权价值损失包括三部分．１－τｒ－μ
Ｘ１ａ表

示私人部门放弃项目后失去的获取项目未来收益

的权利；
（１－τ）ｆ＋（１＋（１－τ）ｒ１ａ）Ｃ

１
ａ

ｒ 表示私人

部门放弃项目后不必继续支付的相应项目成本，

包括运营成本和债务成本；
Ｘ
Ｘ１( )
ａ

β２
表示私人部门

放弃项目可能发生的概率．式（９）反映了私人部
门的最优违约边界，即当项目的现金流的值小于

Ｘ１ａ时，私人部门就会放弃项目．
命题１　在不允许资本结构调整时，私人部

门放弃项目的最优边界（Ｘ１ａ）随着项目运营成本
（ｆ）、债务量（Ｃ１ａ）、债务利率（ｒ

１
ａ）以及税率

（τ）的增加而增加．
命题１表明较高的项目运营成本，使用较多

的债务和较高的债务利率，以及较高的税率都会

促使私人部门较早的放弃项目．项目的价值
Ｖ（Ｘ）满足以下Ｂｅｌｌｍａｎ方程
ｒＶ（Ｘ）ｄｔ＝［（１－τ）（Ｘ－ｆ）＋τｒ１ａＣ

１
ａ］ｄｔ＋

Ｅ（ｄＶ（Ｘ）） （１０）
根据尹藤引理将上式转化为相应的微分方程
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并求解可得

Ｖ（Ｘ）＝１－τｒ－μ
Ｘ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ ＋Ｂ１Ｘ
β１＋Ｂ２Ｘβ２ （１１）

在私人部门放弃项目后，项目的剩余价值被

转移给项目的债权人．在项目移交的过程中，由于
项目具有一定的技术专用性等原因，使项目有一

定的价值损失．项目的债权人在接收项目后，如果
继续运营项目可以回收贷款资金，债权人会选择

继续运营项目，继续运营项目的期望收益为 （１－

τ）１－α
ｒ Ｘ

１
ａ－

ｆ( )ｒ ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ ；否则债权人也会放弃

项目，此时项目的价值为０．因此，在私人部门放
弃项目后，项目的剩余价值可表示为 Ｖ（Ｘ１ａ）＝

Ｍａｘ（１－τ）１－α
ｒ Ｘ

１
ａ－

ｆ( )ｒ ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ ，( )０ ．另外，
根据条件

Ｂ１ ＝０ （１２）

Ｖ（Ｘ１ａ）＝（１－τ）
１－α
ｒ Ｘ

１
ａ－

ｆ( )ｒ ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ
（１３）

可以求出项目的价值Ｖ（Ｘ）满足以下关系式

Ｖ（Ｘ）＝１－τｒ－μ
Ｘ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ －１－τｒ ｆ＋（１－τ）

(
×

１－α
ｒ － １

ｒ－μ
）Ｘ１ａ（

Ｘ
Ｘ１)
ａ

β２
（１４）

使用债务资金一方面可以给私人部门带来税

盾收益，但另一方面也给私人部门带来债务违约

风险．私人部门在使用债务资金时会权衡两方面
因素来最大化项目的价值

Ｍａｘ
Ｃ１ａ
（Ｖ（Ｘ）） （１５）

求解该最优化问题可以得到以下命题

命题２　在不允许资本结构调整时，项目的
最优债务水平Ｃ１ａ 为

Ｃ１ａ ＝ １－τ
１＋（１－τ）ｒ１ａ

ｒ
ｒ－μ

β２
β２－１

( )ＡＸ－ｆ

（１６）
其中

(Ａ＝ β２
１－τ(τ （１－α）（ｒ－μ）

ｒ － ) (１ １
ｒ１ａ（１－τ）

＋ ) )１
１
β２

命题２表明，在其他条件不变的前提下，项目
的最优债务量Ｃ１ａ 随着项目现金流Ｘ的增大而增
大，随着项目运营成本ｆ的增大而减小，随着损失

率α的增大而减小．
命题３　存在一个临界值，满足（１－τ）ｒ（μ，

σ，Ｘ，ｆ）＞－１β２
，使得当ｒ１ａ≤ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）时，项

目的最优债务水平Ｃ１ａ 随着贷款利率ｒ
１
ａ的增加而

增加；当ｒ１ａ ＞ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）时，项目的最优债务
水平Ｃ１ａ 随着贷款利率ｒ

１
ａ增大而减小．

在命题３中，临界值ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）可表示为
根据项目条件应该实现的贷款成本．由此命题３
表明，私人部门在决策使用贷款的资金量时，应该

不仅关注市场贷款利率的高低，还应对比分析市

场贷款利率和根据项目特点应该获得的贷款利率

之间的相对大小关系．如果市场贷款利率比根据
项目特点应该获得的贷款利率低，说明当前的市

场贷款条件较好，应该较多的使用债务资金；如果

市场贷款利率比根据项目特点应该获得的贷款利

率高，说明当前的市场贷款条件较差，应该较少的

使用债务资金．在现有的 ＰＰＰ项目最优资本结构
研究中，学者们都是在给定的市场贷款利率条件

下，通过最大化项目收益
［１０］
或者最小化融资成

本
［５］
来确定项目的最优资本结构．根据他们的前

提条件，所有的ＰＰＰ项目的贷款利率都是相同的
（市场贷款利率）．然而，由于不同的 ＰＰＰ项目包
含的风险和预期收益不同，项目可争取到的贷款

利率也应该不同．本文通过项目特点（包括预期
项目收益率、现金流波动率）分析出了项目应该

获得的贷款利率 ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ），可以更好的帮
助私人部门安排 ＰＰＰ项目的最优资本结构．另
外，Ｃｈｅｎ等通过研究ＰＰＰ项目公司和银行之间的
博弈来确定项目的最优资本结构

［１２］，本文的研究

结论为项目公司和银行之间的博弈提供理论依

据，即当银行提供的贷款利率 ｒ＞ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）
时，项目公司可以与银行进行谈判，根据资金市场

状况（决定了双方的博弈力）确定一个使双方都

满意的贷款利率．

３　允许调整情况下项目的最优资本
结构

ＰＰＰ项目主要包含两个阶段，即建设阶段和
运营阶段．在建设阶段，由于完工风险的存在，银
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行等债权人对项目的融资条件要求往往比较高，

融资成本也比较高．一旦项目顺利完工进入运营
阶段，项目就会产生现金流偿还债务，这时私人部

门可以与债权人进行谈判，降低项目的融资成本．
根据前面的假设，当项目现金流的值达到 Ｘｂ

时，私人部门可以对项目的资本结构进行调整，之

后项目的资本结构保持不变．根据命题２可知，调
整以后项目的最优债务水平Ｃ２ａ 满足

Ｃ２ａ ＝
１－τ

１＋（１－τ）ｒ２(
ａ

ｒ
ｒ－μ

β２
β２－１ )ＢＸ－ｆ （１７）

其中

(Ｂ＝ β２
１－τ(τ （１－α）（ｒ－μ）

ｒ － ) (１ １
ｒ２ａ（１－τ）

＋ ) )１
１
β２

在最优债务水平下，可以计算出此时项目的价值

Ｖ０（Ｘ）满足

Ｖ０（Ｘ）＝
１－τ
ｒ－μ

ＤＸ－１－τｒ
１＋ｒ２ａ

１＋（１－τ）ｒ２ａ
ｆ（１８）

其中

Ｄ＝
τｒ２ａ

１＋（１－τ）ｒ２(
ａ

１
β (
２

β２
β２－ )１

２（１－β２）

＋
β２
β２－ )１ Ｂ＋１

在项目进行资本结构调整之前，项目的价值

Ｖ１（Ｘ）满足

Ｖ１（Ｘ）＝
１－τ
ｒ－μ

Ｘ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ －１－τｒｆ＋

Ｃ１Ｘβ１＋Ｃ２Ｘβ２ （１９）
其中Ｃ１和Ｃ２为待求解常数，β１和β２为常数，满足
β１ ＞０，β２ ＜０．根据Ｓｕｎｄａｒｅｓａｎ和 Ｗａｎｇ等的研
究
［２０］，在资本结构调整边界Ｘｂ处，Ｖ１（Ｘ）需要满

足以下三个边界条件

ｌｉｍ
Ｘ→０
Ｖ１（Ｘ）＜∞ （２０）

Ｖ１（Ｘｂ）＝Ｖ０（Ｘｂ） （２１）
Ｖ１（Ｘ）
Ｘ Ｘ＝Ｘｂ

＝Ｖ０（Ｘ）
Ｘ Ｘ＝Ｘｂ

（２２）

条件（２０）表示ｔｈｅｎｏｎｂｕｂｂｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，即当
项目的现金流比较小时，项目的价值也应该比较

小，由此可以推出 Ｃ２ ＝０；条件（２１）表示 ｔｈｅ
ｖａｌｕｅｍａｔｃｈｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，即在资本结构调整边界
处，调整前后项目的最优值应相等；条件（２２）表
示 ｔｈｅｓｍｏｏｔｈｐａｓｓｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，即确保在调整项
目的资本结构时项目的价值保持最优化．根据
条件（２０）条件（２１）条件（２２）可以计算出资本
结构调整前项目的价值 Ｖ１和资本结构调整边界
Ｘｂ分别满足

　　
Ｖ１（Ｘ）＝

１－τ
ｒ－μ

（Ｄ－１）Ｘｂ－
τｒ２ａ

１＋（１－τ）ｒ２ａ
１－τ
ｒ ｆ－

τｒ１ａＣ
１
ａ[ ]ｒ
Ｘ
Ｘ( )
ｂ

β１
＋

１－τ
ｒ－μ

Ｘ＋
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ －１－τｒ ｆ

（２３）

Ｘｂ ＝
ｒ－μ
１－τ

１
Ｄ－１

β１
β１－１

τｒ２ａ
１＋（１－τ）ｒ２ａ

１－τ
ｒ ｆ＋

τｒ１ａＣ
１
ａ( )ｒ

（２４）

　　在资本结构调整之前，项目的价值由３部分组

成，项目的税后净现值
１－τ
ｒ－μ
Ｘ－１－τｒｆ，加上项目债

务的税盾收益
τｒ１ａＣ

１
ａ

ｒ ，加上项目的资本结构调整

期权价值．项目资本结构调整期权价值又由两部
分组成，一部分是进行资本结构调整带来的收益

１－τ
ｒ－μ

（Ｄ－１）Ｘｂ－
τｒ２ａ

１＋（１－τ）ｒ２ａ
１－τ
ｒ ｆ－

τｒ１ａＣ
１
ａ[ ]ｒ
，

另一部分是资本结构调整发生的可能性
Ｘ
Ｘ( )
ｂ

β１
．

使用债务资金一方面会给项目带来税盾收

益，但是另一方面也会增加项目失去资本结构调

整期权价值的可能性．因此存在一个最优的债务
水平使得项目的价值最大化．通过求解以下最优
化问题可以得到该最优的债务水平．

Ｍａｘ
Ｃ１ａ
（Ｖ１（Ｘ）） （２５）

求解该最优化问题可以得到如下命题：

命题４　在资本结构调整之前，项目的最优

债务水平Ｃ
－
１
ａ满足

Ｃ
－
１
ａ ＝

ｒ
τｒ１(
ａ

１－τ
ｒ－μ

（Ｄ－１）
β１－１
β１
β１

１
β１Ｘ－

τｒ２ａ
１＋（１－τ）ｒ２ａ

１－τ
ｒ )ｆ （２６）

进一步分析式（２２）可以得到以下命题：
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命题５　项目资本结构调整前的最优债务水

平Ｃ
－
１
ａ随着调整前贷款利率ｒ

１
ａ的增加而减小，随着

调整后贷款利率ｒ２ａ的增加而增加．
命题５表明项目在资本结构调整前的最优债

务水平同时受当前贷款利率大小和未来预期贷款

利率大小的影响．如果当前的贷款利率较低并且
预期未来的贷款利率较高，项目应该在当期使用

较多的债务资金；相反如果当前的贷款利率较高

而预期未来的贷款利率较低，项目应该在当期尽

量少的使用债务资金，并且在未来通过资本结构

调整增加债务资金的数量．该结论反映了在允许
资本结构调整时，未来预期贷款利率的大小会对

当前的最优资本结构产生显著的影响，因此私人

部门应该对于融资合同中的再融资条款给予足够

的重视，从而设计出更加合理的资本结构．与以往
静态的分析ＰＰＰ项目最优资本结构的研究相比，
该研究结论具有开创性．

假设　ｒ＜２μ＋σ２

该假设表示无风险利率不能太高，因为无风

险利率反映了项目的机会成本，无风险利率太高

会导致项目的机会成本过高，从而使项目失去投

资可行性．

命题６　Ｃ
－
１
ａ ＜Ｃ

１
ａ ，Ｃ

－
１
ａ ＜Ｃ

２
ａ

命题６表明在允许资本结构调整时，资本结
构调整之前的最优债务水平小于资本结构调整之

后的最优债务水平，即在资本结构调整时，项目应

该使用更多的债务资金．另外，资本结构调整之前

的最优债务水平也小于不允许资本结构调整时的

最优债务水平，即允许资本结构调整时项目的初

始债务量应该低于不允许资本结构调整时项目的

债务量．该研究结论为私人部门在允许再融资的
情况下如何安排项目的资本结构提供建议，与现

有的ＰＰＰ项目最优资本结构相关研究相比，该结
论具有开创性．

以上为在允许资本结构调整和不允许资本结

构调整两种情况下私人部门的最优资本结构分

析，下面进一步分析私人部门实现资本结构调整

期权的边界条件．假设私人部门为了实现资本结
构调整的权利需要付出的成本为 Ｉ，则当满足条
件Ｉ≤Ｖ１（Ｘ）－Ｖ２（Ｘ）时，私人部门通过实现资
本结构调整期权可以获得更多的收益，因此私人

部门有动机去实现资本结构调整期权；相反，如果

Ｉ＞Ｖ１（Ｘ）－Ｖ２（Ｘ），则私人部门不会主动的去实
现资本结构调整期权，故私人部门实现资本结构

调整期权的边界条件为Ｉ＝Ｖ１（Ｘ）－Ｖ２（Ｘ）．

４　数值分析

４．１　参数选取

本节通过数值模拟对以上模型分析结果进行

验证，通过对多组数据模拟结果的比较发现，只要

在现实经济意义的范围内选取模型中的参数，对

本文的分析结论不产生影响．因此本文选取较符
合 ＰＰＰ项目实际的数据作为基础参数进行数值
分析（见表２）．

表２　参数取值说明
Ｔａｂｌｅ２Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

参数名称 取值 取值依据

无风险利率 ｒ＝０．０４ 余额宝利率

期望收益增长率 μ＝０．０３５ 合理估计

收益波动率 σ＝０．０５ 合理估计

税率 τ＝０．１１ “财政部ＰＰＰ中心”

项目移交损失率 α＝０．０５ 合理估计

项目运营成本 ｆ＝１０万 趋势研究，初始值可随取

项目现金流 Ｘ＝３００万 趋势研究，初始值可随取

４．２　结果分析
在不允许资本结构调整时，项目在不同的现

金流波动率下，最优债务水平 Ｃ１ａ 与贷款利率 ｒ
１
ａ

之间的关系如图１所示，项目的最优债务水平随
着贷款利率的增加先增加后减小，拐点处对应的

贷款利率表示根据项目特点应该获得的贷款利

率．故命题３得到验证．从图１中还可以看出，随
着项目收益波动率的增加，最优债务水平随贷款

利率变化的拐点向右移动（ｒ（σ ＝０．０５）＜
ｒ（σ＝０．０５３））．这是因为项目收益波动性的大
小反应了项目收益的不确定性，项目的不确定性

越大，项目应该获得的贷款利率就越高．项目在不
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同的现金流增长率下，最优债务水平 Ｃ１ａ 与贷款
利率ｒ１ａ之间的关系如图２所示，项目的最优债务
水平随着贷款利率的增加先增加后减小，拐点处

对应的贷款利率表示根据项目特点应该可以获得

的贷款利率．故命题３得到验证．从图２中还可以

看出，随着项目现金流增长率的增加，最优债务水

平随贷款利率变化的拐点向左移动（ｒ（σ ＝
０３５）＜ｒ（σ＝０．２５））．这是因为项目现金流
增长率大小反映了项目的盈利性，项目的盈利性

越好，项目应该获得的贷款利率就越低．

图１　在不同现金流波动率下，ＰＰＰ项目最优债务水平
与贷款利率之间的关系

Ｆｉｇ．１Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｄｅｂｔｌｅｖｅｌａｎｄｔｈｅｄｅｂｔｒａｔｅ
ｉｎＰＰＰｐｒｏｊｅｃｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｓｈｆｌｏｗｆｌｕｃｔｕａｔｅｒａｔｅｓ

图２　在不同现金流增长率下，ＰＰＰ项目最优债务水平
与贷款利率之间的关系

Ｆｉｇ．２Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｄｅｂｔｌｅｖｅｌａｎｄｔｈｅｄｅｂｔｒａｔｅ
ｉｎＰＰＰｐｒｏｊｅｃｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｓｈｆｌｏｗｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｒａｔｅｓ

　　在允许资本结构调整时，项目在不同的现金

流波动率和增长率下，初始最优债务水平 Ｃ
－１
ａ 与

初始贷款利率ｒ１ａ之间的关系如图３和图４所示．
从图中可以看出，项目的初始最优债务水平随着

初始贷款利率的增加而减小．故命题５中 Ｃ
－１
ａ 和

ｒ１ａ之间的关系得到验证．这表明项目在使用债务
资金时，如果当前的贷款利率较高，项目应该较少

的使用债务资金．因为项目可以进行资本结构调
整，所以在项目贷款利率较高时，项目可以选择使

用较少的贷款资金；在项目的贷款利率降低时，通

过调整资本结构增加贷款量，从而降低总体的贷

款成本．从图３和图４中还可以看出，初始最优债

务水平Ｃ
－１
ａ 与初始贷款利率ｒ

１
ａ之间的关系受不同

的项目现金流波动率和增长率的影响．项目收益
波动率越大，即项目收益的不确定性越高，初始最

优债务水平随着初始贷款利率减小的递减速度越

小．项目收益增长率越大，初始最优债务水平随着
初始贷款利率减小的递减速度越大．这是因为项
目收益的不确定性越高，项目未来可能获得较低

贷款利率的可能性越较小，项目初始最优债务水

平对贷款利率的增加的反应就越不灵敏；而项目

的收益增长率越大，表明项目未来收益较好，越有

可能获得较低的贷款利率，所以项目初始最优债

务水平对贷款利率的增加反应就越灵敏．

图３　在不同现金流波动率下，ＰＰＰ项目初始最优债务水平
与初始贷款利率之间的关系

Ｆｉｇ．３Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｏｐｔｉｍａｌｄｅｂｔｌｅｖｅｌａｎｄｔｈｅｉｎｉｔｉａｌ
ｄｅｂｔｒａｔｅｉｎＰＰＰｐｒｏｊｅｃｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｓｈｆｌｏｗｆｌｕｃｔｕａｔｅｒａｔｅｓ

图４　在不同现金流增长率下，ＰＰＰ项目初始最优债务水平
与初始贷款利率之间的关系

Ｆｉｇ．４Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｏｐｔｉｍａｌｄｅｂｔｌｅｖｅｌａｎｄｔｈｅｉｎｉｔｉａｌ
ｄｅｂｔｒａｔｅｉｎＰＰＰｐｒｏｊｅｃｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｓｈｆｌｏｗｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｒａｔｅｓ

—０８— 管　理　科　学　学　报 ２０１９年６月



　　在允许资本结构调整时，项目在不同的现金

流波动率和增长率下，初始最优债务水平 Ｃ
－
１
ａ 与

资本结构调整时预期贷款利率 ｒ２ａ之间的关系如

图５和图６所示．

图５　在不同现金流波动率下，ＰＰＰ项目初始最优债务水平

与资本结构调整时预期贷款利率之间的关系

Ｆｉｇ．５Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｏｐｔｉｍａｌｄｅｂｔｌｅｖｅｌａｎｄ

ｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｄｅｂｔｒａｔｅｉｎＰＰＰｐｒｏｊｅｃｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃａｓｈｆｌｏｗｆｌｕｃｔｕａｔｅｒａｔｅｓ

图６在不同现金流增长率下，ＰＰＰ项目初始最优债务水平

与资本结构调整时预期贷款利率之间的关系

Ｆｉｇ．６Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｏｐｔｉｍａｌｄｅｂｔｌｅｖｅｌａｎｄ

ｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｄｅｂｔｒａｔｅｉｎＰＰＰｐｒｏｊｅｃｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃａｓｈｆｌｏｗｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｒａｔｅｓ

　　从图６可以看出，项目的初始最优债务水平

Ｃ
－１
ａ 随着资本结构调整时预期贷款利率ｒ

２
ａ的增加

而增加．故命题５中Ｃ
－１
ａ 和ｒ

２
ａ之间的关系得到验

证．另外从图５和图６中还可以看出，项目的初始
最优债务水平和资本结构调整时预期贷款利率之

间的关系受项目收益波动率和增长率的影响．当
项目的收益波动率较小或者收益增长率较大时，

项目的初始最优债务水平会以更快的速度随着资

本结构调整时预期贷款利率的增加而增加．因为
较小的收益波动率和较大的收益增长率都反映了

项目较好的收益状况，在预期到未来项目贷款利

率上升时，为了减小总融资成本，项目应该在初期

使用较多债务资金．
私人部门为了实现资本结构调整期权愿意付

出的成本Ｉ随项目现金流波动率σ和收益增长率
μ的变化如图７和图８所示．

图７　实现资本结构调整期权的边界成本与

项目现金流波动率之间的关系

Ｆｉｇ．７Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｓｔｒｅａｌｉｚｉｎｇｔｈｅｃａｐｉｔａｌ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｒｉｇｈｔａｎｄｔｈｅｃａｓｈｆｌｏｗｆｌｕｃｔｕａｔｅｒａｔｅ

图８　实现资本结构调整期权的边界成本

与项目收益增长率之间的关系

Ｆｉｇ．８Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｓｔｒｅａｌｉｚｉｎｇｔｈｅｃａｐｉｔａｌ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｒｉｇｈｔａｎｄｔｈｅｃａｓｈｆｌｏｗｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｒａｔｅ

　　从图７中可以看出，随着项目现金流波动率
的增加，私人部门为了实现资本结构调整期权愿

意付出的成本越来越小．该结论反映了资本结构
调整期权的特殊性：项目资本结构调整期权的价

值随着项目收益不确定性的增加而减小．在以往
的研究中，项目其它期权的价值，比如项目再谈判

期权
［２４，２５］

和政府担保期权
［２６］
等，均随着项目收

益不确定性的增加而增加．这是因为项目收益的
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不确定性越高，私人部门未来通过再融资获得债

务资金的可能性就越低，因此资本结构调整期权

的价值就越低；而项目不确定性则增加了项目再

谈判和政府担保的必要性，因此会增加项目再谈

判期权和政府担保期权的价值．从图８中可以看
出，随着项目收益增长率的增加，私人部门为了实

现资本结构调整期权愿意付出的成本越来越大．
该结论反映了随着项目收益增长率的增加，项目

资本结构调整期权的价值在增加．这是因为项目
的收益增长率越大，项目未来潜在的收益就越高，

私人部门未来通过再融资降低项目融资成本的可

能性就越高，因此项目资本结构调整期权的价值

就越大．

５　结束语

本文用实物期权方法对 ＰＰＰ项目的最优资
本结构进行了研究．研究结果主要包括以下３个
方面．首先，本文发现项目的最优债务量与贷款利
率之间呈现一种倒Ｕ型关系，因此私人部门在决
策项目使用的债务水平时，应该充分了解项目的

预期收益波动率和增长率，然后根据预期收益波

动率和增长率来估计项目应该获得的贷款利率，

并通过与当前市场贷款利率比较来确定项目的最

优债务资金量．其次，项目在允许资本结构调整和
不允许资本结构调整时应该采用不同的资金安排

方式，具体表现为：允许资本结构调整时，项目的

期初债务水平应低于不允许资本结构调整时的债

务水平，并且允许资本结构调整时项目的期初债

务水平还应低于调整后的债务水平．最后，由于私
人部门实现资本结构调整期权的边界成本随项目

现金流波动率的增加而减小，随项目收益增长率

的增加而增加，因此当项目的现金流波动率较小

且项目收益增长率较大时，私人部门应该努力实

现资本结构调整期权．这些启示，可为私人部门安
排ＰＰＰ项目债务资金方案提供借鉴．

本研究还可以从以下 ３个方面进行拓展研
究．首先，本文在分析 ＰＰＰ项目的最优资本结构
时，将私人部门的放弃项目期权和资本结构调整

期权价值包含在了项目价值和股权价值中，没有

单独分析这两部分期权价值对 ＰＰＰ项目最优资
本结构的影响，未来可以对这部分内容做进一步

分析．其次，本文考虑了利率的变化对 ＰＰＰ项目
最优资本结构的影响，但是在工程实践中可能会

使用利率掉期等手段来减少利率的不确定性，

因此可以进一步分析这些利率掉期手段对 ＰＰＰ
项目最优资本结构的影响．最后，从国际 ＰＰＰ项
目实践来看，政府部门可能会要求分享私人部

门通过资本结构调整（再融资）获得的收益，政

府部门的再融资收益分享对 ＰＰＰ项目最优资本
结构动态调整的影响可以在本文的基础上进一

步研究．
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附录

模型推导　由式（２）推导式（３）

式（２）为一个二阶变系数非齐次微分方程，其对应的齐次微分方程为 １
２σ

２Ｘ２
２Ｅ（Ｘ）
Ｘ２

＋μＸＥ（Ｘ）Ｘ
－ｒＥ（Ｘ）＝０．令

Ｘ＝ｅＹ，则Ｅ（Ｙ）Ｙ
＝ＸＥ（Ｘ）

Ｘ
，并且

２Ｅ（Ｙ）
Ｙ２

＝Ｘ２
２Ｅ（Ｘ）
Ｘ２

＋ＸＥ（Ｘ）
Ｘ

，所以满足
１
２σ

２ ２Ｅ（Ｙ）
Ｙ２

－Ｅ（Ｙ）
( )Ｙ

＋μＥ（Ｙ）Ｙ
－

ｒＥ（Ｙ）＝０．该微分方程为二阶齐次常微分方程，可以求出该微分方程的解为Ｅ（Ｙ）＝Ｃ＋Ａ１ｅβ１
Ｙ＋Ａ２ｅβ２

Ｙ，其中Ｃ，Ａ１，Ａ２

为待求解常数，β１和β２是二次方程
σ２
２（ｘ

２－ｘ）＋μｘ－ｒ＝０的两个解．将Ｙ变换成Ｘ可得Ｅ（Ｘ）＝Ｃ＋Ａ１Ｘβ１＋Ａ２Ｘβ２．

另外可以验证，微分方程式（２）的一个特解为Ｅ０（Ｘ）＝
１－τ
ｒ－μ

Ｘ－
（１－τ）ｆ＋（１＋（１－τ）ｒ１ａ）

ｒ Ｃ１ａ．由此可以推导出式（３）．

命题１证明
Ｘ１ａ
ｆ
＝ｒ－μｒ

β２
β２－１

＞０，
Ｘ１ａ
Ｃ１ａ

＝ｒ－μｒ
β２
β２－１

１
１－τ

＋ｒ１( )ａ＞０，Ｘ
１
ａ

ｒ１ａ
＝ｒ－μｒ

β２
β２－１

Ｃ１ａ＞０，
Ｘ１ａ
ｆ
＝ｒ－μｒ

β２
β２－１

Ｃ１ａ
（１－τ）２

＞

０．故命题１得证．

命题２证明

Ｖ（Ｘ）
Ｃ１ａ

＝
τｒ１ａ
ｒ－（１－τ）

１－α
ｒ － １

ｒ－( )μ
Ｘ
Ｘ１( )
ａ

β２ｒ－μ
ｒβ２

１
１－τ

＋ｒ１( )ａ 其中Ｘ１ａ＝ｒ－μｒ
β２
β２－１

ｆ＋ １
１－τ

＋ｒ１( )ａ Ｃ１( )ａ ．令
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Ｖ（Ｘ）
Ｃ１ａ

＝０，对其求解可得 Ｃ１ａ ＝ １－τ
１＋（１－τ）ｒ１ａ

ｒ
ｒ－μ

β２
β２－１

( )ＡＸ－ｆ，其中 (Ａ＝ β２
１－τ(τ

（１－α）（ｒ－μ）
ｒ －

) (１ １
ｒ１ａ（１－τ）

＋ ) )１
１
β２．故命题２得证．命题４的证明与命题２类似．

命题３证明
Ｃ１ａ
ｒ１ａ
＝－ （１－τ）２

（１＋（１－τ）ｒ１ａ） (２ ｒ－μｒ β２
β２－１ (ＡＸ １＋１

β２
１

ｒ１ａ（１－τ )） )－ｆ ＞０．令 ｆ（ｒ１ａ）＝
ｒ－μ
ｒ

β２
β２－１ (ＡＸ １＋１

β２
×

１
ｒ１ａ（１－τ )） －ｆ，则

Ｃ１ａ
ｒ１ａ

＝－ （１－τ）２

（１＋（１－τ）ｒ１ａ）
２ｆ（ｒ

１
ａ）．因为Ａ随着ｒ

１
ａ的增加而增大， １＋

１
β２

１
ｒ１ａ（１－τ

( )） 也随着ｒ１ａ的增
加而增大，所以 ｆ（ｒ１ａ）随着 ｒ

１
ａ单调递增．在一定条件下，存在 ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）使得 ｆ（ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ））＝０．所以当 ｒ

１
ａ ＜

ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）时，有ｆ（ｒ１ａ）＜０，则
Ｃ１ａ
ｒ１ａ

＞０；当ｒ１ａ＞ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）时，有ｆ（ｒ
１
ａ）＞０，则

Ｃ１ａ
ｒ１ａ

＜０．又因为当（１－τ）ｒ１ａ＜

－１
β２
时，ｆ（ｒ１ａ）＜０，所以必有（１－τ）ｒ（μ，σ，Ｘ，ｆ）＞－

１
β２
．故命题３得证．

命题５证明

令ｇ（ｒ２ａ）＝
τｒ２ａ

１＋（１－τ）ｒ２ａ
，ｈ（ｒ２ａ） (＝ １－τ

ｒ－ (μ １
β (
２

β２
β２－ )１

２（１－β２）

＋
β２
β２－ )１ Ｂ β１

β１－１
β
１
β
１１Ｘ－

１－τ
ｒ )ｆ ，则 Ｃ－１ａ ＝

ｒ
τｒ１ａ
ｇ（ｒ２ａ）ｈ（ｒ

２
ａ）．

Ｃ
－
１
ａ

ｒ１ａ
＝－ ｒ
τ（ｒ１ａ）

２ｇ（ｒ
２
ａ）ｈ（ｒ

２
ａ）＜０．因为

ｇ（ｒ２ａ）
ｒ２ａ

＝ τ
（１＋（１－τ）ｒ２ａ）

２ ＞０，并且
ｈ（ｒ２ａ）
ｒ２ａ

＞０，所以
Ｃ
－
１
ａ

ｒ２ａ
＞

０．故命题５得证．

命题６证明

Ｃ１ａ ＝ １－τ
１＋（１－τ）ｒ１(

ａ

ｒ
ｒ－μ

β２
β２－１ )ＡＸ－ｆ ，其中 (Ａ＝ β２

１－τ(τ
（１－α）（ｒ－μ）

ｒ － ) (１ １
ｒ１ａ（１－τ）

＋ ) )１
１
β２
；

Ｃ２ａ ＝ １－τ
１＋（１－τ）ｒ２(

ａ

ｒ
ｒ－μ

β２
β２－１ )ＢＸ－ｆ ，其中 (Ｂ＝ β２

１－τ(τ
（１－α）（ｒ－μ）

ｒ － ) (１ １
ｒ２ａ（１－τ）

＋ ) )１
１
β２
；

Ｃ
－
１
ａ ＝

１
ｒ１ａ

ｒ２ａ（１－τ）
１＋（１－τ）ｒ２(

ａ

ｒ
ｒ－ (μ １

β (
２

β２
β２－ )１

２（１－β２）

＋
β２
β２－ )１ Ｂ β１

β１－１
β
１
β１
１ )Ｘ－ｆ ．首先比较Ｃ

－
１
ａ和Ｃ

１
ａ 之间的大小关

系．因为ｒ１ａ＞ｒ
２
ａ，所以

１
ｒ１ａ

ｒ２ａ（１－τ）
１＋（１－τ）ｒ２ａ

＜ （１－τ）
１＋（１－τ）ｒ１ａ

；又因为β２＜０，所以Ａ＞Ｂ，并且
１
β (
２

β２
β２－ )１

２（１－β２）

＋
β２
β２－１

＜

β２
β２－１

；又因为当ｒ＜２μ＋σ２时，
β１
β１－１

β
１
β１
１
＜１，所以Ｃ

－
１
ａ＜Ｃ

１
ａ ．然后比较Ｃ

－
１
ａ和Ｃ

２
ａ 之间的大小关系．在以上证明的基

础上，因为
ｒ２ａ
ｒ１ａ
＜１，所以Ｃ

－
１
ａ ＜Ｃ

２
ａ ．故命题６得证．
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