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摘要: 时间和费用是出行者在路径选择时关注的两个重要目标，许多研究将两者加权组合为

单目标来考虑，存在一定缺陷． 在静态交通分配模型的研究中，已有学者提出将两者分开考虑

的双目标用户均衡． 然而，在动态交通分配模型中，现有研究仍多以传统的单目标用户均衡作

为交通流演化的最终状态． 因此，本文针对双目标用户均衡，提出了一种新的基于路径流量更

新的交通流逐日动态演化模型，假设出行者在每天的路径选择中会将出行时间和收费分开比

较以决定是否变换路径． 论文从理论上证明了该模型的收敛性，以及交通流演化的最终状态会

达到双目标用户均衡，同时数值算例也验证了模型的有效性．
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0 引 言

自 1952 年 Wardrop 提出用户均衡( user equi-
librium，UE) 概念开始，关于交通网络均衡分配的

研究就一直在不断发展深入，推动着交通科学的

发展． 静态交通分配模型通常只关注交通系统平

衡稳定的最终状态，而动态交通分配模型则刻画

交通流从非平衡状态到平衡状态的演化过程． 现

实中，由于出行者每天的出行选择都可能会受到

过往出行经验和当前网络状态的影响而发生改

变，因此交通流的分布状态是振荡变化的． 对交通

流逐日动态 ( day-to-day dynamics) 演化过程的研

究有利于探索交通流演变的内在机制，更好地实

现交通诱导和对交通网络流状态的控制．
在现有的交通流逐日动态演化研究中，大多

数模型假设出行者根据前一天的道路通行时间来

选择当天的出行路径，从而将相邻两天同一路径 /
路段上的流量更新描述为当天路网状态 ( 如路

径 /路段通行时间) 的一个函数． 现有文献中基于

路径流量更新的模型较多，Yang 和 Zhang［1］总结

了五类模型，分别是: the simplex gravity flow dy-
namics［2］， the proportional-switch adjustment
process ( PSAP ) ［3］， the network tatonnement
process［4］，the projected dynamical system［5］，以及

the evolutionary traffic dynamics［6］． 这些模型都假

设系统的最终稳定状态是确定的 UE． 在此基础

上，很多学者进行了拓展研究，例如考虑: 有限理

性［7，8］、参考点依赖［9］、弹性需求［10］、随机用户均

衡［11，12］、混合均衡［13］、路径成本敏感性［14］、路径

剩余容量［15］、诱导信息［16，17］、社会交互［18］、交通

事件影响［19］等． 由于路径流量不易观测且存在路

径重叠和枚举量大的问题，He 等［20］最早提出了

直接基于路段流量更新的逐日动态演化模型．
Han 和 Du ［21］进一步研究了该模型的一些性质，

如不变集和限制稳定性． Guo 等［22，23］给出了一种

基于路段的逐日动态演化的一般框架，并且证明

了一些已有模型 ( 例如文献［4，5，20，21］提出

的模型) 均为该一般框架的特例． 此外，在基于路
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段的模型中，也有学者考虑了出行时间不确定性

和出行者风险行为 ［24］、道路容量退化［25］等． Xiao
等［26］还将逐日交通网络动态演化过程看作是一

种物理系统，探究了其中的内在规律．
道路收费是交通诱导和控制的一种重要手

段，在交通流逐日动态分配模型的研究中有不少

引入了道路收费策略，例如 Tan 等［27］、Guo 等［28］、
Han 等［29］、Liu 等［30］、Xu 等［31］、Ｒambha 和

Boyles［32］等． 这些研究均假设出行者将道路通行

时间与收费组合为广义出行成本来考虑路径选

择，即最小化广义出行成本． 然而，将道路出行时

间和收费组合考虑会使二者之间具有某种潜在的

转换与互补关系． Dial［33］较早考虑多目标交通配

流问题时就将两者进行了线性组合，而近来 Wang
和 Ehrgott［34］则真正将道路通行时间和收费分开

考虑，定义了双目标用户均衡 ( bi-objective UE，

BUE) ，即达到均衡时出行者无法通过单方面改变

路径选择来降低其出行时间或收费． 若出行者是

理性的，则可以证明达到 BUE 时任何被使用的路

径都是占优路径( 也称有效路径) ，这些有效路径

包含了 Dial［33］在其研究中定义的所有有效路径，

因此 BUE 更具有一般性． 然而，已有的同时考虑

道路通行时间和收费的交通流逐日动态演化模型

最终均收敛至广义出行成本下的单目标用户均

衡，尚无研究对上述双目标用户均衡给出交通流

的动态演化过程． 因此，本文提出一种新的基于路

径流量更新的逐日动态演化模型，假设出行者在

逐日的路径选择中将路径出行时间和收费分开比

较以决定是否变换路径，可以证明该演化模型最

终收敛的稳定状态恰好是 BUE． 本文严格证明了

模型的收敛性，并用数值算例验证了模型的有

效性．

1 模 型

1． 1 符号定义和假设

考虑一个具有 N 个节点，L 条直接相连的路

段构成的交通网络 G( N，L) ． 令 W 是网络中所有

OD 对的集合，Pw 是连接 OD 对 w ∈ W 的所有路

径的集合． 本文研究假设所有 OD 对之间的出行

需求是固定的，表示为向量 d = ( dw，w∈ W) T ，

其中 dw 为 OD 对 w∈W 之间的出行需求． 路径流

量表示为向量 f = ( fp，w，p∈ Pw，w∈ W) T，其中

fp，w 是路径 p∈ Pw 上的流量． 路段流量表示为向

量 x = ( xa，a∈ L) T，其中 xa 是路段 a ∈ L 上的

流量． 令 Δ = ( δa，p，a∈ L，p∈ Pw，w∈W) 表示路

段 － 路径关联矩阵，其中 δa，p = 1 表示路段 a 位于

路径 p 上; 否则，δa，p = 0 ． 显然，x = Δf ． 令 Θ =
( θp，w，p∈ Pw，w∈ W) 表示 OD － 路径关联矩阵，

其中 θp，w = 1 表示路径 p 连接 OD 对 w ; 否则，

θp，w = 0 ． 显然，d = Θf ． 因此，可行路段流量和路

径流量的集合为 Ω = { ( x，f) x = Δf，d = Θf，

f≥0} ．
本文考虑可分的路段出行时间函数，即路段

a 上的通行时间只与该路段上的流量 xa 相关，与

其他路段的流量无关． 并且假设该函数连续可微，

关于路段流量 xa 严格递增． 另外，假设路段收费

与流量无关． 用 ma 和 ta 分别表示路段 a 上的收费

和通行时间，mp 和 tp 分别表示路径 p 上的收费和

通行时间．
1． 2 双目标用户均衡( BUE)

本文同时考虑时间和费用两个属性下的出行

者路径选择行为，在双目标用户均衡下，出行者总

是尽可能地选择通行时间短并且通行费用低的路

径［33］． 文献［33，34］中给出了 BUE 的严格定义，

为参考方便这里复述如下．
定义 1 当交通网络流量分布达到 BUE 时，

所有被使用的路径都是有效的．
定义 2 令 f∈Ω 是一个可行路径流量分布，

mp ( f) 和 tp ( f) 分别为路径 p∈ Pw 上的收费和通

行时间，则

1) 如果不存在路径 p' ∈ Pw ，满足 mp' ( f) ≤
mp ( f) 和tp' ( f) ≤ tp ( f) 中至少有一个不等式是严

格不等式，则路径 p∈ Pw 是有效的．
2) 如果 mp' ( f) ≤ mp ( f) 和 tp' ( f) ≤ tp ( f) 中

至少有一个不等式是严格不等式，则路径 p' 占优

路 径 p ，且 成 本 向 量 ( tp' ( f) ，mp' ( f) ) 占 优

( tp ( f) ，mp ( f) ) ．
显然，由定义 2 可知，一条路径是有效的当且

仅当这条路径不被其他的任何路径占优．
1． 3 逐日动态演化模型

经典的逐日动态演化模型———PSAP 模型由
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Smith［3］提出，该模型描述了在出行时间较长的路

径上的出行者会在下一天转移到其他的出行时间

较短的路径上，且转换的比率是和该路径与其他

较短时间路径的时间成本差成比例的． 假设在一

个 OD 对中，p 和 q 分别表示该 OD 对 w∈W 之间

的不同路径，则路径 p 上的流量变化率定义为

f
·

p = ∑
q∈Pw

( fq ［tq ( f) － tp ( f) ］+ －

fp ［tp ( f) － tq ( f) ］+ )

其中 ［x］+ = max{ 0，x} ．
上述模型是基于连续时间的，文献［20］中则

提到了 PSAP 的离散形式，具体如下

fp ( n + 1) － fp ( n) =
1

Tw ( n)∑q∈Pw

( fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+ －

fp ( n) ［tp ( n) － tq ( n) ］+ )

其中 Tw( n) =∑
p∈Pw
∑
q∈Pw

［tp ( n) － tq ( n) ］+ + M

这里 Tw ( n) 可以视为一个离散化的步长; M 是一

个参数，在取值较大时意味着出行者更愿意保持

原来的路线．
以上是基于传统单目标 UE 的逐日动态演化

模型． 本文从双目标用户均衡的路径选择决策规

则出发，依据 PSAP 的思想，对相邻两天路径流量

的变化调整给出了如下的定义．
定义 3 基于双目标用户均衡的逐日动态演

化模型定义为

fp ( n + 1) － fp ( n) =
λ( n)
Tw ( n)∑q∈Pw

( fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+ *

［mq － mp］+ － fp ( n) ［tp ( n) － tq ( n) ］+ *
［mp － mq］+ ) ( 1)

其中运算符“* ”定义为

［a］+* ［b］+ =
［a］+ +［b］+ 如果 a≥0，b≥0

0{
否则

并且

Tw ( n) = ∑
p∈Pw
∑
q∈Pw

{ ［tp ( n) － tq ( n) ］+*

［mp － mq］+ } + 1
这里 Tw ( n) 可以保证 fp ( n + 1) 非负，且作为分母

不为零; λ( n) ∈ ( 0，1］是调整系数，在现实中，

它代 表 愿 意 调 整 路 径 的 出 行 者 所 占 的 比 例．
λ( n) 取值越小，表示有调整路径意愿的出行者

越少，即更多的人愿意保持原来的出行路径． 后文

会详细讨论 λ( n) 的取值． 由运算符“* ”的定

义，式( 1) 表示只有当路径的时间成本和金钱成

本均不增加且至少有一个减少时，出行者才可能

改变 路 径 选 择，符 合 BUE 下 的 路 径 选 择 决 策

规则．

2 稳定点和收敛性分析

2． 1 稳定点与 BUE 解的等价性

文献［34］的研究已经表明，BUE 解不唯一，

令 BUE 的解集集合为 B ．
定理 1 如果路径流量分布 f( n) 是演化模型

( 1) 的稳定点，则 f( n) 是 BUE 解，即 f( n) ∈ B．
证明 显然，演化模型( 1) 的稳定点满足

［tp － tq］+* ［mp － mq］+ = 0，

 fp，fq ＞ 0，p，q∈ Pw

因此要证明稳定点 f( n) 是 BUE 解，即需要证明

所有 流 量 大 于 零 ( fp ( n) ＞ 0) 的 路 径 是 有 效

路径．
采用反证法 假设存在流量大于零的路径 p

不是有效路径，即存在路径 p' 占优路径 p ，那么

由定义 2 可得，tp' ( n) ≤ tp ( n) 和 mp' ≤ mp 成立，

且 至 少 有 一 个 是 严 格 不 等 式． 那 么，

［tp ( n) － tp' ( n) ］+* ［mp － mp'］+ ＞ 0 ，此 时

f( n +1) ≠ f( n) ，即 f( n) 不是稳定点，与假设矛

盾． 因此，如果 f( n) 是稳定点，则 f( n) ∈ B．
2． 2 演化模型的收敛性

考虑文献［34］中的优化问题( 23) ，具体如下

min W( f) =∑
a∈L
∫
xa

0
ta( w) dw+∑

w∈W
∑
p∈Pw

fpg( mp )

s． t．∑
p∈Pw

fp = dw，w∈W

fp ≥ 0，p∈ Pw ( 2)

xa －∑
w∈W
∑
p∈Pw

δa，p fp = 0，a∈ L

其中 g ∶ Ｒ→Ｒ 是关于收费的严格递增函数，由时

间和金钱的无差异曲线决定． 无差异曲线 ( indif-
ference curve) 是经济学中的一个概念，它是一条

表示给消费者相同满足程度的商品组合的曲线．
本文研究中的无差异曲线考虑时间和金钱的不同

组合，即在同一条无差异曲线上，虽然不同的点表
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示不同的时间和金钱组合，但是这些点对于出行

者来说感受到的效用是相同的． 例如，在图 1 给出

的无差异曲线示意图上，假设 A 点代表出行时间

为 30 min、收费为 20 元的路径，B 点代表出行时

间为 60 min、收费为 10 元的路径，那么对于符合

此无差异曲线的出行者来说，路径 A 和路径 B 对

他们的吸引力是相同的． 由文献［34］可知，给定

任意一个函数 g ( 即给定任意一个无差异曲线) ，

上述优化问题是一个严格凸优化，其最优解对应

的路径流量分布 f* 是一个 BUE 解．

图 1 无差异曲线示意图

Fig． 1 Indifference curve

如果在由定义 3 给出的逐日动态演化过程

中，对任意的 n ，f( n) B ，以及任意严格递增函

数 g ，都有 W( f( n) ) ＞ W( f( n + 1) ) 成立，那么

该演化过程一定会收敛到某个函数 g 对应的优化

问题( 2) 的最优解，即某个 BUE 解． 因此，接下来

将证明存在适当的调整系数 λ( n) ，使得定义 3
给出的演化过程满足 W( f( n) ) 单调下降．

引理 1 在定义 3 下，对任意 f( n)  B ，总

有 t ( f( n) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) ≤ 0 ，以 及

mT ( f( n + 1) － f( n) ) ≤ 0 成立．
( 证明见附录)

定理 2 在定义 3 下，对任意 f( n)  B ，

1) 若 f( n) 满足 t ( f( n) ) T( f( n + 1) － f( n) ) ＜

0，则存在λ
－
( n) ∈ ( 0，1］，使得

t ( f( n + 1) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) ≤ 0，

λ( n) ∈ ( 0，λ
－
( n) ］，n = 1，2，… ( 3)

成立，且对于任意的 λ( n) ∈ ( 0，λ
－
( n) ］，n = 1，

2，…，演化模型( 1) 可以收敛至 BUE 状态;

2) 若 f( n) 满足 t ( f( n) ) T ( f( n+1) －f( n) ) =

0 ，则存在 λ( n) → 0 ，使得演化模型 ( 1 ) 收敛至

BUE 状态．
证明 令

V( x( n + 1) ) = V( λ( n) )

= ∑
a∈L
∫
xa( n+1)

0
ta ( w) dw

U( f( n + 1) ) = U( λ( n) )

= ∑
w∈W
∑
p∈Pw

fp ( n + 1) g( mp )

则 W( f) = V( x) + U( f) ．
分别对 V( λ( n) ) 和 U( λ( n) ) 关于 λ( n) 求

导，有

dV( λ( n) )
dλ( n)

= ( V( x( n + 1) )
x( n + 1)

)
T x( n + 1)
f( n + 1)

×

df( n + 1)
dλ( n)

= t ( x( n + 1) ) TΔz( n)

dU( λ( n) )
dλ( n)

= U( f( n + 1) )
f( n + 1( ))

T df( n + 1)
dλ( n)

= gTz( n)

其中向量 g = ( g( mp ) ，p∈ Pw，w∈W) ，z( n) =
df( n + 1) /dλ( n) ． 由 引 理 1 知，对 任 意 的 n ，

f( n)  B ，有 t ( f( n) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) ≤ 0 ，

因此下面分两种情况讨论．
1) 若 t ( f( n) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) ＜ 0 ，那么

易得 t ( f( n) ) Tz( n) ＜ 0 ． 于是，当 λ( n) = 0 时

dV( λ( n) )
dλ( n) λ( n) = 0

= t ( x( n) ) TΔz( n)

= t ( f( n) ) Tz( n) ＜ 0 ( 4)

由于对每条路段 a∈ L，ta ( xa ) 连续可微并且

关于路段流量 xa 严格递增，因此对于 x ∈ Ω，

!t( x) 是正定矩阵，即

d2V( λ( n) )
d λ( n) 2 = ( Δz( n) ) T !t( x( n + 1) ) T( Δz( n) )

＞ 0 ( 5)

所以 V( λ( n) ) 在 λ( n) ∈ ( 0，1］上是严格凸函

数． 根据式( 4 ) 和式 ( 5 ) 可得，存在 λ
－
( n) ∈ ( 0，

1］，使得下式成立．
dV( λ( n) )
dλ( n)

= t ( x( n + 1) ) TΔz( n)

= t ( f( n + 1) ) Tz( n)

≤ 0，λ( n) ∈ ( 0，λ
－
( n) ］

即 式 ( 3 ) 成 立，并 且 V( 0) ＞ V( λ( n) ) ，即

V( x( n) ) ＞ V( x( n + 1) ) ．
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另根据引理 1，mT ( f( n + 1) － f( n) ) ≤0 ，且

函数 g 是 关 于 收 费 的 严 格 递 增 函 数，因 此，

gT ( f( n + 1) － f( n) ) ≤ 0 也成立，即

dU( λ( n) )
dλ( n)

= gTz( n) ≤ 0

综上，存在适当的 λ( n) ，使得

dW( λ( n) )
dλ( n)

= dV( λ( n) )
dλ( n)

+ dU( λ( n) )
dλ( n)

≤ 0

即 W( f( n) ) ＞ W( f( n + 1) ) 成立．
2) 若 t ( f( n) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) = 0 ，则由

定义 3 可知，在第 n 天至第 n + 1 天的变化过程

中，人们只是从收费较高的路径调整到了收费更

低但时间相同的路径上． 即存在路径 p，q ∈ Pw ，

tp ( n) = tq ( n) ，mp ＞ mq ，因此部分流量从 p 调整

到 q ． 调整后，有 tp ( n + 1) ＜ tq ( n + 1) ，且一定存

在 λ( n) → 0 ，满足

ti ( n + 1) ＜ tp ( n + 1) ，

i∈{ i | ti ( n) ＜ tp ( n) = tq ( n) ，i∈ Pw}

tj ( n + 1) ＞ tq ( n + 1) ，

j∈{ j | tp ( n) = tq ( n) ＜ tj ( n) ，j∈ Pw










}

( 6)

注意到该情形下式( 6 ) 中的路径 i 和路径 j 在第

n +1 天是不发生流量变化的，因此在第 n + 2 天

仍然不会发生变化，因为它们与其他路径的出行

时间的大小关系未发生变化，即 fi ( n+2) = fi ( n +
1) ，fj ( n + 2) = fj ( n + 1) ． 又因为 tp ( n + 1) ＜
tq ( n + 1) ，mp ＞ mq ，所以路径 p 和路径 q 之间也

不再发生流量转换，即 fp ( n + 2) =fp ( n+1) ，fq ( n +
2) = fq ( n + 1) ． 综合可得，f( n + 2) = f( n + 1)

成立． 此时收敛至稳定点，即 BUE 状态．
显然，当 λ( n) 充分小时，式( 3) 条件一定成立．

因此，由上述证明可以直接推出下面的推论1．
推论 1 在模型假设下，如果 λ( n) → 0，n = 1，

2，…，那么演化模型( 1) 可以收敛至 BUE 状态．
值得注意的是，如前文所提，这里参数 λ( n)

代表愿意调整路径的出行者所占的比例． λ( n)

取值越小，表示有调整路径意愿的出行者越少，即

更多的人愿意保持原来的出行路径． 现实中，考虑

到人的惯性行为，可以预期随着系统演化过程时

间的推移，出行者会越来越少地改变出行路径，即

λ( n) 会越来越小． 与此同时，注意到 Ye 等［35］通

过虚拟的路径选择实验对多个现有的以 Wardrop
用户均衡为稳定状态的逐日交通流演化模型进行

了验证性研究，并给出了相应的参数估计． 实验结

果显示，在 Smith［2］给出的 SGFD ( simplex gravity

flow dynamics ) 模 型 中，由 于 分 母 ∑
s∈Ｒ

［c
－

( n) －

c( n)
s ］+ 的存在，调整参数 α 成为一个时变参数，其

随时间逐渐减小． 本文模型 ( 1 ) 中的 Tw ( n) 和

λ( n) 恰好分别与 SGFD 模型中的分母和参数 α
有相似的作用，因而这也说明 λ( n) 在现实中可

以随时间的推移越来越小． 由此可见，推论 1 中对

模型的收敛性要求符合实际．

3 数值算例

本节将通过数值算例来检验上节中提出的模

型，其中 λ( n) 的取值会根据推论 1 和定理 2 给

出的如下两种策略来确定．
策略 1 调整系数 λ( n) 取一个趋于 0 的固

定值．
策略 2 当 t ( f( n) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) = 0

时，调整系数 λ( n) 取一个趋于 0 的固定值; 当 t
( f( n) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) ＜ 0 时，取 λ( n) ∈
( 0，1］满足

t ( f( n + 1) ) T ( f( n + 1) － f( n) ) ≤ 0
以 下 算 例 中 均 采 用 BPＲ ( bureau of public

roads) 路段行驶时间函数

ta ( xa ) = t0a［1 + β (
xa

Ca
)

n

］

其中 t0a 是路段 a 上的自由流时间; Ca 是路段 a 的

容量; β 和 n 均为参数，在以下算例中取值分别为

β = 0． 15，n = 4 ．
3． 1 算例 1

考虑如图 2 所示的一个三条平行路段的简单

网络［34］，表 1 给出了各路段的特征参数． 假设该

OD 对间的出行需求是 15 000 辆车 /h．

图 2 算例 1 网络

Fig． 2 Traffic network of example 1
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表 1 算例 1 网络的路段特征参数

Table 1 Link characteristics of the network of example 1

路段序号 距离 /km t0a /min Ca / ( 辆 /h) 收费 /元

1 20 12 4 000 40

2 50 30 5 400 20

3 40 40 4 800 0

首先，使用策略 1，固定取 λ = 0 ． 001 ． 图 3
展示了以任意可行流量为初始流量，按照演化

模型( 1 ) 演化到 BUE 状态的过程． 在图 3 中，横

纵坐标分别为路径 1 和路径 2 的流量，圆点为起

始点，方点为终止点，从圆点到方点之间的线条

表示演化轨迹，方点连线围住的空白区域均为

满足 BUE 的路径流量分布． 可以看到，该算例的

所有 BUE 解构成一个集合，未达 BUE 状态的流

量分布会逐渐演化至 BUE 集合．

图 3 使用策略 1 取 λ = 0． 001 时，路径 1 和路径 2 上

以任意可行流为起点的路径流量演化轨迹

Fig． 3 The trajectories of flows on path 1 and path 2 with any

initial link flows in the feasible region and λ = 0． 001

图 4 展示了使用策略 2 确定 λ( n) 取值时的

路径流量演化轨迹． 同样地，图中圆点为起始点，

方点为终止点，星点代表演化过程中的点，方点连

线围住的空白区域均为 BUE 解集． 由于策略 2 是

一种自适应策略，因此从任意可行流量开始，只需

要迭代相对较少的次数即可演化至 BUE 状态． 和

策略 1 相比，由于每天的调整系数不同，因此演化

轨迹相对凌乱无规律．
根据 BUE 的定义，可推出该算例 BUE 解析

解所满足的条件． 表 2 列出了构成该算例 BUE 解

集的 7 个子集．

图 4 使用策略 2 确定 λ( n) 时，路径 1 和路径 2 上以

任意可行流为起点的路径流量演化轨迹

Fig． 4 The trajectories of flows on path 1 and path 2 with any

initial link flows in the feasible region using strategy 2

表 2 算例 1 的 BUE 解析解

Table 2 The analytical solutions of BUE for example 1

BUE

子集

有效

路径

路径流量满足

条件
对应图 5 的区域

1 f1，f2，f3

t1 ( f1 ) ＜ t2 ( f2 )

t2 ( f2 ) ＜ t3 ( f3 )

f1，f2，f3 ＞
{

0

阴影区域

( 不包含边界)

2 f2，f3
t2 ( f2 ) ＜ t3 ( f3 )

f1 = 0，f2，f3 ＞{ 0

f1 = 0

0 ＜ f2 ＜ 8 600．{ 57

3 f1，f3

t1 ( f1 ) ＜ t2 ( f2 )

t1 ( f1 ) ＜ t3 ( f3 )

f1，f3 ＞ 0，f2 =
{

0

f2 = 0

0 ＜ f1 ＜ 7 113．{ 06

4 f1，f2

t1 ( f1 ) ＜ t2 ( f2 )

t2 ( f2 ) ＜ t3 ( f3 )

f1，f2 ＞ 0，f3 =
{

0


5 f3 f1，f2 = 0，f3 ＞ 0 f1，f2 = 0 ( 原点)

6 f2
t2 ( f2 ) ＜ t3 ( f3 )

f1，f3 = 0，f2 ＞{ 0


7 f1

t1 ( f1 ) ＜ t2 ( f2 )

t1 ( f1 ) ＜ t3 ( f3 )

f2，f3 = 0，f1 ＞
{

0


图 5 展示了表 2 中 7 个 BUE 子集的并集，即

整个 BUE 解集( 左下角阴影部分，不含上边界和

右边界) ． 这与前面图 3 和图 4 中方点连线围住的

空白区域是一致的，故进一步验证了演化模型

( 1) 收敛到 BUE 集合．
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图 5 算例 1 的 BUE 解集

Fig． 5 The BUE set of example 1

3． 2 算例 2
算例 1 中的交通网络较为简单和特殊，即路

段和路径是一样的． 下面考虑如图 6 所示的交通

网络［34］，该网络具有 4 个结点、8 条路段和 6 条路

径． 该网络的路段和路径特征参数分别由表 3 和

表 4 给出． 注意到路径 1 和路径 2 是直达路径，路

径 1 是行驶时间最短但收费最多的路径，而路径

6 是唯一不收费但却最慢的路径． OD 对间的出行

需求假设为 10 000 辆车 /h．
图 7 展示了使用策略 1，取 λ = 0． 001 时，从

不同初始可行流开始的流量演化过程． 图 7( a) 的

初始 流 量 分 布 为 f = ［1 000，2 000，3 000，

1 000，1 500，1 500］，图 7( b) 的初始流量分布为

f =［2 700，1 700，2 500，1 000，800，1 300］． 可

以看到当初始流量分布不同时，流量的演化过程

不同，最 终 的 收 敛 结 果 也 不 同，分 别 为 f* =
［1 000，2 000，1 997，1 997，1 458，1 548］和

f* = ［2 700，1 700，1 750，1 750，800，1 300］． 可以

验证，这两个最终流量分布都满足 BUE 条件．

图 6 算例 2 网络

Fig． 6 The network of example 2

表 3 算例 2 网络的路段特征参数

Table 3 Link characteristics of the network of example 2

路段

序号

距离 /

km

自由流时间 /

min

容量 /

( 辆 /h)

收费 /

元

1 30 18． 0 3 600 20

2 30 22． 5 3 600 15

3 10 12． 0 1 800 1

4 20 24． 0 1 800 0

5 2 2． 4 1 800 0

6 5 6． 0 1 800 0

7 20 24． 0 1 800 0

8 10 12． 0 1 800 1

表 4 算例 2 网络的路径特征参数

Table 4 Path characteristics of the network of example 2

路径

序号

路径

构成

距离 /

km

自由流时间 /

min

收费 /

元

1 1 30 18． 0 20

2 2 30 22． 5 15

3 3 － 7 30 36． 0 1

4 4 － 8 30 36． 0 1

5 3 － 5 － 8 22 26． 4 2

6 4 － 6 － 7 45 54． 0 0

图 8 展示了初始流量为 f = ［1 000，2 000，

3 000，1 000，1 500，1 500］，使用策略 2 确定

λ( n) 时 的 演 化 过 程，此 时 最 终 流 量 为 f* =

［1 000，2 000，1 980，1 980，1 435，1 605］，同

样容易验证该流量分布中所有被使用的路径均不

被其他任何路径占优，因此也是一个 BUE 解． 另

外，对比图 7( a) 和图 8 可以发现，使用策略 2 比

使用策略 1 收敛速度快很多．
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( a) ( b)

图 7 使用策略 1 取 λ = 0． 001 时，从不同初始可行流开始的路径流量演化过程

Fig． 7 Path flow evolution from two initial feasible flow patterns using strategy 1 ( λ = 0． 001)

4 结束语

本文将出行时间和道路收费分开考虑，提出

了一种基于双目标用户均衡的逐日动态演化模

型． 对该演化模型证明了其收敛性以及模型的稳

定点与 BUE 解的等价性，并通过数值算例验证了

模型的合理性和有效性． 依据本文提出的动态演

化模型，从任意初始流量分布开始，最终都能演化

到某个 BUE 分布． 如果考虑所有可能的初始解，

则可以得到所有的 BUE 解． 但是，由于 BUE 解集

本身包含一些较为极端的、不合理的流量分布，因

此未来研究将考虑对模型进行一些修正，使之仅

收敛到合理的 BUE 分布． 此外，还可进一步研究

BUE 解集的性质，尝试通过收费或其他管理策略

来提升效率，使交通系统演化到系统最优状态．

图 8 使用策略 2 确定 λ( n) 时的路径流量演化过程

Fig． 8 Path flow evolution when using strategy 2

to determine λ( n)
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A day-to-day traffic dynamic model with bi-objective user equilibrium

XU Wei，MA Xiao-yu，XU Hong-li
School of Management and Engineering，Nanjing University，Nanjing 210093，China

Abstract: Travel time and toll cost are two important objectives that travelers want to optimize when choosing

a path． Many studies consider these two as a single objective by combining them in linear or nonlinear ways，
which has certain defects proved by some researchers． In the studies of static traffic assignment model，some
studies have proposed the bi-objective user equilibrium ( BUE) which considers travel time and toll cost sepa-
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rately． However，most studies of dynamic traffic assignment model still consider the traditional single objective
user equilibrium as the final stable state of traffic flow evolution． Therefore，a new path-based day-to-day dy-
namic model with BUE is proposed，assuming that travelers compare the travel time and toll cost separately to
decide whether to switch paths each day． The equivalence between the stable state of the proposed dynamic
model and BUE state，as well as the convergence of the dynamic model are theoretically proved． Two numeri-
cal examples are conducted to verify the effectiveness of the proposed model．
Key words: day-to-day dynamics; traffic flow evolution; bi-objective user equilibrium; convergence

附录:

引理 1 证明

t ( f( n) ) T ( f( n+1) －f( n) ) =∑
p∈Pw

tp ( n) ( fp ( n + 1) － fp ( n) )

= λ( n)
T( n)∑p∈Pw

∑
q∈Pw

( tp ( n) ( fq ( n) ［tq ( n) －tp ( n) ］+* ［mq －mp］+ －fp ( n) ［tp ( n) －tq ( n) ］+*

［mp －mq］+ ) )

= λ( n)
T( n)∑p∈Pw

∑
q∈Pw

( tp ( n) fq ( n) ［tq ( n) －tp ( n) ］+* ［mq －mp］+ －tq ( n) fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+*

［mq － mp］+ )

= λ( n)
T( n)∑p∈Pw

∑
q∈Pw

( fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+* ［mq － mp］+ ) ( tp ( n) － tq ( n) ) ≤ 0

mT ( f( n + 1) － f( n) ) =∑
p∈Pw

mp ( fp ( n + 1) － fp ( n) ) = λ( n)
T( n)∑p∈Pw

∑
q∈Pw

( mp ( fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+* ［mq － mp］+ －

fp ( n) ［tp ( n) － tq ( n) ］+* ［mp － mq］+ ) )

= λ( n)
T( n)∑p∈Pw

∑
q∈Pw

( mpfq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+* ［mq － mp］+ －

mq fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+* ［mq － mp］+ )

= λ( n)
T( n)∑p∈Pw

∑
q∈Pw

( fq ( n) ［tq ( n) － tp ( n) ］+* ［mq － mp］+ ) ( mp － mq ) ≤ 0
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