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摘要：本文提出了一种基于半参数分布时变因子模型的动态协高阶矩建模方法，给出了模型设定、模型估计和时变高阶矩的检验。通过因子模型有效缓解了动态协高阶矩估计存在的“维数灾难”问题，同时通过引入半参数分布增加了模型的稳健性。实证研究表明：相比于现有协高阶矩估计方法，基于因子模型的动态建模能够有效捕捉资产收益率协高阶矩的时变结构，同时更加契合金融资产收益率的潜在特征；动态投资组合能够应用于高维场景，并产生更高且更稳定的经济价值，稳健性分析进一步证实了这一点。
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引 言
[bookmark: OLE_LINK48][bookmark: OLE_LINK49]国内外大量金融资产收益率的实证研究表明基于正态分布假设的传统建模方法不再适用[1-4]。同时，这也导致了马克维茨的均值-方差分析和期望效用原则具有一致性的充分条件不再成立[5]。马克维茨经典的均值-方差投资组合模型要求投资者效用函数为二次形式或者资产收益率分布服从正态分布，然而现有的大量研究表明这两个假设难以满足。一方面，Scott和Horvath认为将投资者的效用函数看作二次型并不恰当，他们指出在投资组合收益率分布是非对称或厚尾时，投资者无法利用二次形式效用函数刻画完全的分布形式，所以投资者必须考虑投资组合收益率的高阶矩，如偏度和峰度等[6]。另一方面，Arrow的研究表明由于资产收益率分布的非正态性，二次效用函数并不能反映投资者绝对风险厌恶递减的特征，因此均值-方差投资组合面临着严重的福利损失[7]。Dittmar，Mitton和Vorkink实证发现投资者愿意牺牲较小的收益和较大的波动性去换取一个正偏度和一个较小的峰度的投资组合[8]。另外，国内大量文献证实了高阶矩在风险管理、经济预测和资产定价等方面发挥着重要的作用[9-11]。
根据现有文献，将高阶矩引入到投资组合中主要有两种方法：直接法和间接法。直接法是将资产投资组合收益率的高阶矩直接加入到均值-方差投资组合模型中作为目标函数，形成均值-方差-偏度或均值-方差-偏度-峰度投资组合模型[12]。但由于直接法的经济含义模糊和多元非凸规划问题求解困难限制了直接法在高阶矩投资组合模型的发展和应用。间接法则通过泰勒展开，将投资者关注的函数展开为多项式形式，然后再给定阶数，通过优化这个多项式求解最优投资组合权重，这种方法将投资组合的均值-方差-偏度-峰度优化问题转化为一个包含均值、方差、偏度和峰度函数的优化问题。例如，以优化投资者期望效用（Expected Utility，EU）为目标[9,13]；或以最优化投资组合的尾部风险为目标，例如在险价值（Value-at-Risk）和期望损失（Expected Shortfall），通过Cornish-Fisher展开为多项式进行优化[14,15]。间接法的优点在于可以将多目标优化问题转化为投资组合各阶矩函数的单目标优化问题，能够直接反映投资者追求的目标和高阶矩对投资组合的边际影响，增加了求解的可行性，同时也保证了这种方法能够构造资产个数较多的投资组合，因此得到了广泛的应用。
综上所述，基于高阶矩的投资组合逐渐引起学者重视，但不可避免的会面临协高阶矩存在的“维数灾难”问题。“维数灾难”是由于待估参数过多导致的“估计不准”与“实现困难”。例如，包含15只股票的投资组合的协方差，协偏度，协峰度矩阵共有3860个参数需要估计，这些待估参数还会随着资产规模增加呈指数型增长，而在时变协高阶矩的估计中，由于需要考虑高阶矩的时变结构，“维数灾难”的问题更加严重。目前，现有的时变高阶矩投资组合考虑的资产规模均小于15只[9,16,17]。时变协高阶矩的估计困难大大限制了高阶矩投资组合在金融市场的应用。为了有效解决时变协高阶矩难估计，动态高阶矩投资组合难使用的问题，本文提出了一种基于半参数分布时变因子（Single Factor Time-varying Semi-nonparametric，SF-TVSNP）模型的动态协高阶矩建模方法，一方面通过单因子模型有效缓解了协高阶矩估计的“维数灾难”问题，另一方面通过引入半参数分布减少模型可能存在的误设，增加模型稳健性。在因子模型设定恰当的情况下，意味着各资产收益率可以用因子和异质性成分的线性组合解释，我们可以通过适当的分解将协高阶矩的时变结构拆分为因子的时变结构和各异质性成分的时变结构，然后分别进行估计。基于沪深300指数成分股的投资组合分析，本文证实了SF-TVSNP模型存在的额外经济价值，以及它在投资组合中表现出的稳健性。
本文剩余部分结构如下：第一部分为相关文献评述，分别通过因子模型在估计协高阶矩中的应用和现有的动态协高阶矩建模两个角度对文献进行了回顾和梳理，从而指出本文的研究价值；第二部分给出了SF-TVSNP模型设定及其估计方法；第三部分给出了资产时变协高阶矩估计和时变高阶矩识别检验方法，同时阐述了SF-TVSNP模型如何解决“维数灾难”问题；第四部分通过模拟研究证实了时变半参数分布模型的稳健性；第五部分基于沪深300指数成分股设计了动态投资组合分析与稳健性分析，验证了本文提出方法的优越性；第六部分对本文进行了总结。
文献综述
对于本文研究相关的文献综述将从两个视角展开：第一，作为因子模型在估计协高阶矩上的应用，有必要对基于因子模型估计协高阶矩的相关文献进行评述；第二，作为一种新的时变协高阶矩建模方法，需要对现有的时变协高阶矩估计文献进行评述。最后，本节将总结现有文献存在的问题以及本文的创新点。
因子模型可以作为一个非常有效的途径来解决协高阶矩估计中存在的“维数灾难”问题。通过对资产收益率施加一个线性因子的结构，将协高阶矩的待估参数结构化，从而大大减少待估参数个数。例如，前文提到的包含15只股票的投资组合的前四阶协高阶矩有3860个参数需要估计，但我们可以用一个三因子模型将其简化为96个参数。目前，根据资产定价方式不同，主要存在三种类型的因子模型：宏观因子模型、基本面因子模型和统计因子模型[18]。但是，协高阶矩建模的高度复杂性与高度非线性使得现有的大部分因子建模方法集中在参数化的静态建模。Martellini和Ziemann将单因子模型拓展到了协高阶矩的估计，进一步给出了基于单因子模型的协高阶矩压缩估计[13]。在利用多因子模型估计协高阶矩方面，目前有Boudt等基于可观测多因子模型和基于潜在因子模型讨论了静态协偏度和协峰度矩阵的估计，不仅在一定程度上缓解了“维数灾难”的问题，而且证明了样本外投资组合的优良性质[14,15]。但是，多因子模型在协高阶矩估计的使用存在一个关键性的问题——因子个数选择。Bailey等的研究表明，在现有的146个可观测因子中，市场因子（Market factor）是唯一的强因子，而其他因子均为弱因子，这些弱因子只对部分资产具有解释能力，并且这种解释力随时间变化很大。因此，将这些弱因子不加选择的纳入因子模型中可能会适得其反[19]。杨冬等给出了一种静态混频高阶矩框架下的因子个数选择方法，通过残差稀疏性检验选择正确的因子个数[20]。从目前的研究来看，鲜有学者讨论具有时变协高阶矩结构下的因子个数选问题，这限制了多因子模型在时变协高阶矩上的应用。事实上，基于因子模型的时变协高阶矩建模也鲜有学者提及，其难点主要集中在条件协高阶矩的分解和时变结构的估计，这也使得基于因子模型的时变结构建模集中在协方差矩阵上[21-23]。
对于多元金融资产收益的时变协高阶矩建模，多数文献将其转化为多个具有相关结构的单变量高阶矩时变模型进行建模。主流的单变量时变高阶矩模型有两种：第一种是Hansen提出的自回归条件密度（ARCD）模型，该模型中驱动高阶矩参数具有GARCH模型的动态结构，利用极大似然估计方法，估计出形状参数时变方程中的参数从而得到时变的形状参数，因此资产收益率的高阶矩也是动态的[24]；第二种是Leon等提出的GARCHSK模型，它对金融资产收益率的波动率，偏度和峰度的时变结构直接建模，同样赋予它们一种GARCH结构，但是GARCHSK模型假设金融收益率的分布函数为正态分布Gram-Charlier（GC）级数展开，因此它是一种基于时变高阶矩的近似模型[25]。上述两种单变量模型各有优劣，GARCHSK模型无需指定分布从而更加稳健，ARCD模型则有渐进理论支撑其有效性。两种模型都被广泛应用到时变协高阶矩建模中。例如，Jondeau和Rockinger将协高阶矩的动态结构分解为不同资产收益率之间相关性的动态结构和单个资产收益率高阶矩的动态结构。他们的研究将动态条件相关（DCC）模型与ARCD模型相结合，是DCC模型在协高阶矩上的扩展[16]。Ghalanos等通过独立成分分析（ICA）将金融资产收益率转化为潜在独立因素，然后估计各独立因素边际密度的高阶矩时变参数，进而估计这些独立因素的高阶矩的动态结构[17]。他们的研究是广义正交GARCH（GO-GARCH）模型在协高阶矩上的扩展，利用ICA与数个单变量ARCD模型相结合对多元金融资产收益率的协高阶矩的动态结构建模，称之为GO-ARCD模型。蒋翠侠等则以ICA的思路拓展了GARCHSK模型，提出了独立成分GARCHSK（ICASK）模型，并将其应用到动态投资组合分析中[9]。总的来说，目前对于时变协高阶矩建模的相关文献仍然匮乏，并且存在以下几个问题：首先，绝大多数文献都采用ICA或DCC的降维方式将时变协高阶矩建模转化为数个独立潜在序列的时变高阶矩建模，当投资组合维数N较高时，上述文献仍然不能解决“维数灾难”的问题，ICA和DCC降维方式的待估参数个数都是以增加，当资产维数较高时模型仍然难以估计；其次，由于部分金融资产收益率极端倾斜厚尾（例如偏度绝对值大于1，峰度大于20）的特点，利用现有的已知分布（例如偏斜学生t分布或偏斜广义误差分布）已无法对其高阶矩进行拟合，因此可能存在严重的模型误设，进而导致估计量不稳健。
综合上述文献评述，我们可以总结出本文的创新点如下：第一，通过因子模型的降维手段更好地捕捉了多元资产收率的潜在结构，解决了现有时变协高阶矩建模仍无法解决的“维数灾难”问题，使动态高阶矩投资组合能够应用于高维场景。第二，为减少时变高阶矩建模可能产生的分布误设，引入一种半参数分布对时变高阶矩建模，增加了模型的稳健性和适用性；同时，通过对因子和各资产的异质性成分进行时变高阶矩建模，而非资产收益率本身，前者拥有更温和的偏度和峰度，保证了模型的可估计性。第三，将静态因子协高阶矩估计拓展到时变协高阶矩的估计中，丰富了因子模型相关理论研究。
半参数分布时变因子模型及其估计
0.1 模型形式
本文考虑的半参数分布时变因子（SF-TVSNP）模型如下：

（1）
其中为资产i (1,2,…N)在t (1,2,…,T)时刻的收益率; 为可观测的市场因子，为因子在资产i上的载荷，为资产i在t时刻异质性成分；和分别为因子在t时刻的条件均值与条件方差，为t -1时刻的信息集，为标准化后的因子，其在的条件分布为均值为0方差为1的半参数（Semi-Nonparametric，SNP）分布，参数向量控制半参数分布的形状；类似的，为异质性成分i在t时刻的条件方差，为半参数分布的形状参数。进一步，为了使因子模型具有可行性，需要假设且与 ()相互独立，与相互独立。基于上述假定，可以得到的条件均值。模型的向量表达如下：
   （2）
其中，，，均为的向量；与分别为条件标准差与标准化异质性成分的向量表达；“”表示Hadamard内积。
0.2 半参数分布及其条件高阶矩
本文采用León和Ñíguez [26]所介绍的时变半参数分布（TVSNP）来刻画因子以及异质性成分的条件分布结构。为保证模型在高维数据下的可行性，本文参考León和Ñíguez [27]的构建方法对TVSNP分布进行简化，约束SNP分布中一阶、二阶Hermite多项式系数为0，将构建分布所需参数减少至两个，缓解了时变方程需要估计的参数个数，有利于高维情形的应用，这种特殊的SNP分布也称为Transformed Gram-Charlier（TGC）分布，为体现半参数分布特性，本文统一称为SNP分布。
由于及都服从标准化后的TVSNP分布，为方便起见，先从一般形式的TVSNP分布进行介绍，记TVSNP分布的概率密度函数为：
   （3）
其中，为参数向量，为标准正态分布密度函数，定义如下：

（4）
表示标准化的Hermite多项式，的作用是为了保证概率密度积分为1，满足， 和 。其前四阶条件原点矩分别为：

（5）
因此，标准化的TVSNP随机变量可以定义为，其中


（6）
进一步，的条件概率密度函数可以表示为，其条件偏度与条件超额峰度分别为：

（7）
类似的，本文定义常数半参数分布（CSNP）作为TVSNP的嵌套模型，CSNP的形状参数为常数，这表明分布不存在时变高阶矩。需要注意的是CSNP模型可以存在条件异方差结构，因为方差由（或）控制。
0.3 时变结构方程的设定
本文需要对因子的条件均值，条件方差，以及形状参数的时变结构进行设定，其中为驱动因子条件均值与条件方差的时变结构参数，为驱动因子形状参数的时变结构参数。类似的，对于每一个异质性成分则需要对其条件方差以及形状参数的时变结构进行设定，其中与分别为驱动和的时变结构参数。对于因子的时变结构设定如下：

（8）
需要注意的是形状参数的时变结构具有一个分段结构，由于其良好表现，这种设定被广泛应用在高阶矩的时变参数设定中[26-28]。上述设定使得因子的时变结构满足一个ARMA(1,1)-GARCH(1,1)-TVSNP(1,1)模型,其中和为因子时变结构的参数向量。同样的，对于异质性成分，本文设定

   
（9）
上述设定满足一个GARCH(1,1)-TVSNP(1,1)模型，其中和为异质性成分时变结构的参数向量。
0.4 因子载荷的估计
由于异质性成分之间相互独立，因子载荷矩阵的估计可以由N个OLS回归一致估计，具体来说，对于资产i有

（10）
对于回归残差有，为异质性成分的一致估计。目前有部分文献考虑到了因子载荷的时变特征，即。这种时变因子载荷模型具有更灵活的特点，能够捕捉到更多的时变特征。需要注意，因子载荷通常被视为模型参数，其时变结构建模与本文讨论的因子时变结构建模不同，现有方法如状态空间模型（Santos和Moura，2014）[21]、非参数方法（Guo等，2017）[22]、机器学习方法（姜富伟等，2021）[23]，但是上述方法均集中在均值-方差框架下，如何应用到动态高阶矩建模中仍有待研究。
0.5 因子时变结构的估计
对于因子的时变参数可以通过极大似然估计完成。但是，由于高阶矩时变结构的高度非线性化，直接同时估计均值、方差、高阶矩方程较为困难。许多学者建议在参数估计过程中可以按照“简单到复杂”的原则来进行多阶段的估计，即先估计均值-方差方程中的参数，然后再将其得到的结果作为高阶矩方程的初始值[26,27,29-31]。本文参照León和Ñíguez[26,27]，王鹏[29]采用的两阶段估计对因子的时变结构进行估计。具体来说，由（1）和（3）式可知因子的条件概率密度函数为：
    （11）
[bookmark: OLE_LINK26]其中和的定义在2.2节给出，为可测的参数向量，为时变结构方程中的待估参数。于是TVSNP模型的样本对数似然函数为：
 
 
（12）
其中，为条件均值-方差方程中的待估参数。首先本文采用QMLE对条件均值方差方程的参数向量进行估计，得到参数估计值与残差，然后将其带入似然函数（12）中得到的估计。同样的，常数半参数分布模型（CSNP）的似然函数如下：
 
 
（13）
类似的采用两步估计法，可以估计出形状参数。
0.6 异质性成分时变结构的估计
由于异质性成分的时变结构设定与因子类似，可以参考2.5节的估计方法对N个异质性成分的时变参数进行估计，需要注意的是，异质性成分不包含时变的均值结构且基于估计的异质性成分，其似然函数如下：
 
 
（14）
其中为标准化后的异质性成分估计值。记真实异质性成分的对数似然函数为，在一些温和[footnoteRef:2]的假设条件下，可以得到 [2:  假设包括序列平稳且8阶矩存在；条件方差与新息项独立。
] 

（A） 随样本长度,
;
（B） 随样本长度，
上述结论保证了与所估计参数具有一致性，具体的假设与证明过程可以参考Guo等[22]对于类似结论的证明。
时变协高阶矩的估计与识别
基于第2节对于SF-TVSNP模型参数的估计，本节给出资产收益率的时变协高阶矩的估计方法。
0.7 时变协高阶矩表示及其分解
参考Jondeau和Rockinger[28]引入的高阶矩张量记法，将资产收益率的条件协方差矩阵，条件协偏度矩阵，条件协峰度矩阵中的元素定义如下：

（15）
因此，它们的矩阵表达式为：

（16）
进一步，定义协超额峰度矩阵，其中的元素为

（17）
其矩阵表达为。接下来考虑对条件协方差矩阵，条件协偏度矩阵，条件协峰度矩阵进行分解，以协方差矩阵为例，由（15）式有

（18）
同理对条件协偏度矩阵分解有

（19）
其中和分别为和的条件偏度。协峰度矩阵较为特殊，直接对协峰度矩阵分解的结果较为复杂，会产生一项因子与异质性成分的交叉项，具体可以参考Martellini和Ziemann[13]，Boudt等[14,15]的分解公式。为解决这个问题，本文选择对条件协超额峰度矩阵进行分解，结果如下：

（20）
其中和分别为和的条件超额峰度。通过上述分解，我们将资产收益率的时变协高阶矩分解为因子的时变高阶矩与异质性成分的时变高阶矩，同时异质性成分的时变高阶矩具有稀疏性的特点。为表示简便，上述分解的矩阵表达如下：

（21）
其中，，分别为异质性成分的条件协方差，条件协偏度，条件协超额峰度矩阵。进一步通过（17）式，金融资产收益率的条件协峰度矩阵可以表示为
          （22）
0.8 条件协高阶矩的估计
通过2.4 – 2.6节分别对于因子载荷、因子时变结构以及异质性成分时变结构的估计，结合（21）式对于时变协高阶矩的分解，可以得到金融资产收益率的条件协高阶矩如下：

（23）
其中，为OLS回归系数；与 由（7）式得到，其中，，，；，和分别为异质性成分的条件协方差，协偏度，协超额峰度矩阵的估计值，可以通过类比因子动态高阶矩得到。进一步，通过（22）式可以得到金融资产收益率的条件协峰度矩阵估计为

（24）
0.9 时变高阶矩的识别检验
建立时变高阶矩模型的首要前提是对应序列分布的偏度和峰度具有时变特征，即序列存在类似于条件异方差性的条件异偏度和条件异峰度特征。现有文献中涉及检验资产收益率序列是否存在异偏度和异峰度特征的研究主要集中在两种框架：第一类方法是先估计某种时变高阶矩模型（如GARCHSK和ARCD模型），再通过检验与时变偏度和时变峰度对应的时变系数的显著性来判断资产收益率序列是否存在异偏度和异峰度特征，这其中常用的检验有瓦尔德（Wald）检验和似然比（LR）检验[26,32]；第二类方法是对资产收益率序列拟合GARCH模型后得到的残差或者标准化残差来进行回归检验，例如Jondeau和Rockinger[28]类比ARCH效应检验对标准化残差的三次方和四次方序列对其滞后项构造LM统计量进行检验，贾静等[33]则通过概率积分变换改进了Jondeau和Rockinger的LM统计量，取得了更高的功效。
SF-TVSNP模型需要分别对因子与异质性成分进行时变高阶矩识别检验，参考Vuong[34]和León和Ñíguez[26]的方法，本文通过构建似然比检验对时变高阶矩进行识别。具体来说，似然比检验通过比较TVSNP模型与嵌套的CSNP模型的对数似然函数值进行检验，对于因子的时变高阶矩检验有如下结论：
 
 
（25）
其中，，为似然函数比的样本标准差。类似的，对于异质性成分有
 
 
（26）
其中为CSNP模型的形状参数估计值,和分别为t时刻异质性成分在TVSNP模型和CSNP模型下的似然函数值，其形式可以参考（14）式。基于（25）和（26）所给出的渐进分布，我们可以进行对应的似然比检验。
0.10 维数灾难
由于时变高阶矩建模面临着严重的“维数灾难”问题，如何将时变高阶矩投资组合应用到高维场景成为一大难题。时变高阶矩建模的“维数灾难”问题主要体现在“估计不准”与“实现困难”上。“估计不准”是指待估参数过多导致估计量自由度小、方差大。“实现困难”是指大量参数估计需要占用大量内存与时间，尤其高阶矩参数估计具有高度非线性的特点，进一步增加了估计难度。
本文给出的SF-TVSNP模型的待估参数个数满足，在相同的时变结构设定下，ICASK模型的待估参数个数为。可以明显看出，ICASK模型的待估参数呈次幂上升，而SF-TVSNP模型呈线性上升，当较大时，SF-TVSNP模型的估计难度将远小于ICASK模型。另外，若异质性成分不存在时变高阶矩特征，SF-TVSNP模型所需参数减少为，同时只需要估计因子的时变高阶矩参数，进一步增加模型的可估计性。
模拟研究
本节通过构建蒙特卡洛模拟对SF-TVSNP模型的有限样本性质进行验证，主要集中在SF-TVSNP模型的稳健性。SF-TVSNP模型使用时变半参数分布（TVSNP）对因子与异质性成分的高阶矩时变结构建模，放松了对分布的假定，与之对应的是需要给定分布的自回归条件密度（ARCD）模型。Ghalanos等采用偏学生t（SST）分布与偏广义误差（SGE）分布进行ARCD建模，进而估计金融资产收益率的条件高阶矩。但是，由于真实数据的条件分布未知，错误的给定条件分布可能会导致严重的模型误设问题，进而导致估计结果不稳健。本节将会比较TVSNP模型与给定分布的ARCD模型对于条件高阶矩的估计。
为使模拟更具真实性，本节的模拟数据通过真实数据参数校准的方法给出。由于因子与异质性成分建模方法相同，限于篇幅本节只对因子的条件高阶矩进行模拟估计。用于参数校准的数据为2005年7月1日至2019年6月30日的沪深300指数。本节的模拟步骤如下：
步骤1. 给定条件分布（SST或SGE）与时变结构设定形式，如（8）式所示。基于真实数据估计时变结构参数与，记估计量为与。
步骤2. 基于时变结构参数与，给定条件分布下，生成样本长度为T+1的模拟数据。
步骤3. 使用1到T时刻的数据，分别基于TVSNP模型，SST-ARCD模型与SGE-ARCD模型对数据进行拟合，并估计T+1时刻的条件方差与条件高阶矩，记为。
步骤4. 将各方法估计的条件矩与真实的条件矩进行比较，计算均方根误差（RMSE）。
表1汇报了T = 1000时，重复500次模拟后各方法RMSE的均值与标准差。当真实分布分别为SGE与SST时，基于SNP分布的条件矩估计表现基本相同，受真实分布设定影响很小。对于基于SST分布的ARCD模型，当真实分布为SGE时，在估计条件偏度与条件峰度存在较大偏误，同时条件峰度RMSE的标准差较大，估计量由于模型误设的原因非常不稳定。另外，在所有方法中，基于SNP分布的RMSE拥有最小的标准差，进一步体现了其稳健性。

表1 不同分布设定下条件矩估计量的RMSE
Table 1 RMSE of conditional moments under different distribution specifications
	真实分布
	SGE
	SST

	拟合分布
	SNP
	SST
	SGE
	SNP
	SST
	SGE

	条件方差
	0.020
	0.026
	0.026
	0.021
	0.021
	0.021

	
	(0.025)
	(0.025)
	(0.080)
	(0.031)
	(0.030)
	(0.040)

	条件偏度
	0.159
	0.207
	0.124
	0.139
	0.126
	0.110

	
	(0.251)
	(0.287)
	(0.543)
	(0.177)
	(0.233)
	(0.202)

	条件峰度
	0.388
	4.722
	0.534
	0.394
	0.269
	0.333

	
	(1.563)
	(45.664)
	(1.926)
	(1.330)
	(2.894)
	(1.542)


               注：表中数据为500次重复模拟RMSE的均值，括号中为RMSE的标准差。


实证分析
0.11 动态高阶矩投资组合
本文考虑两种不同的间接法动态高阶矩投资组合：期望效用（Expected  Utility，EU）最大化和风险价值（Value at Risk，VaR）最小化。下面将简要介绍这两种投资组合优化方法。不妨记t +1时刻投资组合收益率为,为t+1时刻的投资组合权重，那么t+1时刻投资组合的前四阶条件矩分别为

（27）
其中，，，为资产收益率向量的前四阶条件协高阶矩；，为SF-TVSNP模型中的截距与因子载荷。参考Martellini和Ziemann[13]，Jondeau和Rockinger[16]对于常相对风险厌恶效用函数（Constant Relative Risk Aversion，CRRA）的前四阶展开，本文可以得到期望效用表达式为
    （28）
其中为常相对风险厌恶的测度参数，通过最大化（28）式，本文可以得到t+1时刻基于期望效用最大化的最优投资组合。另外，通过对t+1时刻的条件VaR进行四阶Cornish-Fisher展开，本文可以得到修正VaR表达式为
 
（29）
其中为标准高斯分布的下分位数，和分别为标准化的条件偏度和条件超额峰度，通过最小化（29）式，本文可以得到t+1时刻基于修正风险价值最小化的最优投资组合权重。
0.12 数据与实证设计
[bookmark: OLE_LINK1]为了保证本文中的研究具有代表性，充分反映中国股票市场中可能存在的高阶矩特征，本文对沪深300指数中成分股进行分析，参照中证指数有限公司对于沪深300指数的编制表，以2018年5月31日的成分股列表作为依据，将 2005年7月1日至2019年6月30日的上市股票日度收益率（样本长度为3403日）作为研究对象。由于时间跨度大，部分成分股上市较晚或已退市以及一部分成分股有长时间停盘，本文保留缺失值不超过3年，共计206只成分股作为研究对象。对于少量股票在样本初期并未上市的股票，将会在其上市后被纳入投资组合中。另外，本文选择沪深300指数作为市场因子的代理变量。表2对因子与成分股进行了描述性统计，由于成分股较多，我们展示了成分股对应统计量的分布特征。从表2可以发现，指数相较于成分股拥有更温和的偏度与峰度。同时所有序列都平稳且具有非正态性，这是金融资产收益率的典型特征。

表2 收益率序列描述性统计
Table 2 Descriptive statistics of asset returns
	
	均值
	标准差
	偏度
	超额峰度
	ADF检验
	JB检验

	沪深300
	0.059 
	1.749 
	-0.413 
	3.533 
	-12.894 
	1870.601 

	成分股
	Min
	-0.042 
	1.593 
	-0.925 
	1.809 
	-15.933 
	471.799 

	
	Q1
	0.044 
	2.584 
	-0.282 
	3.359 
	-14.579 
	1640.790 

	
	Med
	0.069 
	2.832 
	-0.114 
	4.056 
	-14.200 
	2345.976 

	
	Mean
	0.068 
	2.809 
	-0.133 
	4.586 
	-14.142 
	3542.170 

	
	Q3
	0.093 
	3.115 
	0.012 
	5.429 
	-13.710 
	4269.680 

	
	Max
	0.147 
	3.644 
	0.502 
	13.823 
	-12.075 
	27268.709 


注：ADF检验的1%水平下的临界值为-4.53，JB检验1%水平下的临界值为5.99。
为减少样本选择偏误，使结果更具一般性，本文的实证设计参考了Martellini和Ziemann[13]的投资组合研究。具体来说，本文将206只沪深300成分股看作一篮子股票，将2010年1月1日至2019年6月30日作为样本外区间，每一年从篮子中随机抽取资产个数N的投资组合，因此，对于每一种资产规模N，样本外区间中每一年的投资组合都不同，基于此，本文完成整个样本外区间的回测，进而通过分析10年样本外表现得到最终结果。为保证有充足的数据对模型进行估计，本文使用样本外区间前5年的日度数据来估计投资组合的时变协高阶矩，并通过滚动窗口估计给出下一日的最优投资组合权重，并将该投资组合持有一周。因此，本文得到了10年共2305日（464周）样本外投资组合。最后，通过5.1节介绍的高阶矩投资组合函数（EU）对样本外投资组合进行优化，对优化后的样本外收益率和投资权重进行分析。
为更好刻画SF-TVSNP模型对于“维数灾难”问题的解决，本文选择N = 10与N = 100分别代表低维与高维投资组合，目前动态高阶矩投资组合的资产规模集中在N < 15上[9,16,17]，鲜有文献对于高维动态高阶矩投资组合进行实证研究。
0.13 因子与异质性成分的时变高阶矩估计
因子与异质性成分的时变高阶矩特征是SF-TVSNP模型的核心，在进行动态投资组合分析前，有必要对这两部分的估计结果进行分析。需要注意的是，在每一种资产规模下，本文随机抽取部分股票构建投资组合，而因子在整个实证分析中是唯一的。为了在有限篇幅下展示市场的时变高阶矩特征，本文主要对因子的TVSNP模型估计结果进行分析，异质性成分的时变高阶矩特征则会通过时变性检验的方式呈现。
表3 沪深300指数TVSNP模型估计结果
Table 3 Estimated TVSNP coefficients of CSI300 
	ARMA-GARCH
	TVSNP
	CSNP

	
	0.001**
	
	-0.074**
	
	-0.064***

	
	(0.001)
	
	(0.037)
	
	(0.020)

	
	-0.853***
	
	-0.385
	
	0.503***

	
	(0.071)
	
	(0.239)
	
	(0.039)

	
	0.876***
	
	0.014
	
	

	
	(0.066)
	
	(0.033)
	
	

	
	0.000
	
	0.077***
	
	

	
	(0.000)
	
	(0.029)
	
	

	
	0.945***
	
	0.122*
	
	

	
	(0.008)
	
	(0.064)
	
	

	
	0.054***
	
	0.464***
	
	

	
	(0.008)
	
	(0.148)
	
	

	
	
	
	0.361***
	
	

	
	
	
	(0.080)
	
	

	
	
	
	-0.074
	
	

	
	
	
	(0.070)
	
	

	
	
	=-1570.044
	=-1590.159

	
	
	=3.041***


       注：“*”表示10%下显著，“**”表示5%下显著，“***”表示1%下显著。和分别为TVSNP和CSNP
的似然值，为似然比检验统计量。
对于因子时变高阶矩特征的估计将采用全样本估计，即使用2005年7月1日至2019年6月30日共3403日数据对TVSNP模型进行估计。参照第2节的估计方法与第4节的似然比检验，表3给出了沪深300指数TVSNP模型估计的结果。ARMA-GARCH列表示均值-方差方程的极大似然估计值，TVSNP列为时变高阶矩参数估计值，CSNP列为内嵌静态半参数分布模型的形状参数估计值，括号中为对应系数的标准差。从表3可以看出，沪深300指数有显著的条件异方差结构与条件异高阶矩结构；时变高阶矩参数有明显的分段结构，显著但不显著表明对于负向冲击具有杠杆效应，同样的，对于正向冲击具有杠杆效应。
进一步，基于TVSNP和CSNP的估计结果，图1给出了沪深300指数的条件高阶矩在样本内的变化趋势。可以很明显的观察到，TVSNP模型捕捉到了指数在样本内的时变高阶矩特征，当股灾发生时，条件偏度和条件峰度出现了类似于波动率的聚集性，其中条件偏度为负向聚集。CSNP模型则无法对高阶矩时变特征进行估计，比较两者结果可以直观感受到对高阶矩进行时变结构建模的优越性。
对于异质性成分的时变高阶矩分析主要通过假设检验进行，为使研究结果更具一般性，本文对样本区间内206只成分股的异质性成分进行时变高阶矩检验，显著性水平分别取10%，5%，1%。由于该检验为多重检验（Multiple Test）问题，本文采用Sidák方法对显著性水平进行校正，即，其中n = 206为检验个数。本文分别对各异质性成分的时变异方差性，常高阶矩性与时变高阶矩性进行检验：时变异方差检验通ARCH检验完成，常高阶矩检验通过对的t检验完成，时变高阶矩检验通过（26）式的似然比检验完成。
表4汇报了所有异质性成分中上述三种检验显著的频率，可以看到，异质性成分的时变异方差性与常高阶矩性普遍存在，但高阶矩时变结构并不是普遍存在的，在1%显著性水平下，只有1.46%股票的异质性成分拒绝了原假设。这意味着SF-TVSNP模型可以对异质性成分的时变结构进行简化，只需要对时变异方差与常高阶矩进行建模，本文将在下一节进行验证。









图1  沪深300指数时变高阶矩特征
Fig. 1 Time varying higher-order moments of CSI300
表4 资产异质性成分假设检验频率统计
Table 4 Frequency summary of the LR statistics of the idiosyncratic errors
	置信水平
	
	
	

	时变异方差检验
	100.00%
	100.00%
	100.00%

	常高阶矩检验
	100.00%
	100.00%
	100.00%

	时变高阶矩检验
	[bookmark: _GoBack]4.85%
	1.94%
	1.46%


注：表格中数值为206只成分股的异质性成分在各置信水平下拒绝原假设的频率。


0.14 [bookmark: OLE_LINK11]动态投资组合分析
[bookmark: OLE_LINK7][bookmark: OLE_LINK8]本节的投资组合分析遵循5.2节的实证设计。通过5.3节的时变高阶矩特征分析，基于异质性成分时变高阶矩特征不是普遍存在的事实，本文考虑了异质性成分为常数半参数分布的SF-ECSNP（SF-Error Constant SNP）模型作为SF-TVSNP的嵌套模型。为了充分体现SF-TVSNP 模型在动态投资组合的经济价值，本文从横纵两个方向选取现有模型进行比较。从纵向看，SF-TVSNP 模型可以看作Martellini和Ziemann[13]提出的静态单因子（SF）协高阶矩估计在动态结构上的改进，因此SF估计可以作为纵向比较的门槛（Benchmark）模型；从横向看，SF-TVSNP 模型需要与其他时变协高阶矩模型比较优劣，本文选取了指数加权移动平均（EWMA）模型[footnoteRef:3]，以及ICASK模型[9]作为横向比较的门槛模型。同时，本文同样考虑均值-方差投资组合（MV）作为门槛模型，协方差矩阵由单因子模型估计得到。从投资组合的角度，本文选取了等权重（EW）投资组合作为投资组合门槛模型。 [3:  EWMA模型中的移动平均参数设定为0.95。] 

本文通过以下指标来衡量样本外投资组合的表现：（1）年化收益率；（2）年化标准差；（3）修正风险价值（Modified VaR）；（4）标准化偏度与超额峰度；（5）年化夏普比率；（6）换手率（Turnover）；（7）最大回撤（Max Drawdown）。其中修正风险价值定义如（29）式所示，换手率定义为：

   （30）
其中为t时刻到t+1时刻的换手率，为样本外长度。对于所有样本外表现，本文考虑了可能存在交易费用，考虑交易费用的投资组合收益率定义为：
   （31）
其中为交易费率，设定为0.5%。在计算夏普比率时，本文选择央行公布的一年定存基准利率作为市场无风险利率。本节中动态投资组合目标函数为CARA效用函数（），同时投资组合不考虑卖空（）。

表5 样本外投资组合表现
Table 5 Out of sample portfolio performance 
	
	年化收益率(%)
	年化标准差(%)
	风险价值(%)
	偏度
	超额峰度
	夏普比率
	换手率
	最大回撤(%)

	(A) 资产规模N = 10

	EW
	2.954 
	27.547 
	2.942 
	-0.646 
	5.429 
	0.069 
	0.000 
	56.855 

	SF-ECSNP
	4.515 
	26.306 
	2.521 
	-0.487 
	11.816 
	0.131 
	0.538 
	55.173 

	SF-TVSNP
	4.599 
	26.262 
	2.509 
	-0.445 
	11.482 
	0.134 
	0.539 
	54.857 

	ICASK
	5.422 
	39.278 
	4.011 
	-0.463 
	6.445 
	0.110 
	1.975 
	74.271 

	EMWA
	2.356 
	27.120 
	2.908 
	-0.631 
	4.961 
	0.048 
	0.252 
	57.679 

	SF
	1.776 
	26.948 
	2.872 
	-0.630 
	5.544 
	0.027 
	0.172 
	58.550 

	MV
	3.057 
	27.069 
	2.872 
	-0.614 
	5.545 
	0.074 
	0.196 
	57.274 

	(B) 资产规模N = 100

	EW
	3.142
	24.231
	2.642
	-0.704
	4.397
	0.086
	0.000
	57.570 

	SF-ECSNP
	3.982 
	16.508 
	1.687 
	-0.269 
	3.836 
	0.176 
	1.512 
	32.874 

	SF-TVSNP
	4.050 
	16.511 
	1.688 
	-0.272 
	3.835 
	0.180 
	1.515 
	32.811 

	SF
	2.536 
	18.209 
	1.928 
	-0.456 
	3.713 
	0.081 
	1.118 
	42.152 

	MV
	1.694 
	18.015 
	1.896 
	-0.422 
	3.925 
	0.036 
	1.118 
	41.136 


注：表格中数值为各方法在2010年1月1日至2019年6月30日的样本外滚动窗口投资组合表现。加粗数值为各项指标中最优。

表5给出了不同方法与不同资产规模（N = 10与N = 100）下样本外投资组合的表现。需要注意，当N = 100时，ICASK与EWMA模型由于“维数灾难”的原因无法实现，因此本文将其略去。我们可以从表5中总结出以下几点：（1）以考虑交易费用后的夏普比率与最大回撤率作为评价标准，在所有资产规模下，SF-TVSNP（SF-ECSNP）投资组合有着最优表现，同时SF-TVSNP与SF-TVSNP表现基本一致，这与表3的结论相符，对异质性成分的动态高阶矩建模产生的额外收益甚微；（2） 相较于其他动态投资组合， SF-TVSNP投资组合的表现更加稳健，体现在拥有更小的年化标准差、风险价值与最大回撤。当N = 10时，尽管ICASK拥有较高的年化收益，但伴随的时较高的投资风险（39.278%的年化标准差，4.011%的风险价值与74.271%的最大回撤），而SF-TVSNP的风险指标均大幅优于ICASK，体现了该方法的稳健性。当N = 100时，SF-TVSNP投资组合的各项风险指标均为最优，充分体现了SF-TVSNP模型所具有的额外经济价值；（3）随着N从10增加到100，各投资组合风险指标均得到改善，体现了高维投资组合能够更好的分散风险的特点，其中SF-TVSNP投资组合的改进幅度最大；（4）相较于ICASK投资组合，SF-TVSNP有着相对较小的换手率，同时静态投资组合比动态投资组合有着更小的换手率，这与Martellini和Ziemann[13]的结论一致。随着N增大，SF-TVSNP投资组合与SF和MV投资组合换手率之间的差距减小。
综合以上结论可以得到SF-TVSNP（SF-ECSNP）模型相较于现有的动态（静态）协高阶矩估计方法有着更高的经济价值。纵向来看，引入了因子与异质性成分的高阶矩时变结构的SF-TVSNP模型对静态因子模型进行了改进；横向来看，因子模型相较于独立成分分析更加适合解决协高阶矩的“维数灾难”问题，这体现在 SF-ECSNP模型相较于ICASK模型有更优且更稳定的表现，同时SF-ECSNP模型能够应用于高维投资组合，有利于更好的分散风险。
0.15 稳健性分析
本节将评估5.4节的实证结果对实证设计和参数设定的各种变化的敏感性。具体来说，本文考虑了以下四种不同的设定并探究其对动态投资组合结果的影响：
（1） 考虑到因子和异质性成分的条件异方差结构可能存在的非对称效应和杠杆效应，本文考虑了GJR-GARCH（1，1）和TGARCH（1，1）拟合条件异方差结构。GJR-GARCH的设定如下：
 
（32）
GJR-GARCH能够捕捉到一个 GARCH 模型无法描述的实证现象，即t-1时刻的负面冲击比正面冲击对 t时刻的方差有更强烈的影响，即杠杆效应。TGARCH则通过一个分段结构对条件方差中的非对称效应进行拟合，其设定如下：

（33）
（2） 投资组合优化函数中参数设定直接反映了投资者的偏好，例如CRRA期望效用函数中的参数反映了投资者的风险厌恶程度，本文进而考虑了（较低风险厌恶程度）和（较高风险厌恶程度）时投资组合的表现。
（3） 考虑以（29）式的VaR函数作为投
资组合优化函数。VaR函数中代表优化的风险价值的水平，越小的代表着越高的对于极端风险的承受能力，本文在稳健性分析中取与。
（4） 本文考虑了样本长度对于估计结果的影响。为了不改变样本外区间（2010年1月1日至2019年6月30日），我们选择了如下两种不同的滚动样本： 第一，仍然以2005年7月1日至2009年12月31日作为起始估计，但采用递归样本对样本外区间进行滚动估计；第二，以2006年1月1日至2009年12月31日（共4年日度数据）作为起始估计，仍然采用滚动窗口方式对样本外区间进行滚动估计。两种方法分别对应着较多和较少的样本长度。

为使稳健性分析更具代表性，减少样本选择偏误，本文仅考虑高维投资组合（N = 100），同时由于SF-ECSNP与SF-TVSNP模型表现基本一致，限于篇幅，本文仅汇报上述设定对SF-ECSNP模型的影响，评价标准仍然采用5.4节介绍的评价指标。表6给出了上述四种稳健性检验的样本外表现。对于检验（1），采用GJR-GARCH或TGARCH设定后，SF-ECSNP的表现有所提升，这与理论相符，由于GJR-GARCH与TGARCH捕捉到了条件异方差结构的杠杆效应，进而提升了投资组合整体表现；对于检验（2）与检验（3），表6的结论与表5基本保持一致，即SF-ECSNP模型对于目标函数与风险厌恶程度具有稳健性；对于检验（4），4年期滚动窗口会使投资组合表现小幅降低，这是由于时变结构的估计需要较大样本量支持，尤其是时变高阶矩结构方程的估计。另一方面，当采用递归样本进行样本外投资组合时，年化收益率与夏普比率有所提升，但各项风险指标有所下降，可能原因是数据时间跨度太长，例如始终包含2008年次贷危机的极端数据对模型进行估计，这不利于估计过程中新的结构进入。综合稳健性分析的结果，SF-ECSNP模型的各项风险指标表现具有稳健性，这与蒙特卡洛模拟的结论一致，通过引入半参数分布保证了条件高阶矩估计量的稳健性，进而保证了动态投资组合稳定的超额收益。另外，根据稳健性分析的结果，我们可以通过引入GJR-GARCH（或T-GARCH）结构改进动态投资组合表现。
表6 SF-ECSNP投资组合的稳健性分析
Table 6 The robust checks of the SF-ECSNP portfolio
	
	
	年化收益率(%)
	年化标准差(%)
	风险价值(%)
	偏度
	超额峰度
	夏普比率
	换手率
	最大回撤(%)

	检验（1）
	TGARCH
	5.232
	16.184
	1.630
	-0.192
	3.682
	0.256
	1.034
	33.800

	
	GJR-GARCH
	4.977
	16.222
	1.634
	-0.188
	3.707
	0.240
	1.037
	33.828

	检验（2）
	EU()
	4.372 
	17.214 
	1.695 
	-0.277 
	6.792 
	0.192 
	1.148 
	33.223 

	
	EU()
	4.753 
	17.223 
	1.701 
	-0.289 
	6.686 
	0.213 
	1.186 
	32.639 

	检验（3）
	VaR()
	4.428 
	17.217 
	1.679 
	-0.229 
	6.897 
	0.195 
	1.169 
	33.976 

	
	VaR()
	3.616 
	17.378 
	1.701 
	-0.234 
	6.799 
	0.147 
	1.122 
	33.800 

	检验（4）
	4年滚动窗口
	3.858
	17.760
	1.807
	-0.350
	5.309
	0.157
	1.100
	41.028

	
	递归样本
	6.158
	18.700
	1.947
	-0.376
	3.477
	0.271
	1.396
	42.483


注：表格中数值为SF-ECSNP模型在2010年1月1日至2019年6月30日的样本外投资组合表现。

结束语
基于协高阶矩的投资组合研究不可避免的需要解决协高阶矩估计存在的“维数灾难”问题。在时变协高阶矩建模中，绝大多数学者都采用独立成分分析或动态条件相关的方式进行降维，将多维时变协高阶矩建模转化为多个独立潜在序列的时变高阶矩建模，由于其假设的严苛和复杂的计算，这类模型在现实数据的表现并不好，只能用于低维投资组合且可能存在严重的模型误设问题。因此本文提出了一种基于半参数分布因子（SF-TVSNP）模型的时变协高阶矩建模方法，通过因子结构对时变协高阶矩进行分解降维，同时引入半参数分布提高模型的稳健性。本文在Martellini和Ziemann的静态单因子协高阶矩估计中，赋予因子与异质性成分时变半参数分布，对时变半参数分布的形状参数进行建模，通过OLS回归和两阶段极大似然估计分别估计了因子载荷，因子时变结构和异质性成分时变结构。进一步，通过协高阶矩在因子模型下的分解，最终给出了时变协高阶矩的估计。蒙特卡洛模拟证实了时变半参数分布建模的稳健性。基于沪深300指数成分股的动态投资组合分析和稳健性检验证实了SF-TVSNP模型存在稳定的、额外的经济价值。
本文主要研究结果如下：（1）本文通过建立SF-TVSNP模型估计金融资产收益率的时变协高阶矩，给出了模型设定，估计和时变高阶矩时变检验方法，丰富了时变协高阶矩估计相关文献；（2）实证分析表明，沪深300指数存在显著时变高阶矩特征，并且呈现出类似于波动率的聚集性，当金融危机发生时，条件偏度会负向聚集，而条件峰度会正向聚集。同时，其成分股异质性成分的时变高阶矩特征并不普遍存在，基于此，本文构建更加容易估计的SF-ECSNP模型；（3）相比于现有动态（静态）协高阶矩估计方法，基于SF-TVSNP模型的投资组合有更优的样本外表现，各项风险指标均优于现有方法。同时，SF-TVSNP模型能够应用于高维投资组合（N = 100），实现了高维动态高阶矩投资组合；（4）基于SF-TVSNP模型的投资组合通过了稳健性检验，其表现基本不会受到用户设定的影响。总的来说，本文提供了一种更合理、表现更好、更稳定的高维时变协高阶矩建模方法。基于研究结论，可以为市场投资参与者和市场监督管理者提供风险管理技术和科学决策依据。
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Estimating time-varying higher-order co-moments with single factor semi-nonparametric model and its application in portfolio selection
HUANG Guang-lin, LU Wanbo*
School of Statistics, Southwestern University of Finance and Economics, Chengdu 611130, China

Abstract: We proposed a time-varying higher-order co-moment estimate based on a single factor time-varying semi-nonparametric (SF-TVSNP) model. The model specification, model estimation and model selection approaches are given in this paper. The single factor model can efficiently reduce “the curse of dimensionality” problem in the time-varying higher-order co-moments estimation, and the semi-parametric structure can improve the robustness of the SF-TVSNP model. The empirical studies show that the SF-TVSNP model can effectively capture the time-varying structure of higher-order co-moments of asset returns, and it is more suitable for the latent structure of asset returns. High-dimensional dynamic portfolio based on the SF-TVSNP model can generate higher and stable economic value, which is further confirmed by robust analysis.

Key words: factor model; semi-nonparametric distribution; time-varying higher-order co-moments modelling; dynamic portfolios
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