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摘要： 依托平台的协作配送问题， 在合理时间内有效计算公平成本分摊方案至关重要． 核仁

解是公认的公平分摊方案， 但需要通过复杂的优化计算． 提出了一个能通过公式近似快速计

算核仁解的方法， 发现任意满足总体理性分摊方案 ｘ 的 ２ｎ － １（ｎ 为大联盟 Ｎ 中成员数） 个子

联盟 Ｓ（Ｓ为Ｎ的子集） 的满意度 ｅ（Ｓ， ｘ） 之和为常数， 且不同 ｘ对应的任意子联盟 Ｓ与互补联

盟 Ｎ ＼Ｓ 的满意度之和， 即 ＬＳ ＝ ｅ（Ｓ， ｘ） ＋ ｅ（Ｎ ＼Ｓ， ｘ） 为常数． 基于子联盟满意度越均衡， 分配

方案越合理的准则， 构造了分配方案 ｘ 对应的所有子联盟满意度均衡量化函数 ｆ（ｘ） ＝

∑［ｅ（Ｓ， ｘ） － ０． ５ＬＳ］ ２ ． 显然， ｆ越小表示子联盟满意度越均衡． 证明了存在分配方案 ｘ∗ 使 ｆ取

到极小值， 且 ｘ∗ 满足总体理性、唯一性、可加性、策略等价相对不变性、一致性、 匿名性和可比

性等众多分摊方案合理属性． 最后， 采用文章所提方法和核仁解求解方法， 计算了诸多已有

文献中的成本分摊算例， 求解结果表明文章提出的方法计算速度比传统核仁解求解方法快数

万倍以上， 与最新求解核仁解及 Ｓｈａｐｌｅｙ 值的有效算法相比也具有明显的性能优势， 且求解

结果与核仁解的结果平均偏差只有 ５％左右． 更重要的是， 提出的新方法本身具有科学内涵，
可以应用于任何支付可转移的合作博弈成本分摊问题．
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０　 引　 言

由于协作配送能够显著节约配送成本、减少

配送车辆尾气排放和缓解城区交通拥堵［１］， 同时

具有经济、环境和社会三方面效益， 被称为可持

续配送模式［２， ３］ ． 因此，也受到越来越多的学者关

注． 协作配送运营模式也十分符合我国坚持以

“创新、协调、绿色、开放、共享”发展理念． 在国务

院颁发的《物流业发展中长期规划 （２０１４ 年 ～
２０２０ 年）》中明确指出， 鼓励物流企业采用协作

联盟的方式提升物流业的集约化水平．

在实际应用中， 协作配送运作中的核心问题

之一是要设计一个公平的成本分摊机制， 因为利

益分摊不公平会直接影响协作成员的积极性， 这

也是当前协作配送在实际应用中遇到的难题之

一［４］ ． 而依托平台的协作配送问题时效性要求

高， 不仅要求成本分摊结果的公平合理， 而且还

需要在合理的时间内完成成本分摊［５］， 该问题属

于合作博弈中的成本分摊问题， 当前应用在物流

协作成本分摊问题中的方法达 ４０ 多种［６］ ． 但被公

认的公平成本分摊方法主要包括 Ｓｈａｐｌｅｙ 值［７］ 和

核仁解［８］， 其主要原因是 Ｓｈａｐｌｅｙ 值和核仁解均

① 收稿日期： ２０１９ － １１ － １５； 修订日期： ２０２０ － ０９ － ２４．
基金项目： 国家自然科学基金资助重点项目（７１６３２００７）； 泰山学者工程专项经费资助项目（ｔｓｑｎ２０１９０９１１１）； 教育部人文社会科学基金资

助项目（２１ＹＪＡ６３００７５； ２０ＹＪＣＺＨ１７５）； 山东省社会科学基金资助项目（２０ＣＧＬＪ３２） ．
通讯作者： 朱庆华（１９７０—）， 女， 江苏省太仓人， 博士， 教授， 博士生导师． Ｅｍａｉｌ： ｑｈｚｈｕ＠ ｓｊｔｕ． ｅｄｕ． ｃｎ



能满足众多的合理属性［９］ ． 因此， Ｓｈａｐｌｅｙ 值与核

仁解自提出以来得到了广泛的关注， 如当前核仁

解被应用于物流协作［１０］， 通讯网络构建［１１］， 电

网电量损失分摊［１２］， 供应链合作［１３］， 银行 ＡＴＭ
机设备协作建设［１４］， 机场建设和维护［１５］ 等十几

个不同领域的成本分摊问题．
然而， 核仁解的求解极具挑战性． 因此， 有

很多学者研究求解核仁解的有效方法． 当前求解

的主要方法是采用线性规划方法求解． 该方法最

早由 Ｋｏｈｌｂｅｒｇ 在 １９７２ 年提出［１６］， 其线性规划模

型包含 ｎ 个变量（ｎ 为合作成员的个数）， 但约束

条件达 ２ｎ！ 个． 随后有较多学者研究了采用线性

规划方法求解核仁解， 该类方法主要可以分为两

类， 一类是采用单个线性规划模型求解， 如 Ｋｏｈｌ⁃
ｂｅｒｇ 提出的方法， 在 １９７４ 年 Ｏｗｅｎ 基于 Ｋｏｈｌｂｅｒｇ
的研究模型提出了包含 ２ｎ ＋１ ＋ ｎ 个变量和 ４ｎ ＋１ 个

约束条件的线性规划模型［１７］ ． Ｐｕｒｅｔｏ 在 ２０１３ 年提

出了一个与 Ｏｗｅｎ 具有相同复杂度的单个线性规

划模型， 但具有更高的计算稳定性和效率［１８］； 另

一类是通过循环迭代方式求解多个线性规划模型

的方式， 最先提出该类方法的学者为 Ｍａｓｃｈｌｅｒ，
他在 １９７９ 年提出的模型需要求解多个复杂度为

Ｏ（４ｎ ） 的线性规划模型［８］， 随后 Ｂｅｈｒｉｎｇｅｒ 和

Ｄｒ􀅢ｇａｎ 在 １９８１ 年分别在各自的研究中将该类模

型的复杂度降为 Ｏ（２ｎ） ［１９， ２０］ ． Ｐｏｔｔｅｒｓ 在 １９９６ 年

提出了至多需要求解 ｎ － １ 个复杂度为 Ｏ（２ｎ）的
线性规划模型［２１］， Ｄｅｒｋｓ 和 Ｋｕｉｐｅｒｓ 通过研究得

到了比 Ｐｏｔｔｅｒ 更加高效的求解模型［２２］ ． Ｈａｌｌｅｆｊｏｒｄ
提出了减少求解核仁解线性规划模型中约束条件

的有效方法［２３］， 随后有较多学者基于约束条件减

少策略开展了进一步的研究， 如 Ｆｒｏｍｅｎ［２４］和 Ｎｇｕｙ⁃
ｅｎ［２５］围绕减少线性规划模型约束条件数量， 提高求

解核仁解模型的效率进行了研究．另外， 在最近两年

Ｐｅｒｅａ 通过抽样子联盟的方式，研究了求解核仁解的

优化模型［２６］ ． Ｌｕ 针对共享单车服务研究了成本分摊

核仁解的有效求解方法［２７］ ． Ｔａｅ 针对带时间窗的车

辆路径问题中的顾客分摊配送费用问题， 将核仁解

线性规划模型分为主问题和子问题两部分， 并设计

了有效的求解方法［２８］ ．
综上所述， 当前求解核仁解的方法几乎仍然

是以求解线性规划模型为主， 且约束条件数量通

常至少包含 ２ｎ 数量级， 其中又存在多重解， 即使

专业研究人员计算也经常会得到错误的结

果［２９， ３０］ ． 因此， 也有不少研究者尝试非线性规划

的方法［３１， ３２］，同时部分学者研究了成本（收益）
函数模糊或属于某个区间， 信息不完全等非传统

成本分摊问题的核仁解求解方法［３３ － ３５］ ． 但遗憾的

是， 当前优化方法求解规模较大的成本分摊问题

核仁解， 依然具有较大的挑战性， 难以在合理时

间内得到结果．
而依托平台的协作配送问题， 是典型的较大

规模成本分摊问题． 传统的谈判协作配送模式，
存在效率低成本高， 难以合理制定成本分摊方法

等缺点． 当前随着互联网技术、平台经济的发展，
在很多行业已证明依托平台的运作模式与传统经营

模式相比会更加快捷高效． 因此我国也十分重视平

台经济的发展，如国务院总理李克强在 ２０１９ 年 ３ 月

５ 日第十三届全国人民代表大会第二次会议上作

的《政府工作报告》中提到：“支持新业态新模式

发展，促进平台经济、共享经济健康成长。 加快在

各行业各领域推进互联网 ＋ ”． 另外，从 ２０２０ 年 １
月开始，全国乃至世界范围爆发了“新型冠状病

毒肺炎”疫情，紧急医疗物资的科学协调、调度和

配送，都迫切需要一个能远程协调各方、集中优化

调度的智能数据平台，这也必将进一步引起相关

学者、企业机构和政府部门对发展平台物流模式

的关注和重视．
依托平台的协作配送模式是指物流配送企

业， 通过借助现代通讯和互联网等技术， 依托第

三方数字化平台， 在线实现组建联盟［３６］、协作调

度［３７］和成本分摊等协作过程． 由于第三方数字化

平台需面对城区中所有物流配送企业， 在线组建

协作配送联盟， 因此可能会形成规模达几十甚至

更大的联盟， 并且在线协作配送模式时效性要求

高． 如果采用传统计算核仁解的方法， 难以在合

理时间内完成成本分摊核仁解的计算． 因此， 求

解类似依托平台的协作配送的较大规模成本分摊

问题， 研究更加有效的求解核仁解的方法依然是

非常值得研究和探索的领域［３８， ３９］ ．
文章拟研究一种能够高效求解或近似求解核

仁解的方法， 应用于依托平台的协作配送成本分

摊问题． 核心贡献包括： １）提出一种新的成本分

摊方法， 不仅能实现不采用传统线性规划优化方

法， 只采用公式就能快速近似计算核仁解； ２）而
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且提出的成本分摊方法具有自身的科学内涵， 从

理论上证明了该方法输出的成本分摊方案， 同时

能满足总体理性、唯一性、可加性、策略等价相对

不变性和一致性等众多分摊方案合理属性； ３）
更重要的是， 该方法可以应用于任何支付可转移

的合作博弈成本分摊问题．

１　 协作配送成本分摊核仁解

１． １　 依托平台的协作配送问题

借助现代通讯技术、互联网和移动支付等技

术， 成立第三方平台， 撮合各配送企业完成协作

配送全过程的运作方式， 称为依托平台的协作配

送． 整个过程大致分为三个环节： １）依托平台在

线组建联盟； ２）集中调度优化完成协作配送； ３）

计算协作配送成本分摊方案， 进行成本分摊． 协
作配送的示例如图 １ 所示．

由图 １ 可知， 协作前正如当前物流配送的现

状， 不同配送企业的顾客分布区域高度重叠， 导

致不同企业的配送距离均很远． 如果 ３ 个企业协

作配送， 即通过相互交换部分离自身配送中心较

远， 而离其他企业配送中心较近的顾客， 能够有

效地缩短相互的配送距离． 另外， 需要说明的两

点是： １）协作配送问题不完全等价于 ＭＤＶＲＰ 问

题， 因为协作配送问题需要在不同企业的配送中

心间调配货物， 在此将货物调配路线优化近似为

解决一个经过多个配送中心的旅行商问题（ ｔｒａｖｅ⁃
ｌｉｎｇ ｓａｌｅｓｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， ＴＳＰ）； ２）根据优化问题的

原理可知， 协作后的成本必定小于等于协作前各

企业的总成本．

图 １　 三个企业协作前和协作后的配送示意图

Ｆｉｇ． １ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｖｅｈｉｃｌｅ ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｅｎｔｅｒｐｒｉｓｅｓ

１． ２　 协作配送成本分摊核仁解含义

协作配送的成本分摊方案， 应该如何公平分

配？ 当前研究认为核仁解是最为公平的成本分摊

方案． 核仁解是 Ｓｃｈｍｅｉｄｌｅｒ 在 １９６９ 年提出的一种

分摊方案［８］， 能够使所有子联盟总体满意度达到

最高的转归解． 为了方便描述， 文章用到的主要
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符号解释如表 １ 所示．
表 １　 符号说明

Ｔａｂｌｅ １ Ｓｙｍｂｏｌｓ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｓ

符号 符号解释

Ｎ 协作配送联盟｛１， ２， …， ｎ｝

Ｓ 协作配送子联盟 Ｓ≠∅， Ｓ⊆Ｎ， 共 ２ｎ － １ 个

ｃ（Ｓ） 联盟 Ｓ 的成员协作配送成本

ｘ 成本分摊方案（ｘ１， ｘ２， …， ｘｎ）

ｘ（Ｓ） 方案 ｘ 子联盟 Ｓ 中成员分摊成本之和

ｎ 协作配送联盟中企业数量

ｅ（Ｓ， ｘ） 子联盟 Ｓ 对成本分摊方案 ｘ 的满意度， ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ）

Ｅ（ｃ， ｘ）
成本分摊问题 ｃ 中所有子联盟对成本分摊方案 ｘ 满

意度的非降序数列

ＢＳ（ ｉ） 如果成员 ｉ 属于子联盟 Ｓ 等于 １，否则为 ０

　 　 协作配送成本分摊核仁解如何求解？ 本部分

根据图 １ 的示例假设企业 １、企业 ２、企业 ３ 不协

作配送的成本分别为 ｃ（｛１｝） ＝ ８０， ｃ（｛２｝） ＝ ９０，
ｃ（｛３ ｝） ＝ １００． 其中 ３ 个企业协作的总成本

ｃ（｛１， ２， ３｝） ＝ １８０， 并且 ３ 个企业中任意两个

企业之间协作的成本分别为 ｃ（｛１， ２｝） ＝ １２０，
ｃ（｛１， ３｝） ＝１２５， ｃ（｛２， ３｝） ＝ １３０． 那么企业 １、

企业 ２、企业 ３ 协作配送产生的 １８０ 单位成本应

该如何分配？
核仁解的提出学者 Ｓｃｈｍｅｉｄｌｅｒ 通过比较不同

分摊方案对应的子联盟满意度序列值的大小， 确

定哪个方案更为公平． 比较方法如下： 先将成本

分摊方案对应的子联盟满意度按升序排列， 如本

例分别可得数列 Ｅ（ ｃ， ｘ） ＝ （０， ０， ５， １０， ３０，
３０， ３０）、 Ｅ（ｃ， ｙ） ＝ （０， ０， ５， １０， ２０， ３０， ４０）；
然后比较 Ｅ（ ｃ， ｘ）和 Ｅ（ ｃ， ｙ）的字典序列值， 字

典序列值大的成本分摊方案更好． 字典序列值

确定的方法如下： 先比较满意度中的最小元素，
最小元素更大的序列值更大； 如果最小元素相

等再比较第二小的元素值；…； 直到比较出字典

序更大的序列． 比如通过比较 Ｅ（ ｃ， ｘ）和 Ｅ（ ｃ，
ｙ）发现从第 ５ 个元素开始不同， Ｅ（ ｃ， ｘ）的第

５ 个元素 ３０ 大于 Ｅ（ ｃ， ｙ）中的第 ５ 个元素 ２０，
即认为 Ｅ（ ｃ， ｘ）的字典序列值比 Ｅ（ ｃ， ｙ）更大．
那么在核仁解规则中认为成本分摊方案 ｘ ＝
（５０， ６０， ７０）使子联盟的总体满意度比成本分

摊方案 ｙ ＝ （６０， ６０， ６０）的更大． 具体比较过程

如图 ２ 所示．

图 ２　 两个分摊方案子联盟总体满意度对比示意图

Ｆｉｇ． ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎ ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

　 　 如果 Ｅ（ｃ， ｘ∗） 的字典序列值最大， 那么 ｘ∗

为本问题的核仁解．
１． ３　 求解核仁解的传统模型

那么传统方法是怎么求解核仁解的呢？基本

求解思路是： 首先采用线性规划模型得到使 ２ｎ －
１ 个子联盟满意度的最小值取到最大的转归解集

合为 Ｔ１， 然后继续采用线性规划方法， 在 Ｔ１ 中令

２ｎ － １ 个子联盟满意度的次小值取到最大的解集

合为Ｔ２， 按此思路， 最后， 当在Ｔｋ－１ 中令２ｎ － １个

子联盟满意度的倒数第 ｋ 大值取到最大的解集合

为 Ｔｋ 的时候， 当且仅当Ｔｋ 只包含唯一解时， 得到

核仁解．
求解核仁解的模型如下所示［２９］

ＬＰ１：
ｍａｘ ε１ （１）

ｓ． ｔ．∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ ＋ ε１ ≤ ｃ（Ｓ） ∀Ｓ ⊂ Ｎ，Ｓ ∉ Γ１ ＝
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Ｆ０ ＝ ｛∅｝ （２）
ｘ１ ＋ ｘ２ ＋． ． ． ＋ ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ） （３）
ｘｉ ≤ ｃ（｛ ｉ｝）　 ∀ｉ ∈ Ｎ （４）
线性规划 ＬＰ１ 得到的成本分摊结果， 可以最

大化子联盟满意度的最小值， 从而使总体满意度

提升． 当 ＬＰ１ 为唯一解时， 得到的求解结果即为

核仁解，否则必须循环求解模型 ＬＰｋ， 直至求解出

唯一解．
ＬＰｋ：
ｍａｘ εｋ （５）

ｓ． ｔ．∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ ＋ εｋ ≤ ｃ（Ｓ）　 ∀Ｓ ⊂ Ｎ，

　 　 Ｓ ∉ Γｋ ＝ Ｆ０ ∪ Ｆ１ ∪． ． ．∪ Ｆｋ－１ （６）

∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ ＋εｔ ＝ ｃ（Ｓ） ∀Ｓ∈Ｆ ｔ，

ｔ∈｛１，２，． ． ． ，ｋ －１｝ （７）
ｘ１ ＋ ｘ２ ＋． ． ． ＋ ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ） （８）
ｘｉ ≤ ｃ（｛ ｉ｝）　 ∀ｉ ∈ Ｎ （９）

在第 ｋ个线性规划模型 ＬＰｋ 中， 目标函数（５）

表示最大化总体满意度向量中第 ｋ 小的满意度

εｋ， 其中约束（７） 中的 Ｆ ｉ 表示第 ｉ（ ｉ ＜ ｋ） 个线性

规划模型 ＬＰｉ 的解中， 其对应所有子联盟的满意

度中取到约束条件（６） 中等号的联盟集合（假设

第 ２ 个线性规划模型中， 联盟 Ｓ 在约束（６） 中取

到等号， 则联盟 Ｓ∈Ｆ２； 同时若联盟Ｔ在约束（６）
中取到等号， 则联盟 Ｔ∈ Ｆ２，即 Ｆ２ ＝ ｛Ｓ，Ｔ｝） ． 此
时 Γｋ 代表前 ｋ － １ 个模型中约束（６） 取等号的所

有子联盟的简单集合， 即 Γｋ ＝ ∪
ｉ≤ｋ－１

Ｆ ｉ ． 通过定义

Γ１ ＝ ｛∅｝ ． 约束条件（８），约束条件（９） 表示成

本分摊方案是转归解．
线性规划模型 ＬＰｋ 中约束条件的总数量是

２ｎ ＋ｎ 个， 当 ｎ 达到 １０ 时， 其约束条件的个数就

会达到数千个． 而求解核仁解还需要反复求解多个

这样的线性规划模型． 依托平台的协作配送问题中

在线企业的数量可能远大于 １０， 且成本分摊的时效

性要求很高．因此， 有必要研究更加高效的方法， 文

章拟提出的方法具体应用场景如图 ３ 所示．

图 ３　 依托平台的协作配送问题成本分摊流程图

Ｆｉｇ． ３ Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｃｏｓｔ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｌａｔｆｏｒｍ

２　 子联盟满意度的发现与启示

通过分析和研究子联盟的满意度， 发现有定

理 １ ～ 定理 ３ 成立．
定理１　 假设成本分摊方案 ｘ满足总体理性，

那么任意子联盟的满意度 ｅ（Ｓ， ｘ） 之和是常数．
证明 　 要证明定理 １ 成立， 即证明式（１０）

的结果为常数．

∑
Ｓ⊆Ｎ

ｅ（Ｓ，ｘ） ＝ ∑
Ｓ⊆Ｎ

［ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ）］

＝ ∑
Ｓ⊆Ｎ

[ ｃ（Ｓ） － ∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ ] （１０）
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由于 Ｎ ＝ ｛１，２，３，…，ｎ｝ 中的每个成员 ｉ（１ ≤
ｉ ≤ ｎ） 只有在子联盟 Ｓ 中和不在子联盟 Ｓ 中两种

情况． 根据排列组合知识可知包含任意成员 ｉ 的
子联盟个数为 ２ｎ － １ 个． 因此式（１０） 可以化简为

式（１１） ．

∑
Ｓ⊆Ｎ

[ ｃ（Ｓ） －∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ ] ＝ ∑
Ｓ⊆Ｎ

ｃ（Ｓ） － ２ｎ－１ ×

　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ） （１１）
又因为成本分摊方案 ｘ 满足总体理性， 即

ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ），故式（１１） 可以变形为

式（１２） ．

∑
Ｓ⊆Ｎ

[ ｃ（Ｓ） － ∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ ] ＝ ∑
Ｓ⊆Ｎ

ｃ（Ｓ） －

２ｎ－１ｃ（Ｎ） （１２）
显然， 对于一个确定的成本分摊问题， 式

（１２） 是一个常数， 即定理 １ 成立． 证毕．
定理２　 假设成本分摊方案 ｘ满足总体理性，

那么任意子联盟 Ｓ 的满意度 ｅ（Ｓ， ｘ） 与补联盟

Ｎ ＼Ｓ 的满意度 ｅ（Ｎ ＼Ｓ， ｘ） 之和是常数．
证明 　 要证明定理 ２ 成立， 等价于证明式

（１３） 是常数．
ｅ（Ｓ，ｘ） ＋ ｅ（Ｎ ＼Ｓ，ｘ） ＝ ｃ（Ｓ） ＋ ｃ（Ｎ ＼Ｓ） －

ｘ（Ｓ） － ｘ（Ｎ ＼Ｓ）
（１３）

因为成本分摊方案 ｘ 满足总体理性， 那么

ｘ（Ｓ） ＋ ｘ（Ｎ ＼Ｓ） ＝ ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ） ． 则式

（１３） 可以改写为式（１４） ．
ｃ（Ｓ） ＋ ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ｘ（Ｓ） － ｘ（Ｎ ＼Ｓ） ＝
　 　 ｃ（Ｓ） ＋ ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ｃ（Ｎ）

（１４）

显然， 对于一个确 定 的 成 本 分 摊 问 题，
ｃ（Ｓ）、ｃ（Ｎ ＼Ｓ） 和 ｃ（Ｎ） 均为确定数， 即式（１４） 是

一个常数， 所以定理 ２ 成立． 证毕．
根据定理 １ 和定理 ２ 可知， 子联盟的满意度

之和是常数， 且任意一对互补联盟满意度也是

常数． 那么从另外一方面讲， 寻找核仁解的过程

类似于分别将一组总和确定的数据数列 Ａ 中的

每个元素一分为二， 从而得到元素数量翻倍的

另外一个数列 Ｂ， 那么应该如何将 Ａ中的元素一

分为二， 才能使 Ｂ 数列序列值最大？通过研究发

现， Ａ 数列中的元素均平分为两个相等的元素

时， Ｂ 数列的序列值达到最大． 也就是说， 有定

理 ３ 成立．

定理 ３　 如果某个转归解 ｘ 能够使任意子联

盟 Ｓ 的满意度 ｅ（Ｓ， ｘ） 与补联盟 Ｎ ＼Ｓ 的满意度

ｅ（Ｎ ＼Ｓ， ｘ） 相等， 那么 ｘ 必定为核仁解．
证明 　 略． 证明过程见附录 １．
根据定理 ３ 可知， 任意子联盟的满意度与补

联盟满意度相等时， 所有子联盟总体满意度必定

最高． 由此构造子联盟满意度均衡函数， 如式

（１５） 所示．

ｆ（ｘ１，ｘ２，． ． ． ，ｘｎ－１） ＝∑
Ｓ⊆Ｎ

é

ë

ê
ê
ｅ（Ｓ，ｘ） －

ＬＳ

２
ù

û

ú
ú

２

ｅ（Ｓ，ｘ） ＝ ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ）

ｘ（Ｓ） ＝ ∑
ｉ∈Ｓ

ｘｉ １ ≤ ｉ ≤ ｎ( )

ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ） － （ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ－１）
ＬＳ ＝ ｃ（Ｓ） ＋ ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ｃ（Ｎ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１５）

显然， 函数 ｆ ≥ ０， 且 ｆ ＝ ０ 时等价于任意子

联盟的满意度与补联盟满意度相等， 子联盟满意

度最均衡， 总体满意度最高或称为子联盟满意度

非降序数列的序列值最大． 由此可推知， 某个成

本分摊方案 ｘ对应的函数 ｆ（ｘ） 值与接近核仁解的

程度存在负相关关联， 即 ｆ（ｘ） 的值越小， 成本分

摊方案 ｘ 越接近核仁解， 如果 ｆ（ｘ） 的值等于 ０，
那么 ｘ 就是核仁解．

文章研究需要验证的主要假设： 函数 ｆ 是否

存在极小值， 如果存在， 那么使 ｆ 取到最小值的

ｘ∗ 将是一个能够使子联盟总体满意度达到高水

平的成本分摊方案． 从而达到采用计算式求解或

近似求解核仁解的目的．

３　 子联盟满意度均衡分摊方法

３． １　 满意度均衡模型求解

通过研究发现式（１５） 中的函数 ｆ存在唯一极

小值． 由于函数 ｆ 虽然包含等式 ｘ１， ｘ２， …， ｘｎ 共

ｎ 个变量， 但此处要求 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ），
因此函数 ｆ 实际共包含 ｎ － １ 个自由变量． 验证函

数 ｆ 存在极小值的过程分三步： １） 先求解关于每

个自由变量的二次偏导得到海瑟矩阵； ２） 证明海

瑟矩阵是正定矩阵； ３） 得到函数 ｆ 存在极小值的

结论． 详细求解和验证过程如下， 首先对任意自

由变量 ｘｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ － １） 求一阶偏导可得

式（１６） ．
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∂ｆ
∂ｘｉ

＝ － ２∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

é

ë

ê
ê
ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ） －

ＬＳ

２
ù

û

ú
ú
＋

　 ２∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

é

ë

ê
ê
ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ） －

ＬＳ

２
ù

û

ú
ú

Ｓｉｎ ＝ ｛Ｓ ｜ Ｓ ⊆ Ｎ，ｉ ∈ Ｓ，ｎ ∉ Ｓ｝

Ｓｎｉ ＝ ｛Ｓ ｜ Ｓ ⊆ Ｎ，ｎ ∈ Ｓ，ｉ ∉ Ｓ｝

１ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１６）

基于式（１６） 可知， Ｓｉｎ 和 Ｓｎｉ 集合中均共包含

２ｎ－２ 个子联盟， 且 Ｓｉｎ 中的子联盟包含成员 ｉ 不包

含成员 ｎ， Ｓｎｉ 中的子联盟包含成员 ｎ 不包含成员

ｉ， 因此不难求得二阶导数如式（１７） 所示．
∂２ ｆ
∂ｘ２

ｉ
＝ ２ × ２ｎ－２ ＋ ２ × ２ｎ－２ ＝ ２ｎ

∂２ ｆ
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

＝ ２ × ２ｎ－３ ＋ ２ × ２ｎ－３ ＝ ２ｎ－１，

　 　 　 　 １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １，ｉ ≠ ｊ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１７）

根据式（１７），可以得到函数 ｆ 的海瑟矩阵如

式（１８） 所示．

２ｎ－１

２ １ … １
１ ２ … １
︙ ︙ ⋱ ︙
１ １ … ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

（１８）

显然，ｆ 的海瑟矩阵为正定矩阵， 因此函数 ｆ
存在极小值． 令一阶导数等于 ０， 即式（１６） 等于

０， 可得到式（１９） ．

∂ｆ
∂ｘｉ

＝ － ２∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

é

ë

ê
ê
ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ） －

ＬＳ

２
ù

û

ú
ú
＋

　 ２∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

é

ë

ê
ê
ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ） －

ＬＳ

２
ù

û

ú
ú

＝ ０， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

（１９）

通过对式（１９） 化简可得到式（２０）， 详细化

简过程请见附录 ２．

ｘｉ － ｘｎ ＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ）

２ｎ－２ ， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

（２０）
实际上， 式（２０） 表示的是 ｎ － １ 个等式， 同

时结合成本分摊总体理性等式 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋
ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ）， 可以求解得到使函数 ｆ 取到极小值的

分摊方案 ｘ∗ ． 如计算式（２１） 所示．
ｘｉ ＝ ｘｎ ＋ Ｍｉｎ

Ｍｉｎ ＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） －∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ）

２ｎ－２ ，　 １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １　 （２１）

ｘｎ ＝
ｃ（Ｎ） － ∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍｋｎ

ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

其中 Ｍｉｎ 表示的含义是成员 ｉ比ｎ应该分摊的更多成

本量． 由于成本分摊中的 ｎ 个变量在 ｆ 中是对称的，
因此， 从 ｎ个变量中选择任意其他 ｎ － １个变量为自

由变量均能得到上述结论和 ｘ∗ 计算公式．文章称该

方法为满意度均衡成本分摊法（Ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ Ｂａｌａｎｃｅ
Ｃｏｓｔ Ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ， ＳＢＣＡＭ）．
３． ２　 分摊方法合理属性分析

ＳＢＣＡＭ 成本分摊方法具有以下 ７ 个合理

属性．
属性 １　 分摊结果必定满足总体合理性， 即成

员的分摊结果和等于 ｃ（Ｎ）． 对应于实际管理问题，
各成员的分摊成本之和必须等于协作总成本．

证明 　 因为分摊结果是式（２０） 表示的ｎ － １
个方程和总体理性等式 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ ＝ ｃ（Ｎ）
共 ｎ 个方程求解得到， 因此属性 １ 必定成立．

属性 ２　 分摊结果具有唯一性， 即分摊的结

果是单值解． 对应于实际管理问题， 分摊结果的

唯一性可以保证成员之间不会因为存在多个分摊

方案产生分歧．
证明 　 按照 ＳＢＣＡＭ 的计算式（２１） 可知仅

能得到唯一分配方案．
属性３　 分摊结果具有可加性， 如果 ｃ（Ｓ） ＝

ｃ１（Ｓ） ＋ ｃ２（Ｓ）（Ｓ 是 Ｎ 的子集）， 且 ｃ１（Ｓ） 的

ＳＢＣＡＭ 分摊结果为 ｙ∗， ｃ２（Ｓ） 的 ＳＢＣＡＭ 分摊结

果为 ｚ∗， 那么 ＳＢＣＡＭ 对 ｃ（Ｓ） 的分摊结果必定为

ｘ∗ ＝ ｙ∗ ＋ ｚ∗．对应于实际管理问题， 协作产生的各

部分成本， 可以加和后采用该方法一次性分摊．
证明 　 按照 ＳＢＣＡＭ的计算式（２１） 可知， 任

意子联盟协作成本为 ｃ１（Ｓ） 的成本分摊问题， 由

ＳＢＣＡＭ 计算得到的分摊结果 ｙ∗ 计算过程如式

（２２） 所示．
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ｙｉ ＝ ｙｎ ＋ Ｍ１
ｉｎ

Ｍ１
ｉｎ ＝

∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ１（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ１（Ｓ）

２ｎ－２

ｙｎ ＝
ｃ１（Ｎ） － ∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍ１

ｋｎ

ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

（２２）
同理， 可得 ｚ∗ 计算过程如式（２３） 所示．

ｚｉ ＝ ｚｎ ＋ Ｍ２
ｉｎ

Ｍ２
ｉｎ ＝

∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ２（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ２（Ｓ）

２ｎ－２

ｚｎ ＝
ｃ２（Ｎ） － ∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍ２

ｋｎ

ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

（２３）
根据已知条件 ｃ（Ｓ） ＝ ｃ１（Ｓ） ＋ ｃ２（Ｓ） 和上述

计算式（２２） 和式（２３） 可推导得到， 有式（２４） 成

立．

Ｍ１
ｉｎ ＋Ｍ２

ｉｎ ＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ１（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ１（Ｓ）

２ｎ－２ ＋
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ２（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ２（Ｓ）

２ｎ－２

＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［ｃ１（Ｓ） ＋ ｃ２（Ｓ）］ － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［ｃ１（Ｓ） ＋ ｃ２（Ｓ）］

２ｎ－２

＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ）

２ｎ－２

＝ Ｍｉｎ， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １
（２４）

结合上述等式， 进一步可得式 （２５） 和式

（２６） 成立．

ｙｎ ＋ｚｎ ＝
ｃ１（Ｎ） －∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍ１

ｋｎ

ｎ ＋
ｃ２（Ｎ） － ∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍ２

ｋｎ

ｎ

＝
ｃ１（Ｎ） ＋ ｃ２（Ｎ） －∑

ｎ－１

ｋ ＝１
（Ｍ１

ｋｎ ＋ Ｍ２
ｋｎ）

ｎ

＝
ｃ（Ｎ） － ∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍｋｎ

ｎ
＝ ｘｎ

（２５）

ｙｉ ＋ ｚｉ ＝ ｙｎ ＋ Ｍ１
ｉｎ ＋ｚｎ ＋Ｍ２

ｉｎ（１≤ｉ≤ｎ－１）
＝ ｘｎ ＋ Ｍｉｎ

＝ ｘｉ

（２６）

　 　 因此， ｘ∗ ＝ ｙ∗ ＋ ｚ∗ 证毕．
属性 ４　 分摊结果具有策略等价相对不变

性， 令 ｃ（Ｓ） ＝ ｋ × ｃ１（Ｓ） ＋ ａ（Ｓ）， 其中 ｋ ＞ ０，
ａ ＝ （ａ１， ａ２， …， ａｎ） 为 常 数 向 量， ａ（Ｓ） ＝

∑
ｉ∈Ｓ

ａｉ ． 即 ｃ（Ｓ） 与 ｃ１（Ｓ） 对应的成本分摊问题策略

等价， 并设 ｃ１（Ｓ） 的 ＳＢＣＡＭ 分摊结果为 ｙ∗， 那

么 ＳＢＣＡＭ 对 ｃ（Ｓ） 的分摊结果必定为 ｘ∗ ＝ ｋ ×
ｙ∗ ＋ ａ． 对应于实际管理问题， 以不同博弈等价策

略改变子联盟的协作成本， 各成员分摊的成本值

会发生同规律变化．
证明 　 按照 ＳＢＣＡＭ 的计算式（２１）， 根据属

性 ４ 中的已知信息， 有计算式（２７） 成立．

Ｍｉｎ ＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） －∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ）

２ｎ－２ ， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［ｋｃ１（Ｓ） ＋ａ（Ｓ）］ －∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［ｋｃ１（Ｓ） ＋ａ（Ｓ）］

２ｎ－２

＝ ｋ ×
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ１（Ｓ） －∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ１（Ｓ）

２ｎ－２ ＋ （ａｉ － ａｎ）

＝ ｋ × Ｍ１
ｉｎ ＋ （ａｉ － ａｎ）

（２７）

那么 结 合 计 算 式 （２１） 和 式 （２７）， 可 得

式（２８） 和式（２９） 必定会成立．

ｘｎ ＝
ｃ（Ｎ） －∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍｋｎ

ｎ

＝

æ

è
çç ｋ×ｃ１（Ｎ） ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
ａｉ

ö

ø
÷÷ －∑

ｎ－１

ｋ ＝１
（ｋ×Ｍ１

ｋｎ ＋ ａｋ － ａｎ）

ｎ

＝ ｋ ×
ｃ１（Ｎ） －∑

ｎ－１

ｋ ＝１
Ｍ１

ｋｎ

ｎ ＋ ａｎ

＝ ｋ × ｙｎ ＋ ａｎ

（２８）

ｘｉ ＝ ｘｎ ＋ Ｍｉｎ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ － １）

＝ ｋ × ｙｎ ＋ ａｎ ＋ ｋ × Ｍ１
ｉｎ ＋ ａｉ － ａｎ

＝ ｋ × （ｙｎ ＋ Ｍ１
ｉｎ） ＋ ａｉ

＝ ｋ × ｙｉ ＋ ａｉ

（２９）

因此，ｘ∗ ＝ ｋ × ｙ∗ ＋ ａ 证毕．
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属性 ５　 满足一致性原则， 即对不同子联盟

中具有相同边际贡献的成员分摊结果必定相同．
对应于实际管理问题， 当成员的实际贡献相同，
其成本分摊值必定相等．

证明 　 根据式（２１）， 假设成员 ｉ， ｊ（ ｉ≠ ｊ） 对

任意子联盟的边际作用相同， 即假设对任意 Ｓ ⊂
Ｎ， 且 ｉ ∉ Ｓ， ｊ ∉ Ｓ， 均有 ｃ（Ｓ ∪ ｛ ｉ｝） ＝ ｃ（Ｓ ∪
｛ ｊ｝） 成立， 那么 Ｍｉｊ 必定等于 ０， 因此成员 ｉ， ｊ 的
成本分摊结果也必定会相等．

属性 ６　 满足匿名性原则， 即任意成员分摊成

本结果与其标识序号顺序无关． 对应于实际管理问

题， 合作成员的分摊成本量只与分摊成本贡献相关，
与联盟中对每个成员的标号顺序没有任何关系．

证明 　 根据计算式（２１）， 假设成员 ｉ， ｊ（ ｉ≠
ｊ） 互换标识号， 并按此调换相应子联盟的分摊成

本值， 那么 ｉ， ｊ 的分摊结果值也会随之互换， 因

此， 成员的分摊结果与标识顺序号无关．
属性 ７　 满足可比性原则， 即任意成员可以

与其他成员比较成本分摊结果的差别． 对应于实

际管理问题， 成员一般通过与其他成员比较来确

定自身分摊成本的公平性， 实现科学量化成员间

成本分摊的差异， 有利于成员接受分摊方案．
证明 　 根据计算式（２１）， 是以成员 ｎ 为参

照， 成员 ｎ 可以对比与其他任意ｎ －１ 个成员的贡

献差别， 即其他成员与 ｎ 相比的额外贡献 Ｍｉｎ ． 其
实根据式（１５） 可知， 在求解极值过程中可以选

择任意 ｎ － １ 个变量为自由变量， 故计算式（２１）
可以变形为以任何成员为参照的计算式， 因此，
ＳＢＣＡＭ 分摊方法能够合理解释任意两个不同成

员的分摊结果差别．
３． ３　 ＳＢＣＡＭ 计算复杂度分析

根据式（２７） 可知， ＳＢＣＡＭ 的计算量主要体

现在需要分别计算 ｎ － １个Ｍｉｎ 值（１≤ ｉ≤ ｎ － １），
计算任意一个 Ｍｉｎ 值需要分别遍历 Ｓｉｎ 和 Ｓｎｉ 中的

子联盟成本值， 而 Ｓｉｎ 和 Ｓｎｉ 中的子联盟数量均为

２ｎ－２ 个， 因此 Ｍｉｎ 值的复杂度可由式（３０） 计算．
Ω（Ｍｉｎ） ＝ ２ｎ－２ ＋ ２ｎ－２ ＝ ２ｎ－１ （３０）
所以ＳＢＣＡＭ的计算复杂度是式（３０）的ｎ－１倍，

其复杂度可由式（３１） 表示．
Ω（ＳＢＣＡＭ） ＝ （ｎ － １）Ω（Ｍｉｎ） ＝ （ｎ － １）２ｎ－１

（３１）
当 ｎ取值不大时 ＳＢＣＡＭ可高效计算出成本分摊

结果， 但随着 ｎ 的增加 ＳＢＣＡＭ的计算量也会增大．
３． ４　 ＳＢＣＡＭ 有效计算策略

在上述分析 ＳＢＣＡＭ 的计算复杂度时， 是根

据式（２０） 按先后次序计算 ｎ － １个Ｍｉｎ 值， 从而在

计算 Ｍｉｎ 值时需要重复遍历相同的子联盟， 不妨

称其为“串行计算” 方式．
在此文章提出了一个实现“并行计算” 的策

略， 主要思路如下： １） 采用二进制数组 ＢＳ 方式

表示子联盟； ２） 将Ｍｉｎ 值计算公式分解为式（３２）
所示； ３） 提出快速计算 Ｈｉｎ 值的策略如图 ４ 所示．

Ｍｉｎ ＝
Ｈｎｉ － Ｈｉｎ

２ｎ－２

Ｈｉｎ ＝ ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ）

Ｈｎｉ ＝ ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １ （３２）

图 ４　 采用二进制表示子联盟实现并行计算 Ｍｉｎ 示意图

Ｆｉｇ． ４ Ｐａｒａｌｌｅｌ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｍｉｎ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｂｉｎａｒｙ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎ
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　 　 由图４可知， ｎ － １个Ｍｉｎ 值的复杂度等价于遍

历所有的 ２ｎ － １ 个子联盟．因此结合“并行计算” 策

略后 ＳＢＣＡＭ的计算复杂度可以降到２ｎ － １， 从而计

算速度与式（３１） 中的复杂度（ｎ － １）２ｎ－１ 相比， 可以

提高（ｎ － １） ／ ２ 倍．因当前经典的成本分摊方法均要

输入 ２ｎ － １ 个子联盟的成本信息， 所以均至少需要

遍历 ２ｎ － １ 个子联盟， 因此结合 ＢＳ 策略后 ＳＢＣＡＭ
计算效率已达到极为高效的水平．

４　 数据实验与结果分析

４． １　 ＳＢＣＡＭ 求解过程

本部分采用 ＳＢＣＡＭ 求解了包括协作配送问

题在内的众多成本分摊问题． 并将求解结果与核

仁解进行了比较， 通过计算分摊结果的偏差来量

化 ＳＢＣＡＭ 的求解质量． 采用ＭａｔｌａｂＲ２０１８ｂ 编程，
运行平台： ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｒ （Ｒ） ｃｏｒｅ （ＴＭ） ２ Ｄｕｏ，
内存为 ２． ０Ｇ， 主频为 ２． ９３ＧＨｚ．

首先验证符合定理 ３ 中描述的， 如果存在分

摊方案使任意子联盟满意度均能与补联盟满意度

相等的成本分摊问题， ＳＢＣＡＭ 一定能够求解得

到该分摊方案， 且必为核仁解． 如图 ５ 所示的物

流协作配送问题， 假设有配送企业 １，企业 ２，企
业 ３， 其中企业１有３个顾客， 企业２有３个顾客，
企业 ３ 有 ６ 个顾客， 且每个顾客需求量为 ３０， 每

个企业的配送车辆载量为 １００． 显然， 企业 １ 和企

业 ２需要派送１辆配送车辆， 企业３需要派送２辆

车进行配送． 并且企业１，企业 ２， 企业３协作前的

配送成本分别为 ｃ（｛１｝） ＝ ５０， ｃ（｛２｝） ＝ ２０，
ｃ（｛３｝） ＝ ４０．

图 ５　 包含 ３ 个企业的协作配送问题

Ｆｉｇ． ５ Ａｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｅｎｔｅｒｐｒｉｓｅｓ
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　 　 如果 ３ 个企业协作配送， 企业 ２ 和企业 ３ 之

间可以交换两个顾客， 从而能够将企业 ２ 和企业

３ 的配送距离分别缩短至 １０ 和 ３０， 但需要在企业

２ 和企业 ３ 的配送中心间调配货物， 因此需要额

外考虑 １０ 单位（企业 ２ 和企业 ３ 的配送中心距离

为 ５） 的货物调配成本． 所以协作后总配送成本

ｃ（｛１，２，３｝） ＝ （５０ ＋ １０ ＋ ３０） ＋ １０． 该协作配送

成本分摊问题中所有子联盟协作配送的成本等信

息如表 ２ 所示．
上述协作配送成本分摊问题采用 ＳＢＣＡＭ 方

法可以得到分摊方案 ｘ∗ ＝ （５０， ３５， １５）， 计算过

程如图 ６ 所示．

表 ２　 ３ 个协作企业的协作配送成本分摊问题子联盟成本

Ｔａｂｌｅ ２ Ｔｈｅ ｃｏｓｔ ｏｆ ａｌｌ ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｅｎｔｅｒｐｒｉｓｅｓ

序号 ｊ 子联盟 Ｓ ｊ Ｂ ｊ ｃ（Ｓ ｊ）

１ ｛３｝ ［０， ０， １］ ２０

２ ｛２｝ ［０， １， ０］ ４０

３ ｛２，３｝ ［０， １， １］ ５０

４ ｛１｝ ［１， ０， ０］ ５０

５ ｛１，３｝ ［１， ０， １］ ７０

６ ｛１，２｝ ［１， １， ０］ ９０

７ ｛１，２，３｝ ［１， １， １］ １００

图 ６　 ＳＢＣＡＭ 计算过程示意图

Ｆｉｇ． ６ Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＳＢＣＡＭ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ

　 　 其实 ｘ∗ ＝（５０， ３５， １５） 就是本问题的成本分

摊核仁解． 当然， 不是所有的成本分摊问题都存

在一个分摊方案， 使任意子联盟和对应的补联盟

满意度相等． 也就是说， 对于很多成本分摊问题

ＳＢＣＡＭ 的求解结果可能不一定是核仁解． 那么

ＳＢＣＡＭ 的求解性能与核仁解的有多大差别？
４． ２　 ＳＢＣＡＭ 求解性能验证

此部分主要验证 ＳＢＣＡＭ 的求解速度和求解

质量性能． 验证算例分为两部分： １） 设计规模较

大的协作配送问题算例（验证求解速度）； ２） 当

前文献中的成本分摊问题（验证求解质量）．
４． ２． １　 协作配送问题算例

本部分根据文献［４０］ 的研究成果， 采用估

算方法， 根据顾客数量， 需求量， 顾客分布面积

等信息， 估算协作配送问题的协作成本， 具体原

理请参看文献［４０］． 本部分协作配送算例的设计

规则如下．

１） 共设计 ２８ 个算例， 企业数 ｎ 取值为 ３ ～
３０， 且每个企业的顾客数均为 １００；

２） 每个企业的顾客和配送中心随机均匀分

布在 １０ ｋｍ × １０ ｋｍ 的区域中， 即面积 Ａ ＝
１００ ｋｍ２；

３） 任意子联盟协作配送的成本由式（３３） ～ 式

（３４） 估算得到．

ＥｓｔＭＬ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｋｉ

ｊ
ＥｓｔＴＬｉｊ ＋ ｆ（Ａｎ，ｎ）

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｋｉ

ｊ
ｆ（Ａｉｊ，ｎｉｊ） ＋ ｆ（Ａｎ，ｎ）

（３３）

ＥｓｔＴＬ ＝ ｆ（Ａ，ｎ）

＝ α Ａｎ

＝ （０． ７１２ ４ ＋ ａ × ｎｂ） × ｎ × Ａ
（３４）

其中 ａ ＝ ２． ２４３ ０，ｂ ＝ － ０． ５８７ ７．
设计评估任意两个满足总体理性的分摊方案
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偏差指标为 Ｄｅｖ％， 计算方法如式（３５） 所示．

Ｄｅｖ％ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ － ｙｉ

２Ｃ（Ｎ） × １００％

ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ ＝ Ｃ（Ｎ）

ｙ１ ＋ ｙ２ ＋ … ＋ ｙｎ ＝ Ｃ（Ｎ）

ｘｉ，ｙｉ ≥０， ｉ ＝ １，２，． ． ． ，ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（３５）

可以证明 Ｄｅｖ％ 的取值范围必定为 ［０％ ，

１００％ ］． 证明如式（３６） ～ 式（３７） 所示．

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ － ｙｉ ≥０ （３６）

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ － ｙｉ ≤ （ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｎ） ＋

　 （ｙ１ ＋ ｙ２ ＋ … ＋ ｙｎ） ＝

　 ２Ｃ（Ｎ）

（３７）

因此，有式（３８） 成立．

０％ ≤ Ｄｅｖ％ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ － ｙｉ

２Ｃ（Ｎ） ≤ １００％ （３８）

分别采用 ＳＢＣＡＭ 和文献［２９］中核仁解循

环线性规划方法求解了上述 ２８ 个算例， 求解耗

时及 ＳＢＣＡＭ 和 核 仁 解 的 Ｄｅｖ％ 信 息 如 表 ３
所示．

表 ３　 ＳＢＣＡＭ 与核仁解方法求解 ２８ 个算例的速度和偏差结果

Ｔａｂｌｅ ３ Ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ２８ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ＳＢＣＡＭ ａｎｄ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ｍｅｔｈｏｄ

Ｎｏ． ｎ
Ｔｉｍｅｓ ／ ｓ

ＳＢＣＡＭ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ
Ｄｅｖ ／ ％ Ｎｏ． ｎ

Ｔｉｍｅｓ ／ ｓ

ＳＢＣＡＭ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ
Ｄｅｖ ／％

１ ３ ０． ０００ １ ０． ３８０ ０ ５． １３ １５ １７ １． １２３ ０ ４． ７４Ｅ ＋ ０６ －

２ ４ ０． ０００ １ ０． ６２０ ０ ５． ７４ １６ １８ ２． ２３９ １ １． ９０Ｅ ＋ ０７ －

３ ５ ０． ０００ ２ １． ０６０ ０ ５． ９２ １７ １９ ４． ５３０ ３ ７． ５８Ｅ ＋ ０７ －

４ ６ ０． ０００ ５ ２． ８００ ０ ６． １５ １８ ２０ ８． ６５０ ２ ３． ０３Ｅ ＋ ０８ －

５ ７ ０． ０００ ９ １０． ４４０ ０ ５． ４０ １９ ２１ １６． ８７１ ３ １． ２１Ｅ ＋ ０９ －

６ ８ ０． ００１ ９ ３４． ２１１ ２ ５． ０１ ２０ ２２ ３３． ０７９ ９ ４． ８５Ｅ ＋ ０９ －

７ ９ ０． ００３ ９ １１５． ９１３ ６ ４． ９５ ２１ ２３ ６２． ９５８ ８ １． ９４Ｅ ＋ １０ －

８ １０ ０． ００８ ２ ３９４． ２４１ １ ４． ０３ ２２ ２４ １２３． ２１６ ５ ７． ７６Ｅ ＋ １０ －

９ １１ ０． ０１５ ０ １ ２９７． ８４１ ６ ３． ７０ ２３ ２５ ２４４． ８４２ ９ ３． １１Ｅ ＋ １１ －

１０ １２ ０． ０２８ ６ ４ ３２１． ８２２ ２ ４． ３６ ２４ ２６ ４６５． ６３６ ３ １． ２４Ｅ ＋ １２ －

１１ １３ ０． ０５８ ４ １８ ５０８． ３４８ ０ ３． ７９ ２５ ２７ ９１７． ８００ ２ ４． ９７Ｅ ＋ １２ －

１２ １４ ０． １２４ ８ ７． ４０Ｅ ＋ ０４ － ２６ ２８ １ ９１０． １７７ １ １． ９９Ｅ ＋ １３ －

１３ １５ ０． ２６５ ２ ２． ９６Ｅ ＋ ０５ － ２７ ２９ ４ ００５． ４８５ ６ ７． ９５Ｅ ＋ １３ －

１４ １６ ０． ５１４ ８ １． １８Ｅ ＋ ０６ － ２８ ３０ ７ ７１０． ５６１ ４ ３． １８Ｅ ＋ １４ －

　 　 由表 ３ 可知， ＳＢＣＡＭ 的求解速度远远快于

传统求解核仁解的循环线性规划方法， ＳＢＣＡＭ
能够在 １ｓ 之内求解规模为 １６ 的成本分摊问题，
而传统核仁解方法需要耗时 １３． ７ 天的 ｃｐｕ 时间．
ＳＢＣＡＭ 求解耗时随着问题规模的增加， 耗时量

大约以 ２ 倍的速度递增， 而传统方法大概以 ４ 倍

的速度增加耗时量． 因此当问题规模较大时， 计

算核仁解需要耗费巨大的时间， 如 ｎ ＝ １５ 时， 采

用传统线性规划方法求解核仁解需要耗费的 ＣＰＵ
时间大约是 ３． ４ 天， ｎ ＝ ２０ 时需要计算 ９． ６ 年， 而

当 ｎ ＝ ３０ 时则需要计算 １ ００８． ２７９ ４ 万年． 显然，
对于依托平台的协作配送模式， 要求协作完成后

立刻进行成本分摊， 在采用传统方法求解核仁解

时， 当协作的企业超过 １５ 时所需要的计算时间

就已经超过合理范围， 而采用文章提出的 ＳＢ⁃
ＣＡＭ 计算 ｎ ＝ ３０ 的超大规模协作配送问题， 仅

需要 ２ 个多小时的耗时， 这比求解核仁解的传统

优化方法快近 ４１２ 亿倍． 需要指出的是在表 ３ 中

当 ｎ 小于等于 １３ 时， 耗时量为实际运算结果， 当

ｎ 大于 １３ 时其求解耗时通过估算得到， 其估算方

法根据循环线性规划方法求解 Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ 耗时随

问题规模每增加 １ 单位， 耗时量大概增加 ４ 倍的

规律计算得到， 估算的耗时在表 ３ 中采用科学计

数法格式表示． 因此， 当规模大于 １３ 时无 Ｓｈａｐｌｅｙ
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求解结果， 所以对应的偏差指标 Ｄｅｖ％ 用“ － ”
标识．

另外通过表 ３ 不仅能看出 ＳＢＣＡＭ 的求解耗时

更少， 而且通过对比可以发现 ＳＢＣＡＭ 的分摊结果

与核仁解仅有较小的偏差， ２８ 个算例的综合偏差指

标 Ｄｅｖ％大概分布在 ３． ７０％ ～６． １５％之间．
４． ２． ２　 文献中成本分摊或利益分配算例

合作博中的成本分摊或利益分配问题已被广

泛地研究， 文献［３０］中研究了当前 ５ 篇文献采用

传统求解核仁解的循环线性规划方法， 求解核仁

解产生了偏差． 本部分采用 ＳＢＣＡＭ 方法求解了

５ 篇文献中的例子， 并与文献［３０］中正确的核仁

解进行了对比． 计算的结果如表 ４ 所示． 需要指出

的是表 ４ 中 ｖ（Ｓ）代表利益 ｃ（Ｓ）代表成本， 利益

分配问题和成本分摊问题可以等价转换， 转换方

式 ｃ（Ｓ） ＝ ｖ（Ｎ） － ｖ（Ｎ ＼Ｓ） ．
由表 ４ 可知， ＳＢＣＡＭ 求解结果与问题核仁

解的偏差在 １． ３６％ ～５． ０６％之间．
表 ４　 ＳＢＣＡＭ 求解 ５ 个算例结果与核仁解的偏差

Ｔａｂｌｅ ４ Ｔｈｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｖｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ＳＢＣＡＭ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ

Ｓ ｖ（Ｓ） ［４１］ Ｓ ｖ（Ｓ） ［４２］ Ｓ ｖ（Ｓ） ［４３］ ｃ（Ｓ） ［４４］ ｖ（Ｓ） ［４５］

｛１｝ ０． ０６０ ｛１｝ ０． ００ ｛１｝ １． ２７５ ３７５ １４４ ４６ １２５． ０

｛２｝ ０． １６８ ｛２｝ ０． ００ ｛２｝ ３． ４７１ ２４５ ２８０ １７ ４３７． ５

｛３｝ ０． ０３０ ｛３｝ ０． ００ ｛３｝ １． ４６６ ２１１ ２３９ ５ ８１２． ５

｛４｝ ０． ２４９ ｛４｝ ０． ００ ｛１，２｝ ７． ００５ ５６８ ２３２ ６９ １８７． ５

｛５｝ ０． ０００ ｛１，２｝ ０． ６８ ｛１，３｝ ４． ０８１ ５５１ ０５５ ５３ ８１２． ５

｛１，２｝ ０． ３７８ ｛１，３｝ ０． ２４ ｛２，３｝ ５． ６７２ ４５２ ４１１ ３０ ７５０． ０

｛１，３｝ ０． １４４ ｛１，４｝ ０． ７５ ｛１，２，３｝ １１． ２１０ ７７２ ５００ ９０ ０００． ０

｛１，４｝ ０． ４０８ ｛２，３｝ ０． ２６

｛１，５｝ ０． １８２ ｛２，４｝ ０． ５１

｛２，３｝ ０． ３３７ ｛３，４｝ ０． ０７

｛２，４｝ ０． ５３８ ｛１，２，３｝ １． ０３

｛２，５｝ ０． ２７９ ｛１，２，４｝ １． ５３

｛３，４｝ ０． ３８３ ｛１，３，４｝ １． ０２

｛３，５｝ ０． ０８３ ｛２，３，４｝ ０． ７５

｛４，５｝ ０． ３８６ ｛１，２，３，４｝ １． ８９

｛１，２，３｝ ０． ５３６

｛１，２，４｝ ０． ７４７ 文献［４１］ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ Ｄｅｖ％

｛１，２，５｝ ０． ４８５ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ０． １６５ ０００ ０． ３２０ ５００ ０． ０８４ ５００ ０． ３７４ ５００ ０． ０５５ ５００

｛１，３，４｝ ０． ５４６ ＳＢＣＡＭ ０． １６２ ０５０ ０． ２９７ ８００ ０． ０９９ １７５ ０． ３６０ ９２５ ０． ０８０ ０５０
３． ９２

｛１，３，５｝ ０． ２５５ 文献［４２］ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｄｅｖ％

｛１，４，５｝ ０． ５６１ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ０． ７５ ０． ４８ ０． １８ ０． ４７

｛２，３，４｝ ０． ７０６ ＳＢＣＡＭ ０． ６６ ０． ５４ ０． １９ ０． ５０
５． ０６

｛２，３，５｝ ０． ３７９ 文献［４３］ ｘ１ ｘ２ ｘ３ Ｄｅｖ％

｛２，４，５｝ ０． ６６８ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ３． ０８９ ３ ５． ２８５ ３ ２． ８３５ ５

｛３，４，５｝ ０． ４７３ ＳＢＣＡＭ ３． ２９５ ８ ５． １８９ ３ ２． ７２４ ８
１． ８４

｛１，２，３，４｝ ０． ９０６ 文献［４４］ ｘ１ ｘ２ ｘ３ Ｄｅｖ％

｛１，２，３，５｝ ０． ５７３ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ３３１ ６９５． ３ ２３３ ０５１． ３ ２０７ ７５３． ５

｛１，２，４，５｝ ０． ８７４ ＳＢＣＡＭ ３４２ ２０５． ７ ２２７ ９５１． ７ ２０２ ３４２． ７
１． ３６

｛１，３，４，５｝ ０． ６３４ 文献［４５］ ｘ１ ｘ２ ｘ３ Ｄｅｖ％

｛２，３，４，５｝ ０． ８０１ Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ５２ ６８７． ５ ２４ ４６８． ８ １２ ８４３． ８

｛１，２，３，４，５｝ １． ０００ ＳＢＣＡＭ ５１ ７５０． ０ ２５ ８７５． ０ １２ ３７５． ０
１． ５６

　 　 这充分说明虽然 ＳＢＣＡＭ 方法求解原理是，
得到所有子联盟的满意度与其补联盟的满意度总

偏差最小的分摊方案， 这与使总体满意度序列值

最大的核仁解具有一定差别， 但这两种原理具有
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很强的内在关联性，且当成本分摊问题满足定理

３ 时 ＳＢＣＡＭ 求解结果即为核仁解． 因此， ＳＢＣＡＭ
的求解结果非常接近于甚至等于核仁解．

另外， 为进一步评估 ＳＢＣＡＭ 方法性能及可

改进性， 对比了一些最新求解核仁解与 Ｓｈａｐｌｅｙ
值的方法， 最新方法分别选择了文献［２６］中的

Ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ⁃Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ、文献 ［２７］ 中的 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ⁃
Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ 及文献 ［４６］ 中的 ＬＰＳＡ⁃Ｓｈａｐｌｅｙ、文献

［５］中的 Ｂ⁃Ｔ Ｓｈａｐｌｅｙ， 选择这些方法的原因主要

是这些方法均是求解核仁解和 Ｓｈａｐｌｅｙ 值的近似快

速方法， 并且是在近 ２ 年内发表的论文． 在表 ５ ～
表 ７ 中从理论特征与实验结果两方面将 ＳＢＣＡＭ
和 Ｂ⁃Ｔ ＳＢＣＡＭ 与这些最新方法进行了对比， 其

中 Ｂ⁃Ｔ ＳＢＣＡＭ 是采用作者在之前发表的文献

［５］中二叉树分解法 Ｂｉｎａｒｙ Ｔｒｅｅ 提升 Ｓｈａｐｌｅｙ 速

度策略， 所形成的提升 ＳＢＣＡＭ 方法速度性能

方法．
在表 ６ 中基于文献［２６， ２７］中涉及的算例规

模 １０ 和规模 １８， 对比了相应方法与 ＳＢＣＡＭ 的性

能， 其中精度偏差是指与核仁解 Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ 对比

的结果； 在表 ７ 中基于文献［４６］中涉及的算例规

模 ２５， 对比了相应方法与 ＳＢＣＡＭ 的性能， 其中

精度偏差是指与 Ｓｈａｐｌｅｙ 值对比的结果． 需要指

出的是， 求解速度的对比可能存在一定误差， 这

主要是因为运行平台和采用软件等方面具有差别

所造成的．
表 ５　 ＳＢＣＡＭ 与最新求解核仁解及 Ｓｈａｐｌｅｙ 值方法的理论特征对比

Ｔａｂｌｅ ５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＳＢＣＡＭ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌａｔｅｓｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ａｎｄ Ｓｈａｐｌｅｙ ｖａｌｕｅ ｏｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

方法 基于的原理 求解方式 复杂度 提速策略

Ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ⁃Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ［２６］
子联盟满意度

字典序最大化
优化 ２ｎ 数量级约束的线性规划模型 减少约束条件数量

Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ⁃Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ［２７］
子联盟满意度

字典序最大化
优化 ２ｎ 数量级约束的线性规划模型 减少约束条件数量

Ｓｈａｐｌｅｙ 成员边际贡献 公式 ２ｎ 数量级子联盟成本的公式计算 无

ＬＰＳＡ⁃Ｓｈａｐｌｅｙ［４６］ 成员边际贡献 公式 抽样数量级算法 ＋ 公式计算 减少所需子联盟数量

Ｂ⁃Ｔ Ｓｈａｐｌｅｙ［５］ 成员边际贡献 公式 ２ｎ － １ 数量级子联盟成本的公式计算 Ｂｉｎａｒｙ Ｔｒｅｅ 分级策略

ＳＢＣＡＭ 子联盟满意度均衡 公式 ２ｎ 数量级子联盟成本的公式计算 图 ４ 中的并行策略

Ｂ⁃Ｔ ＳＢＣＡＭ 子联盟满意度均衡 公式 ２ｎ － １ 数量级子联盟成本的公式计算 Ｂｉｎａｒｙ Ｔｒｅｅ 分级策略

表 ６　 ＳＢＣＡＭ 与最新求解核仁解方法的实验结果对比

Ｔａｂｌｅ ６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＳＢＣＡＭ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌａｔｅｓｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ｏｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔ

方法 算例规模 ／ ｎ 精度偏差 ／ ％ 求解速度 ／ ｓ 与 ＳＢＣＡＭ 耗时比

Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ １０ ～ １８ ０． ００ ４ ３２１． ８２ 以上 大于 ４０ 多万

Ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ⁃Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ［２６］ １８ ５． ５４ ２３． ７５ １０． ６０

Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ⁃Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ［２７］ １０ ５． ３２ ２． ００ ２００． ００

ＳＢＣＡＭ １０ ～ １８ ４． ３６ ０． ０１ ～ ２． ２４ １． ００

表 ７　 ＳＢＣＡＭ 与最新求解 Ｓｈａｐｌｅｙ 值方法的实验结果对比

Ｔａｂｌｅ ７ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＳＢＣＡＭ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌａｔｅｓｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｓｈａｐｌｅｙ ｖａｌｕｅ ｏｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔ

方法 算例规模 ／ ｎ 精度偏差 ／ ％ 求解速度 ／ ｓ 与 ＳＢＣＡＭ 耗时比

Ｓｈａｐｌｅｙ［５］ ２５ ０． ００ １５ ０８０． ４９ ６１． ５９

ＬＰＳＡ⁃Ｓｈａｐｌｅｙ［４６］ ２５ ３． ６５ ３４． ７５ ０． １４

Ｂ⁃Ｔ Ｓｈａｐｌｅｙ［５］ ２５ ４． ０９ ０． ００ 小于 １００ 万分之一

ＳＢＣＡＭ ２５ ３． ０８ ２４４． ８４ １． ００

Ｂ⁃Ｔ ＳＢＣＡＭ ２５ ３． ９８ ０． ００ 小于 １００ 万分之一
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　 　 通过表 ５ ～ 表 ７ 的对比可以发现， 可采用

公式计算的 ＳＢＣＡＭ 和 Ｓｈａｐｌｅｙ 方法， 其求解

复杂度明显要低于需要采用复杂优化方法的

核仁解 Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ． 如表 ６ 所示， 文献［２６， ２７］中
改进的核仁解求解方法的求解精度与 ＳＢＣＡＭ
类似， 且其求解速度虽然比传统求解核仁解的

方法更快， 但与 ＳＢＣＡＭ 相比明显更慢． 在表 ７
中， 通过与 Ｓｈａｐｌｅｙ 方法和最近改进的 Ｓｈａｐｌｅｙ
方法（ ＬＰＳＡ⁃Ｓｈａｐｌｅｙ 和 Ｂ⁃Ｔ Ｓｈａｐｌｅｙ）比较， 可以

发现求解精度与改进的 Ｓｈａｐｌｅｙ 方法相比具

有类似的精度偏差， ＳＢＣＡＭ 速度要快于 Ｓｈａｐｌｅｙ
方法， 但比改进的 Ｓｈａｐｌｅｙ 方法 ＬＰＳＡ⁃Ｓｈａｐｌｅｙ 和

Ｂ⁃Ｔ Ｓｈａｐｌｅｙ 均要明显的更慢， 同时发现， 结合

文献［５］中的二叉树分级策略， 可以完全应用

到 ＳＢＣＡＭ 形成 Ｂ⁃Ｔ ＳＢＣＡＭ， 通过实验发现Ｂ⁃Ｔ
ＳＢＣＡＭ 的求解速度与 Ｂ⁃Ｔ Ｓｈａｐｌｅｙ 相近．

通过上述对比可知， ＳＢＣＡＭ 的求解速度和

质量与当前最新方法相比， 均具有较强的竞争

力， 且可改进性强． 此处， 需要再次强调的是， 文

章提出的 ＳＢＣＡＭ 方法最终目的不是近似求解核

仁解， 而是一种具有自身内涵的成本分摊方法，
只是产生的科学依据与核仁解具有相似性， 接下

来继续分析 ＳＢＣＡＭ 的求解结果与核仁解的内在

关联．
４． ３　 ＳＢＣＡＭ 与核仁解 Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ 的关联性分析

如上所述 ＳＢＣＡＭ 本身是一种新的方法， 其

原理是求解的分摊方案能让所有子联盟满意度

达到最均衡状态， 即让均衡度函数 ｆ 取到最小

值． 传统的核仁解成本分摊方案其目标是让

所有子联盟满意度的非降序排列的字典序值最

大， 即先令 ２ ｎ － １ 个子联盟满意度的最小值取

到最大的转归解集合为 Ｔ１， 然后在 Ｔ１ 中令 ２ ｎ －
１ 个子联盟满意度的次小值取到最大的解集

合为Ｔ２， 按此思路， 最后， 当在 Ｔｋ － １ 中令 ２ ｎ －
１ 个子联盟满意度的倒数第 ｋ 大值取到最大的

解集合为 Ｔｋ， 且 Ｔｋ 只包含唯一解时， 得到核

仁解．

其实 ＳＢＣＡＭ 和核仁解具有类似的原理内

涵， 目标均是使子联盟满意度尽量均衡， 只是采

用的衡量指标不同． 前者通过构造均衡度函数 ｆ
表示子联盟均衡程度， 核仁解采用的是子联盟满

意度字典序值最大的方式． 为了验证两者的内在

关联性， 基于成本分摊问题通过随机产生成本分

摊方案 ｘ 的方式， 分别计算分摊方案 ｘ 对应的均

衡度函数 ｆ 值、ｘ 与核仁解的偏差 Ｄｅｖ％ 值（计算

方法如式（３５）所示）． 然后， 对比均衡度函数 ｆ 值
与 Ｄｅｖ％值， 分析是否具有高度的相关性． 根据式

（１５）可知， 均衡度函数 ｆ 值是关于成本分摊方案

ｘ 中元素的二次方函数． 根据式（３５）可知， 偏差

Ｄｅｖ％值的计算式是关于成本分摊方案 ｘ 中元素

的线性式． 所以， 为了更加准确的比较 ｆ 值与

Ｄｅｖ％值的相关性， 选择 ｆ 值的平方根即 　 ｆ　 作

为比较对象． 另外， 由于 Ｄｅｖ％ 值的取值范围为

０％ ～ １００％ ， 在此， 也将 　 ｆ　 值采用式（３９）中
的方法样转化为一个取值范围在 ０％ ～ １００％ 的

相对数．

α％ ＝
　ｆ　 － ｆｍｉｎ

ｆｍａｘ － ｆｍｉｎ

× １００％ （３９）

其中 ｆｍｉｎ 表示均衡函数最小值， 显然 ＳＢＣＡＭ

求解得到的成本分摊方案 ｘ∗对应的子联盟均衡

函数值最小． ｆｍａｘ 表示均衡函数最大值， 在此

取与 ＳＢＣＡＭ 求解得到的成本分摊方案 ｘ∗偏离最

大的成本分摊方案 ｙ∗对应的均衡函数值． 根据式

（３５），不难得到成本分摊 ｙ∗的结果， 就是将成本

分摊方案 ｘ∗中最小元素值改为 ｃ（Ｎ）， 其他元素

值均改为 ０．
此处， 分别选择图 ５ 中的协作配送算例， 及

表 ４ 中已发表的 ５ 篇论文中对应的成本分摊或利

益分配算例， 共 ６ 个例子． 每个例子随机生成

２ ０００个成本分摊方案 ｘ（随机生成的成本分摊方

法如式 ４０ 所示）， 并分别计算对应的 α％ 和

Ｄｅｖ％值， ６ 个算例分别对应的散点图如图 ７
所示．
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（ａ） （ｂ） （ｃ）

（ｄ） （ｅ） 　 （ ｆ）

图 ７　 分摊方案的均衡度 α％和与 Ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ 偏离度 Ｄｅｖ％的相关性分析

Ｆｉｇ． ７ Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ α％ ａｎｄ Ｄｅｖ％

　 　

σ ＝ （σ１，σ２，…，σｎ）

０≤σｉ≤１

ω ＝ σ１ ＋ σ２ ＋… ＋ σｎ

ｘｉ ＝
σｉ

ω × ｃ（Ｎ）

ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４０）

其中 σ 是随机生成的一组数列．
需要指出的是图 ７ 中的后 ５ 个算例是表 ４ 中

现有文献中的例子， 在此将利益分配问题统一转

换为成本分摊问题， 令 ｃ（Ｓ） ＝ ｖ（Ｎ） － ｖ（Ｎ ／ Ｓ） ．
另外， ｒ 表示 ２ ０００ 对 α％和 Ｄｅｖ％值的相关系数，
由 ６ 个算例可知， 该 ６ 个算例中 α％ 和 Ｄｅｖ％ 的

值均高度正相关， 特别是图 ７（ａ），图 ７（ｄ），图 ７
（ｅ）和图 ７（ｆ）对应的 ４ 个算例的相关系数达到了

０． ９９ 以上，另外两个算例的相关系数均超过

０􀆰 ９５． 由图 ７ 容易发现， 当相关系数 ｒ 越大，
ＳＢＣＡＭ的求解结果越接近核仁解（图中蓝色菱形

越接近原点）． 图 ７（ａ）对应的算例 ＳＢＣＡＭ 求解结

果与核仁解为同一解， 因此代表核仁解的红色三

角形和代表 ＳＢＣＡＭ 求解方案的蓝色菱形， 在图

中原点位置重合．

通过上述分析可知， ＳＢＣＡＭ 定义的子联盟

满意度均衡的指标函数， 与传统核仁解使子联盟

满意度升序排列的字典序值最大的内涵具有高度

一致性． 重要的是 ＳＢＣＡＭ 方法可以通过公式计

算得到， 而传统的核仁解需要经过复杂的优化计

算， 并且容易产生错误的计算结果． 因此， ＳＢ⁃
ＣＡＭ 不仅具有自身内在含义， 具有独立的科学

原理， 可以单独用于求解成本分摊方案， 而且求

解结果会非常接近核仁解．
４． ４　 ＳＢＣＡＭ 求解结果的科学内涵及理论属性

验证

４． ４． １　 科学内涵

合作博弈中的 ＳＢＣＡＭ 本身是一种新的科学

成本分摊方法，求解的分摊方案不仅能让所有子

联盟满意度达到最均衡状态， 即使均衡度函数 ｆ
取到最小， 也能够合理地解释成员之间分摊成本

量的差别．
在实际中， 成员分摊协作所产生的总成本，

只有当每个成员认可自身分摊的成本量科学合

理， 才能保证分摊方案的实施． 然而， 成员确定

自身成本分摊量是否合理的主要方式， 通常是通
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过与其他成员的分摊量进行比较． 当成员接受自

身分摊的成本量与其他成员分摊量的差别时， 说

明成员认可了成本分摊方案．
例如， 图 ５ 中的 ３ 个企业协作配送的案例，

３ 个企业的协作配送总成本为 １００， ＳＢＣＡＭ 的分

摊结果是 ｘ∗ ＝ （５０， ３５， １５） ． 那么不妨站在企业

２ 的角度来评估该方案是否公平， 企业 ２ 就会比

较自己为什么比企业 １ 少分摊了 １５ 个成本单位，
比企业 ３ 多分摊了 ２０ 个单位成本？ 因为， 如表 １
所示已知所有子联盟的协作配送成本如下，
ｃ｛３｝ ＝ ２０， ｃ｛２｝ ＝ ４０， ｃ｛２，３｝ ＝ ５０， ｃ｛１｝ ＝ ５０，
ｃ｛１，３｝ ＝ ７０， ｃ｛１，２｝ ＝ ９０， ｃ｛１，２，３｝ ＝ １００． 首
先， 分析企业 ２ 为什么比企业 １ 少分摊了 １５ 个

成本， 由于 ｃ｛２｝ － ｃ｛１｝ ＝ ４０ － ５０ ＝ － １０， ｃ｛２，
３｝ － ｃ｛１， ３｝ ＝ ５０ － ７０ ＝ － ２０， 那么企业 ２ 应该

比企业 １ 少分摊 １０ 个单位还是 ２０ 个单位？ 取两

者平均值可得到为 － １５， 即企业 ２ 应该比企业 １
少分摊 １５ 个单位， 这也相当于式（２７）中的Ｍ２１ ＝
－ １５． 同理可以计算 Ｍ２３ ＝ ２０， 因为 ｃ ｛２ ｝ －
ｃ｛３｝ ＝ ４０ － ２０ ＝ ２０， ｃ｛１， ２｝ － ｃ｛１， ３｝ ＝ ９０ －
７０ ＝ ２０， 取两者平均数可得 Ｍ２３ ＝ ２０． 同理， 站在

企业 １ 和企业 ３ 的角度可以类似评估 ｘ∗ ＝ （５０，
３５， １５）的合理性．

在 ＳＢＣＡＭ 的成本分摊方案中， 对于任意两个

不同成员 ｉ， ｊ， 均有 ｘｉ ＝ ｘｊ ＋Ｍｉｊ成立． Ｍｉｊ就是成员 ｉ
应该比成员 ｊ 多分摊的成本量． Ｍｉｊ的计算方法就

是， 通过计算不同 Ｓ 下的 ｃ（Ｓ∪｛ ｉ｝） － ｃ（Ｓ∪｛ ｊ｝）
的差值， 其中 Ｓ 为不包含成员 ｉ ， ｊ 的任意子联

盟， 并将不同 Ｓ 下的差值计算算术平均值即得到

Ｍｉｊ ． 该计算方式能够非常公平的评估成员 ｉ， ｊ 对
子联盟协作成本的贡献差别， 所以分摊的结果

容易获得成员的认可， 能够合理解释成员之间

成本分摊量的差别． 因此， ＳＢＣＡＭ 分摊方法不

仅可以采用公式计算， 而且科学内涵能够通过

通俗的方式解释， 所以容易在实际应用中进行

推广．
４． ４． ２　 ＳＢＣＡＭ 分摊结果的理论属性验证

由文章第 ３． ２ 节可知， ＳＢＣＡＭ 的成本分摊

方案满足总体有效性、唯一性、可加性、策略等价

相对不变性、一致性、匿名性和可比性， 共 ７ 个合

理属性． 现通过一个小规模成本分摊算例验证该

７ 个属性， 算例的相关数据如表 ８ 所示．
表 ８　 ３ 个成本分摊例子

Ｔａｂｌｅ ８ Ｔｈｒｅｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｏｆ ｃｏｓｔ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ

序号 ｊ 子联盟 Ｓ ｊ Ｂ ｊ ａ（Ｓ ｊ） ｃ１（Ｓ ｊ）
ｃ２（Ｓ ｊ） ＝ ２

ｃ１（Ｓ ｊ） ＋ ａ（Ｓ ｊ）
ｃ（Ｓ ｊ） ＝ ｃ１（Ｓ ｊ） ＋ ｃ２（Ｓ ｊ）

１ ｛３｝ ［０， ０， １］ １０ ３５ ８０ １１５

２ ｛２｝ ［０， １， ０］ １０ ３５ ８０ １１５

３ ｛２，３｝ ［０， １， １］ ２０ ６０ １４０ ２００

４ ｛１｝ ［１， ０， ０］ １０ ４５ １００ １４５

５ ｛１，３｝ ［１， ０， １］ ２０ ７０ １６０ ２３０

６ ｛１，２｝ ［１， １， ０］ ２０ ７０ １６０ ２３０

７ ｛１，２，３｝ ［１， １， １］ ３０ １００ ２３０ ３３０

　 　 采用 ＳＢＣＡＭ 方法分别对 ａ（Ｓ）、ｃ１（Ｓ）、ｃ２（Ｓ） ＝
２ ｃ１（Ｓ） ＋ ａ（Ｓ）和 ｃ（Ｓ） ＝ ｃ１（Ｓ） ＋ ｃ２（Ｓ）对应的成

本分摊问题进行求解， 可得到分摊的结果分别为

ａ ＝ （１０， １０， １０）、ｙ∗ ＝ （４０， ３０， ３０）、ｚ∗ ＝ （９０，
７０， ７０）和 ｘ∗ ＝ （１３０， １００， １００） ． 因为ａ（Ｓ）属于

可加合作博弈， 成员之间进行合作不会降低任何

成本， 即联盟的成本会等于成员不协作的成本总

和， 因此最终合理分摊结果显然就是每个成员不

协作的成本（１０， １０， １０）， ＳＢＣＡＭ 求解的结果即

为该结果． 另外， 根据上述算例求解 ＳＢＣＡＭ 结果

显然会满足合理属性 １ 总体有效性和合理属性 ２
唯一性； 根据表 ８ 可知， 由于 ｃ（Ｓ） ＝ ｃ１ （ Ｓ） ＋
ｃ２（Ｓ）， 求解结果表明 ｘ∗ ＝ ｙ∗ ＋ ｚ∗， 验证了合理

属性 ３ 可加性； 由于 ｃ２（Ｓ） ＝ ２ ｃ１（Ｓ） ＋ ａ（Ｓ）， 因

此 ｃ１（Ｓ）和 ｃ２ （Ｓ）其实为策略等价合作博弈， 其

分摊结果 ｚ∗ ＝ ２ｙ∗ ＋ ａ， 验证了合理属性 ４ 策略
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等价相对不变性； 在该 ３ 个成本分摊问题中， 成

员 ２ 和成员 ３ 在任意子联盟中的贡献均相同， 因

此在 ｘ∗， ｙ∗， ｚ∗中成员 ２ 和成员 ３ 的分摊结果均

相同， 这也验证了 ＳＢＣＡＭ 分摊结果遵循合理属

性 ５ 一致性． 通过本实例也不难验证ＳＢＣＡＭ可满

足属性 ６， 如将成员 １ 和成员 ３ 互换身份方式改

变子联盟的成本， 然后采用 ＳＢＣＡＭ 可求解得到

ｘ∗ ＝ （１００， １００， １３０）， 即等价于分摊结果中成

员 １ 和成员 ３ 互换了身份， 因此合理属性 ６ 匿名

性成立． 最后， 可以根据 ＳＢＣＡＭ 计算公式求解得

到任意两个不同成员的成本贡献差别 Ｍｉｊ值， 比

如 Ｍ１２等于 ３０， 因此可以解释成员 １ 要比成员 ２
多分摊 ３０ 个单位， 故验证了合理属性 ７ 可比性．

需要指出的是核仁解和 Ｓｈａｐｌｅｙ 也能满足上

述属性的绝大部分， 但 ＳＢＣＡＭ 在所有成本分摊

方法中是唯一能够满足合理属性 ７ 可比性的

方法．

５　 结束语

文章以协作配送成本分摊为应用背景， 基于

使子联盟满意度越均衡， 分摊方案越公平的原

理， 提出了一个新的成本分摊方法 ＳＢＣＡＭ． ＳＢ⁃
ＣＡＭ 与核仁解原理非常相近， 并且 ＳＢＣＡＭ 的求

解结果非常接近核仁解， 重要的是 ＳＢＣＡＭ 可以

通过公式计算得到， 求解复杂度远远低于求解核

仁解的现有方法． 主要结论如下所示．

１）文章所提出的 ＳＢＣＡＭ 可以采用公式方式

计算成本分摊结果， 其求解速度能够应用于求解

时效性要求高的依托平台协作配送模式成本分摊

问题， 其中求解协作企业数量达 ３０ 数量级的大

规模协作配送成本分摊问题， 可在合理时间内完

成， 如果结合二叉树 Ｂｉｎａｒｙ Ｔｒｅｅ 提速策略， 可在

线实现大规模甚至是超大规模的成本分摊问题的

求解．
２）所有子联盟的满意度与对应补联盟的满

意度越接近， 所有子联盟满意度的序列值趋向越

大， 当所有子联盟与补联盟满意度相等时， 子联

盟满意度序列值达到理论最大值．
３） ＳＢＣＡＭ 求解结果与核仁解仅有较小偏

差， 偏差一般在 ５％ 左右， 对于符合定理 ３ 的成

本分摊问题 ＳＢＣＡＭ 可以直接求解得到核仁解．
４） ＳＢＣＡＭ 可通过公式计算， 计算速度是采

用传统方法求解核仁解的数万倍， 成本分摊方案

满足总体理性、唯一性、可加性、策略等价相对不

变性、一致性、匿名性和可比性等众多公平特点．
ＳＢＣＡＭ 方法不仅能够用于求解或近似求解

核仁解， 更重要的是 ＳＢＣＡＭ 可以求解任何支付

可转移的合作博弈成本分摊问题． 当然， ＳＢＣＡＭ
也存在自身的不足， 如具有与 Ｓｈａｐｌｅｙ 类似的缺

点， 从理论上不能保证问题核心解存在时， 其求

解结果属于核心解． 在今后的研究中将继续研究

提升 ＳＢＣＡＭ 综合性能的策略， 以从理论上进一

步提高 ＳＢＣＡＭ 的合理性及有效性．
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Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ： Ｔｈｅｏｒｙ ＆ Ｐｒａｃｔｉｃｅ， ２０１９， ３９（３）： ６５９ － ６７２． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［４１］ Ｓａｋａｗａ Ｍ， Ｎｉｓｈｉｚａｋｉ Ｉ， Ｕｅｍｕｒａ Ｙ． Ｆｕｚｚｙ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ａｎｄ ｐｒｏｆｉｔ ａｎｄ ｃｏｓｔ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２００１， １３１（１）： １ － １５．

［４２］Ｋｒｕｓ Ｌ， Ｂｒｏｎｉｓｚ Ｐ． Ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｇａｍｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｔｏ ａ ｃｏｓｔ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０００， １２２（２）： ２５８ － ２７１．

［４３］Ｓａｔｙａ Ｒ Ｐ， Ｒａｄｈａｋｒｉｓｈｎａ Ｃ． Ｕｓｅ ｏｆ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｆｏｒ ｌｏｓｓ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎ ｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ
ｍａｒｋｅｔｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２００９， ５（１）： Ｐ６．

［４４］Ｏｈ Ｓ Ｃ， Ｓｈｉｎ Ｊ． Ａ ｓｅｍａｎｔｉｃ ｅ⁃ｋａｎｂａｎ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｎｅｔｗｏｒｋ⁃ｃｅｎｔｒｉｃ ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ： Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ｓｃａｌｅ⁃ｆｒｅｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ，
ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０１２， ５０（１９）： ５２９２ － ５３１６．

［４５］Ｌｅｍａｉｒｅ Ｊ． Ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｉｔｓ ｉｎｓｕｒａｎｃｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ａｓｔｉｎ Ｂｕｌｌｅｔｉｎ， １９９１， ２１（１）： １７ － ４０．
［４６］Ｌｅ Ｐ Ｈ， Ｎｇｕｙｅｎ Ｔ Ｄ， Ｂｅｋｔａ Ｔ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｈａｐｌｅｙ ｖａｌｕｅ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｇａｍｅｓ［Ｊ］．

Ａｎｎａｌｓ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０２０， ２８７（２）： ７６１ － ７８１．
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Ｆａｉｒ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ａ ｔｈｉｒｄ⁃ｐａｒｔｙ ｐｌａｔｆｏｒｍ

ＲＡＯ Ｗｅｉ⁃ｚｈｅｎ１， ＸＵ Ｆｅｎｇ１， ＺＨＵ Ｑｉｎｇ⁃ｈｕａ２∗， ＷＥＩ Ｆａｎｇ⁃ｆａｎｇ３， ＬＩＵ Ｃｏｎｇ⁃ｈｕ３

１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ， Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｑｉｎｇｄａｏ
２６６５９０， Ｃｈｉｎａ；

２． Ａｎｔａｉ Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ， Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｊｉａｏ Ｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０００３０，
Ｃｈｉｎａ ；

３． Ｓｉｎｏ⁃ＵＳ Ｇｌｏｂａｌ Ｌｏｇｉｓｔｉｃｓ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｊｉａｏ Ｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０００３０， Ｃｈｉｎａ

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｔ ｉｓ ｃｒｕｃｉａｌ ｔｏ ｄｅｖｅｌｏｐ ａ ｆａｉｒ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈｉｎ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ ｔｉｍｅ ｆｏｒ
ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ ｔｈｉｒｄ⁃ｐａｒｔｙ ｐｌａｔｆｏｒｍ． Ｔｈｅ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｒｅｃｏｇｎｉｚｅｄ ａｓ ａ
ｃｏｍｍｏｎｌｙ⁃ａｃｃｅｐｔｅｄ ｆａｉｒ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｂｕｔ ｉｔ ｎｅｅｄｓ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ． Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ， ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ ａｎｄ ｑｕｉｃｋｌｙ ｂｙ ａ
ｆｏｒｍｕｌａ， ｗｈｉｃｈ ｆｉｎｄｓ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｎｙ ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ａ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ ｔｈａｔ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ
ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ， ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ｅ（Ｓ， ｘ）， ｏｒ ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ，ｏｆ ａｌｌ ２ｎ － １ （ｎ ｉｓ ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｂｉｇ
ｃｏａｌｉｔｉｏｎ Ｎ） ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎｓ Ｓ（Ｓ ｉｓ ａ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ｎ） ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ， ａｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｙ
ｓｕｂ⁃ａｌｌｉａｎｃｅ Ｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ａｌｌｉａｎｃｅ Ｎ ＼Ｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｘ ｉｓ ｅ（Ｓ， ｘ） ｐｌｕｓ ｅ（Ｎ ＼Ｓ， ｘ）， ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｅｑｕａｌ ｔｏ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ＬＳ ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｕｌｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｒｅ ｂａｌａｎｃｅｄ ｔｈｅ ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎｓ’ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ ｅ（Ｓ， ｘ），

ｔｈｅ ｍｏｒｅ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ ｔｈｅ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｘ） ＝ ∑［ｅ（Ｓ， ｘ） －

０􀆰 ５ＬＳ］ ２ ｗｈｉｃｈ ｑｕａｎｔｉｆｉｅｓ ｔｈｅ ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ ｂａｌａｎｃｅ ｏｆ ａｌｌ ｓｕｂ⁃ａｌｌｉａｎｃｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ．
Ａｐｐａｒｅｎｔｌｙ， ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｆ（ｘ）， ｔｈｅ ｍｏｒｅ ｂａｌａｎｃｅｄ ｔｈｅ ｓｕｂ⁃ｃｏａｌｉｔｉｏｎｓ’ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ ｅ（Ｓ， ｘ）． Ｉｔ
ｉｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ∗ ｔｈａｔ ｍｉｎｉｍｉｚｅｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｘ）， ａｎｄ ｔｈａｔ ｘ∗ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｍａｎｙ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ ａｔｔｒｉｂｕｔｅｓ ｏｆ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｏｖｅｒａｌｌ ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ， ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ， ａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ，
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｉｎｖａｒｉａｎｃｅ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｓｔｒａｔｅｇｉｃ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ， ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ， ａｎｏｎｙｍｉｔｙ， ａｎｄ ｃｏｍｐａｒａｂｉｌｉｔｙ．
Ｌａｓｔ， ｍａｎｙ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｆｒｏｍ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｎ
ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｆｉｎｄｉｎｇ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｔｅｎｓ ｏｆ ｔｈｏｕｓａｎｄｓ ｏｆ ｔｉｍｅｓ ｆａｓｔｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ
ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｆｏｒ ｆｉｎｄｉｎｇ ｔｈｅ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａｌｓｏ ｓｕｐｅｒｉｏｒ ｔｏ ｔｈｅ ｌａｔｅｓｔ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｈａｐｌｅｙ ｖａｌｕｅ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｉｓ ｏｎｌｙ ａｂｏｕｔ ５％ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｍｏｒｅ ｉｍｐｏｒｔａｎｔｌｙ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａｂｌｅ ｔｏ ｅｘｐｌａｉｎ ｉｔｓ ｃｏｎｎｏｔａｔｉｏｎ ｂｙ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ
ａｎｄ ｃａｎ ｂｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ａｎｙ ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｇａｍｅｓ ｗｉｔｈ ｔｒａｎｓｆｅｒａｂｌｅ ｐａｙｍｅｎｔ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ； ｃｏｓｔ⁃ｓｈａｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ； ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ； ｎｕｃｌｅｏｌｕｓ

附录 １
定理 ３ 的证明过程

设所有子联盟 Ｓ（Ｓ⊂Ｎ，Ｓ≠∅）与补联盟 Ｎ ＼Ｓ 的满意度之为 ＬＳ， 显然 ＬＳ ＝ ＬＮ ＼Ｓ， 且满足总体理性的分摊方案 ｘ， 子联
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盟 Ｓ 对其满意度占 ＬＳ 的比率为 α（Ｓ， ｘ）， 即 ｅ（Ｓ， ｘ） ＝ α（Ｓ， ｘ） × ＬＳ， 故 α（Ｓ， ｘ） ＋ α（Ｎ ＼Ｓ， ｘ） ＝ １．

证明定理 ３ 等价于证明当存在一个满足总体理性的分摊方案 ｘ∗， 能够使得所有的 α（Ｓ， ｘ∗） ＝ ０． ５， 那么 ｘ∗为核仁

解． 根据核仁解的内涵可知， 只要证明 ｘ∗比任意其他 ｘ 的总体满意度都大．
不妨将不同分摊方案的 α（Ｓ， ｘ∗）根据对应的 ＬＳ 值从小到大的顺序排列， 根据定理 ３ 已知信息可知［α（Ｓ１， ｘ∗），

α（Ｎ ＼Ｓ１， ｘ∗），α（Ｓ２， ｘ∗），α（Ｎ ＼Ｓ２， ｘ∗），…， α（Ｓｗ， ｘ∗），α（Ｎ ＼Ｓｗ， ｘ∗）］ ＝ ［０． ５，０． ５，０． ５，０． ５，…，０． ５，０． ５］， 其中 ｗ ＝

２ｎ － １ － １， 且 ＬＳｉ≤ＬＳｉ ＋ １ ． 令 ｘ≠ｘ∗， 那么［α（Ｓ１， ｘ），α（Ｎ ＼Ｓ１， ｘ），α（Ｓ２， ｘ），α（Ｎ ＼Ｓ２， ｘ），…， α（Ｓｗ， ｘ），α（Ｎ ＼Ｓｗ， ｘ）］中至

少存在一对子联盟与补联盟的满意度比值不等于 ０． ５， 不妨假设第 ｉ（ ｉ≥１）对的 α（Ｓｉ， ｘ）和 α（Ｎ ＼Ｓｉ， ｘ）是首个不等于

０． ５ 比值， 且 α（Ｓｉ， ｘ） ＜ ０． ５， α（Ｎ ＼Ｓｉ， ｘ） ＞ ０． ５．

那么分别将 ｘ∗和 ｘ 使子联盟的满意度从小到大排序可知， ｘ∗的前 ２（ ｉ － １）个最小满意度必然为［０． ５ＬＳ１， ０． ５ＬＳ１，
０． ５ＬＳ２， ０． ５ＬＳ２，…， ０． ５ＬＳｉ － １， ０． ５ＬＳｉ － １］， ｘ 的前 ２（ ｉ － １）个最小满意度， 因为存在比值小于 ０． ５ 的情况， 所以不大于

［０􀆰 ５ＬＳ１， ０． ５ＬＳ１， ０． ５ＬＳ２， ０． ５ＬＳ２，…， ０． ５ＬＳｉ － １， ０． ５ＬＳｉ － １］ ．

情况 １　 当 ｘ 的其他子联盟满意度存在小于 ０． ５ＬＳｉ － １的情况时， 那么可以直接确定 ｘ∗的总体满意度必然大于 ｘ． 定

理 ３ 成立． 证毕．
情况 ２　 当 ｘ 的其他子联盟满意度不存在小于 ０． ５ＬＳｉ － １ 的情况时， 那么 ｘ 的前 ２（ ｉ － １）个最小满意度也等于

［０􀆰 ５ＬＳ１， ０． ５ＬＳ１， ０． ５ＬＳ２， ０． ５ＬＳ２，…， ０． ５ＬＳｉ － １， ０． ５ＬＳｉ － １］ ． ｘ∗的第 ２（ ｉ － １） ＋ １ ＝ ２ｉ － １ 个满意度为 ０． ５ＬＳｉ， 然而， ｘ 的第

２（ ｉ － １） ＋ １ ＝ ２ｉ － １ 个满意度为 ｍｉｎ｛α（Ｓｉ， ｘ）ＬＳｉ， α（Ｎ ＼ Ｓｉ， ｘ）ＬＳｉ， α（Ｓｉ ＋ １， ｘ）ＬＳｉ， α（Ｎ ＼ Ｓｉ ＋ １， ｘ）ＬＳｉ，…， α（Ｓｗ， ｘ）ＬＳｗ，

α（Ｎ ＼Ｓｗ， ｘ）ＬＳｗ｝≤α（Ｓｉ， ｘ）ＬＳｉ， 又 α（Ｓｉ， ｘ） ＜ ０． ５， 因此 ｘ∗的总体满意度必然大于 ｘ． 定理 ３ 成立． 证毕．

附录 ２
一阶偏导数等式化简过程．
∂ｆ
∂ｘｉ

＝ － ２∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ） －
ＬＳ

２[ ]＋ ２∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ） － ｘ（Ｓ） －
ＬＳ

２[ ] ＝ ０， １ ≤ ｉ ≤ ｎ － １

⇔ － ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［２ｃ（Ｓ） － ２ｘ（Ｓ） － ＬＳ］ ＋ ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［２ｃ（Ｓ） － ２ｘ（Ｓ） － ＬＳ］ ＝ ０

∵ ＬＳ ＝ ｃ（Ｓ） ＋ ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ｃ（Ｎ）

∴ ⇒∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ２ｘ（Ｓ）］ － ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ２ｘ（Ｓ）］ ＝ ０

将上述等式拆开可得

∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ２ｘ（Ｓ）］ － ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ） － ２ｘ（Ｓ）］ ＝ ０

　 ⇔∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ）］ － ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ）］ － ２∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｘ（Ｓ） ＋ ２∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｘ（Ｓ） ＝ ０

∵ ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｘ（Ｓ） ＝ ２ｎ－２·ｘｎ ＋ ２ｎ－３［ｘ（Ｎ） － ｘｉ － ｘｎ］ ＝ ２ｎ－２·ｘｎ ＋ ２ｎ－３［ｃ（Ｎ） － ｘｉ － ｘｎ］

　 ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｘ（Ｓ） ＝ ２ｎ－２·ｘｉ ＋ ２ｎ－３［ｃ（Ｎ） － ｘｉ － ｘｎ］

∴ ⇒２ｎ－１（ｘｉ － ｘｎ） ＝ ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ）］ － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

［ｃ（Ｓ） － ｃ（Ｎ ＼Ｓ）］

∵ ∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｎ ＼Ｓ） ＝ ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ），∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） ＝ ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｎ ＼Ｓ）

∴ ⇒２ｎ－１（ｘｉ － ｘｎ） ＝ ２ [∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ） ]

　 ⇒ｘｉ － ｘｎ ＝
∑
Ｓ∈Ｓｉｎ

ｃ（Ｓ） － ∑
Ｓ∈Ｓｎｉ

ｃ（Ｓ）

２ｎ－２
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