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引入方差 ／波动率资产的动态最优投资组合①

周春阳， 吴冲锋
（上海交通大学安泰经济与管理学院， 上海 ２０００３０）

摘要： 本文在构建投资组合时，除了包含传统的股票资产和无风险资产，还引入方差 ／ 波动率

资产． 给出了动态最优投资组合的显式解，发现方差 ／ 波动率资产价格是影响投资组合权重的

重要状态变量． 方差 ／ 波动率资产价格反映了市场的波动程度，股票资产以及方差 ／ 波动率资产

的最优权重都会随着方差 ／ 波动率资产价格的增加而降低． 基于美国市场的实证研究表明，组
合中加入 ＶＩＸ 期货有助于分散组合风险和提高组合样本外绩效，而组合中不包含 ＶＩＸ 期货会

导致投资者遭受一定的经济成本．
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０　 引　 言

波动率是重要的市场变量，对投资者进行投

资决策和风险管理具有重要的参考价值． 例如，芝
加哥期权交易所基于期权价格构建的波动率指数

ＶＩＸ （ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘ），反映了投资者对未来市场

波动的预期②，已经成为投资者把握市场情绪和

管理投资风险的重要指标． 众多研究文献指出，
ＶＩＸ 指数对未来市场收益率、波动率和相关性有

显著的预测能力［１ － ３］，投资者在构建组合时考虑

期权隐含波动率信息能够提高组合的投资

绩效［４， ５］ ．
由于波动率变动同股票收益率呈负相关关

系，特别是在不利市场条件下两者的相关性更

低［５］，因而以方差 ／波动率为标的的方差 ／波动率

资产，能够为投资者提供一个良好的分散股票风

险的工具． 在美国等发达国家金融市场，从场外柜

台市场的方差互换，到交易所市场基于波动率指

数派生出来的 ＶＩＸ 期货、期权、ＥＴＦ 和 ＥＴＮ 等金

融产品，交易都非常活跃． 在学术研究方面，Ｄａｓｈ
和 Ｍｏｒａｎ［６］、Ｓｚａｄｏ［７， ８］和 Ｙａｎ 等［９］的研究表明，在
传统的股票债券等资产组合中加入 ＶＩＸ 期货或

ＶＩＸ 期权等波动率资产有助于分散投资组合（下
端）风险，Ｈｉｌａｌ 等［１０］基于极值理论研究如何使用

ＶＩＸ 期货对冲股票市场的黑天鹅风险．
可见，方差 ／波动率资产可以从如下两个方面

影响投资者的投资决策：一方面，方差 ／波动率资

产的价格反映了投资者对市场波动的预期，是重

要的市场状态变量；另一方面，方差 ／波动率资产

同股票收益率呈负相关关系，有助于分散股票组

合风险． 以往文献往往单独考虑上述两个因素对

最优投资组合的影响． 本文在传统的股票资产和

无风险资产组合中引入方差 ／波动率资产，在投资

者具有幂效用函数的假设下，给出了动态最优投
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资组合的显示解． 本文综合考察方差 ／波动率资产

作为状态变量和风险分散工具对最优投资组合权

重和投资组合绩效的影响，并通过经济成本分析，
研究方差 ／波动率资产对投资者期望效用的影响．

研究发现，方差 ／波动率资产价格是影响投资

者投资决策的重要状态变量． 随着方差 ／波动率资

产价格的增加，投资者会降低股票资产和方差 ／波
动率资产的投资权重，增加无风险资产的投资权

重． 本研究同时求解了组合中不包含方差 ／波动率

资产的动态投资组合问题，并考察不包含方差 ／波
动率资产给投资者带来的经济成本． 基于美国标

准普尔 ５００ 全收益指数和 ＶＩＸ 期货数据的实证

结果表明，组合中加入 ＶＩＸ 期货有助于分散组合

风险． 组合中不包含 ＶＩＸ 期货会导致投资者在市

场风险较小的时候过于谨慎，而在市场风险较高

的时候承担了较高的市场不利变动风险，缺乏

ＶＩＸ 期货作为风险分散工具导致投资者遭受较高

的经济成本． 最后，样本外实证结果表明，在传统

的股票和无风险资产组合中加入 ＶＩＸ 期货有助

于提高投资收益和获得更高的夏普比．

１　 方差 ／波动率资产的价格动态过
程和动态最优投资组合问题

１． １　 模型假设

令 Ｓｔ 和 Ｘ ｔ 分别代表 ｔ 时刻股票资产及对应

方差资产的价格，借鉴 Ｃｈａｃｋｏ 和 Ｖｉｃｅｉｒａ［１１］，假定

他们服从以下随机微分方程

ｄ Ｓｔ

Ｓｔ
＝ （αＳ ＋ βＳ Ｘ ｔ）ｄ ｔ ＋ σＳ

　 Ｘ ｔ ｄＢＳ，ｔ （１）

ｄ Ｘ ｔ

Ｘ ｔ
＝ （αＸ ＋ βＸ Ｘ ｔ）ｄ ｔ ＋ σＸ

　 Ｘ ｔ ｄＢＸ，ｔ （２）

其中 〈ｄ βＸ，ｔ，ｄ βＳ，ｔ〉 ＝ ρｄ ｔ， 式（１）和式（２）表明，
方差风险是影响股票资产和方差资产期望收益的

系统性风险，其中 βＳ 和 βＸ 分别刻画了股票资产

和方差资产的风险溢价；同时，两种资产收益率的

波动程度也会随着方差资产价格的增加而增加．
方差互换是非常流行的方差资产． 如果在构

建组合的时候不采用方差资产，而是采用波动率

资产，如 ＶＩＸ 期货，此时令 Ｖｔ ＝ Ｘ ｔ 代表波动率

资产的价格，容易证明他满足以下随机微分方程

ｄ Ｖｔ

Ｖｔ
＝ （αＶ ＋ βＶ Ｖ ２

ｔ ）ｄ ｔ ＋ σＶ Ｖｔｄ ＢＸ，ｔ （３）

式（２）和式（３）的模型参数存在以下对应关系

αＶ ＝ ０． ５αＸ， σＶ ＝ ０． ５σＸ，

βＶ ＝ ０． ５（βＸ － σ２
Ｖ） ．

令 Ｙｔ ＝ Ｘ －１
ｔ ，即 Ｙｔ 代表 ｔ时刻收益率的精度，

则 Ｙｔ 满足以下随机微分方程

ｄ Ｙｔ ＝ κＹ（θＹ － Ｙｔ）ｄ ｔ － σＸ
　 Ｙｔ ｄ ＢＸ，ｔ

其中 κＹ ＝ αＸ，θＹ ＝
σ２

Ｘ － βＸ

αＸ

最后，假设投资者具有幂效用函数，即

ｕ（ＷＴ） ＝
Ｗ１－γ

Ｔ

１ － γ
其中 ＷＴ 代表投资者在期末的财富， γ ＞ ０ 代表投

资者的相对风险厌恶系数．
１． ２　 包含方差 ／波动率资产的动态最优投资组合

令

Ｚ ｔ ＝
Ｓｔ

Ｍｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú，αＺ ＝

αＳ

αＭ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú，βＺ ＝

βＳ

βＭ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú，

Σ ＝
σＳ ０
０ σＭ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú，ＢＺ，ｔ ＝

ＢＳ，ｔ

ＢＸ，ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

其中当 Ｍ ＝ Ｘ 时代表方差资产，当 Ｍ ＝ Ｖ 时代表

波动率资产． 由式（１） ～式（３），有
ｄ Ｚ ｔ

Ｚ ｔ
＝ （αＺ ＋ βＺ Ｙ －１

ｔ ）ｄ ｔ ＋ Σ Ｙ －１
ｔ ｄ ＢＺ，ｔ

投资者可以投资股票资产 Ｓｔ ，方差或波动率

资产 Ｍｔ ，以及无风险资产 ｒ ． 令

ωＺ，ｔ ＝
ωＳ，ｔ

ωＭ，ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

代表股票资产和方差 ／波动率资产的权重构成的

向量，则投资者财富的动态过程可以写作

ｄ Ｗｔ ＝
Ｗｔ ω′Ｚ，ｔ

Ｚｔ
ｄ Ｚｔ ＋ （１ － ω′Ｚ，ｔ１） Ｗｔｒｄ ｔ

＝ Ｗｔ［ｒ＋ω′Ｚ，ｔ（αＺ ＋βＺ Ｙ－１
ｔ －ｒ１）］ｄ ｔ ＋

　 Ｗｔ Ｙ－１
ｔ ω′Ｚ，ｔΣｄ ＢＺ，ｔ

（４）

其中粗体 １ 代表所有元素为 １ 的 ２ 维列向量． 以
下命题给出了动态最优权重 ω∗

Ｚ，ｔ 的显示解．
命题 １　 给定财富动态过程如式（４）所示，不

考虑卖空和借贷约束，投资者最大化期末财富效

用函数
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ｍａｘ
ωＺ，ｔ

Ｅ０
Ｗ１－γ

Ｔ

１ － γ[ ] （５）

式（５）的最优动态投资组合可以写作

ω∗
Ｚ，ｔ ＝ １

γ Σ －１
Ｚ ［（αＺ － ｒ） Ｙｔ ＋ βＺ］ －

１
γ ［０，Ａｔ Ｙｔ ＋ Ｂ ｔ］ ′ （６）

其中 ΣＺ， Ａｔ 和 Ｂ ｔ 分别由附录 Ａ 中式（Ａ２）、式
（Ａ８）和式（Ａ９）给出． 证明见附录 Ａ．

式（６）中 １
γ Σ －１

Ｚ ［（αＺ － ｒ） Ｙｔ ＋ βＺ］ 代表均值

方差最优投资组合权重，当 αＺ ＞ ｒ 时它是 Ｙｔ 的增

函数，或方差 ／波动率资产价格的减函数． 第 ２ 项

代表对冲跨期风险所配置的资产权重． 可以看到

第 ２ 项的第 １ 个分量为 ０，代表股票资产的跨期

风险对冲需求为 ０，这表明股票资产的权重不会

随着投资期限的变化而变化． 第 ２ 项的第 ２ 个分

量，即 － １
γ ＡｔＹｔ － Ｂ ｔ 代表方差 ／波动率资产的跨期

风险对冲需求． 当 γ ＞ １ 时 Ａｔ 取值为负，因而方

差 ／波动率资产的风险对冲需求为 Ｙｔ 的增函数，
或方差 ／波动率资产价格的减函数． 综上所述，方
差 ／波动率资产价格是影响投资者资产配置的状

态变量，随着其价格的增加，投资者会同时降低股

票资产和方差 ／波动率资产的权重．
１． ３　 不包含方差 ／波动率资产的最优投资组合

当组合中不包含方差 ／波动率资产时，投资者

财富的动态过程可以写作

ｄＷｔ ＝
Ｗｔ ωＳ，ｔ

Ｓｔ
ｄ Ｓｔ ＋ （１ － ωＳ，ｔ） Ｗｔｒｄ ｔ

＝ Ｗｔ［ ｒ ＋ ωＳ，ｔ（αＳ ＋ βＳ Ｙ －１
ｔ － ｒ）］ｄ ｔ ＋

　 Ｗｔ Ｙ －１
ｔ ωＳ，ｔ σＳｄＢＳ，ｔ （７）

此时有以下命题成立．
命题 ２　 给定财富动态过程如式（７）所示，不

考虑卖空和借贷约束，投资者最大化期末财富效

用函数式（５）的最优动态投资组合为

ω∗
Ｓ，ｔ ＝

（αＳ －ｒ） Ｙｔ ＋βＳ

γ σ２
Ｓ

－
（ＡＳ，ｔ Ｙｔ ＋ＢＳ，ｔ） σＭρ

γ σＳ
（８）

其中 ＡＳ，ｔ 和 ＢＳ，ｔ 分别由附录 Ｂ 中式（Ａ１１）和式

（Ａ１２）给出． 证明见附录 Ｂ．

式（８）的第 １ 项
（αＳ － ｒ）Ｙｔ ＋ βＳ

γσ２
Ｓ

为均值方差

最优组合，它是 Ｙｔ 的增函数，或方差 ／波动率资产

价格的减函数． 第 ２ 项 －
（ＡＳ，ｔＹｔ ＋ ＢＳ，ｔ）σＭρ

γσＳ
代表

跨期风险对冲需求，它依赖于股票资产和方差 ／波
动率资产的价格相关性 ρ ． 通常情况下 ρ ＜ ０ ，即
股票资产价格的变动和方差 ／波动率的变动是负

相关的． 同时，当 γ ＞ １ 时 ＡＳ，ｔ 取值为负，因而为了

对冲方差 ／波动率随时间的变动， 投资者会随着

方差 ／波动率资产价格的增加，降低股票资产的

权重．
１． ４　 组合中不包含方差 ／波动率资产的经济成本

为了考察在组合中不加入方差 ／波动率资产

给投资者带来的经济成本，类似于 Ｌｉ 和 Ｚｈｏｕ
［１２］，求解以下方程

Ｅ０［ｕ（ＷＴ（ω∗
Ｚ，ｔ） ｜ Ｗ０ ＝ １）］ ＝

　 Ｅ０［ｕ（ＷＴ（ω∗
Ｓ，ｔ） ｜ Ｗ０ ＝ ｃ）］

ｃ 越大，表明投资者需要更高的初始财富投资

ω∗
Ｓ，ｔ ，才能获得用 １ 元投资 ω∗

Ｚ，ｔ 相同的期望期末

效用． 显然， ｃ 可以由下式得到

ｃ ＝ ｅｘｐ （Ａｔ －ＡＳ，ｔ）Ｙ＋（Ｂｔ －ＢＳ，ｔ）ｌｎ（Ｙ） ＋ Ｃｔ － ＣＳ，ｔ

１ － γ
æ
è
ç

ö
ø
÷

因而，组合中不包含方差 ／波动率资产的经济成本

可以写作 ｃ－ ＝ ｃ － １ ，代表每一元期初财富，投资

者需要额外 ｃ－ 元补偿，才能使他愿意投资 ω∗
Ｓ，ｔ 而

不是 ω∗
Ｚ，ｔ ．

２　 实证研究

２． １　 数据和参数估计

本文采用的数据是美国标普 ５００ 全收益指数

和 ＶＩＸ 期货连续合约，数据样本区间为 ２００５ 年

１ 月３ 日至 ２０１８ 年 １２ 月 ３１ 日共 ３ ６５１ 个交易日

数据． 计算了两种资产的对数收益率并乘上 １００，
其样本统计量如表 １ 所示． 可以看到同标普 ５００
全收益指数相比，ＶＩＸ 期货具有更大的标准差和

峰度，表明 ＶＩＸ 期货更有可能发生较大的波动．
标普 ５００ 全收益指数收益率具有负的偏度，而
ＶＩＸ 期货具有正的偏度，即股票资产更有可能发

生负向变动，而波动率资产更有可能发生向上的正

向变动． 最后，两种资产的相关系数为 －０． ６５４ ０．
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表 １　 资产对数收益率的样本统计值

Ｔａｂｌｅ １ Ｓｕｍｍａｒｙ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ａｓｓｅｔｓ ｒｅｔｕｒｎｓ

均值 标准差 偏度 峰度 相关系数

标普 ５００ 全收益指数 ０． ０２８ １ １． １６１ ６ － ０． ３６３ ５ １５． １９ － ０． ６５４ ０

ＶＩＸ 期货 ０． ０１３ ２ ４． １１５ ８ １． ４９７ ３ ２１． ６８ －

　 　 采用 Ａｉｔ⁃Ｓａｈａｌｉａ 和 Ｋｉｍｍｅｌ［１３］ 的方法对模型

（１）和模型（３）进行估计，估计结果如表 ２ 所示．
βＳ 的估计值较小且不显著，表明波动率的增加不

能显著提高股票资产的风险溢价． βＶ 的估计值为

－ ０． ００１ ４，且在 １％水平上显著． 由模型（３）可知

ＶＩＸ 期货价格的长期均衡值为

　 ０． ９４１ １ ／ ０． ００１ ４ ≈ ２５． ９３
ρ 的 估 计 值 为 － ０ ． ６６１ ０， 且 在 １％ 水 平 上

显著，即股票收益率和波动率变动之间存在

负相关关系 ． 最后，股票资产的波动率 σ Ｓ 和

ＶＩＸ 期货的波动率 σ Ｖ 均显著，但前者要远小

于后者 ．
表 ２　 参数估计结果

Ｔａｂｌｅ ２ Ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ

αＳ βＳ αＶ βＶ ρ σＳ σＶ

估计值 ０． ０５７ ７ ０． ０００ １ ０． ９４１ １∗∗∗ － ０． ００１ ４∗∗∗ － ０． ６６１ ０∗∗∗ ０． ００７ ６∗∗∗ ０． ０３５ １∗∗∗

标准差 ０． ０５９ ８ ０． ０００ ２ ０． ２４１ ６ ０． ０００ ５ ０． ０１３ ６ ０． ０００ １ ０． ００１ ３

　 　 注： ∗∗∗表示在 １％水平上显著．

２． ２　 最优动态投资组合和经济成本

根据命题 １ 和命题 ２，求解包含 ＶＩＸ 期货

和不包含 ＶＩＸ 期货时的最优投资组合问题 ． 投
资者风险厌恶系数设为 １０，无风险利率设为

０. ０３，投资期限为 １ 年． 图 １ 画出了不同 ＶＩＸ 期

货价格下投资者的最优投资组合权重． 可以看

到，不管是否包含 ＶＩＸ 期货，风险资产的权重都

会随着 ＶＩＸ 期货价格的增加而降低，而无风险

资产的权重会随着 ＶＩＸ 期货价格的增加而

增加．

图 １　 最优动态投资组合

Ｆｉｇ． １ Ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ
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　 　 当组合中包含 ＶＩＸ 期货时，投资者在 ＶＩＸ 期

货价格较低的时候会投资较高比重的风险资产．
例如，当 ＶＩＸ 期货价格为 １０ 的时候，此时市场整

体的风险较低，股票资产会有较高的吸引力；同时

由于 ＶＩＸ 期货价格位于均衡值以下，有较大的概

率向上回复． 因而，投资者在标普 ５００ 指数和 ＶＩＸ
期货的投资权重分别为 ４． ３７１ ２ 和 １． ２９３ ８，即风

险资产的总权重达 ５． ６６５，而无风险资产的权重

为 － ４． ６６５． 当 ＶＩＸ 期货价格增加时，投资者会迅

速降低风险资产的比重． 当 ＶＩＸ 期货价格接近 ３０
时，风险资产的权重基本接近于 ０． 当 ＶＩＸ 期货价

格达到较高水平，投资者此时会同时做空标普

５００ 指数和 ＶＩＸ 期货． 例如，当 ＶＩＸ 期货价格为

８０ 时，标普 ５００ 指数和 ＶＩＸ 期货的权重分别为

－０． ３７８ ２和 － ０． １６８ ５，无风险资产的权重为

１． ５４６ ７．此时尽管股票资产可能出现反弹而出现

亏损，但是 ＶＩＸ 期货价格向下均值回复，会有效

降低组合的风险．
相比而言，如果组合中不包含 ＶＩＸ 期货，投

资者在 ＶＩＸ 期货价格较低时对风险资产的投资

会谨慎很多． 例如，当 ＶＩＸ 期货价格为 １０ 的时

候，标普 ５００ 指数的投资权重仅为 ０． ５７１ ３． 当
ＶＩＸ 期货价格进一步上升时，投资者会降低对标

普 ５００ 指数的投资． 但是当 ＶＩＸ 期货价格增长至

３０ 以上时， ＶＩＸ 期货价格的变化对风险资产权重

的影响非常小． 即使在 ＶＩＸ 期货价格为 ８０ 时，投
资者在标普 ５００ 指数的投资权重仍达到 ０． １０７ ４．
此时投资者承担了较高的市场价格波动风险．

根据命题 １ 和命题 ２，表 ３ 将风险资产的投

资权重进一步分解为均值方差静态组合权重和跨

期对冲需求权重，分别对应于式（６）或式（８）的第

１ 项和第 ２ 项．
表 ３　 投资组合权重的两个组成成分

Ｔａｂｌｅ ３ Ｔｗｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｗｅｉｇｈｔｓ

ＶＩＸ

期货

价格

均值方差

组合权重

股票

指数

ＶＩＸ

期货

跨期对冲需求权重

投资期限 １ 个月 投资期限 １ 年 投资期限 ２ 年

股票

指数

ＶＩＸ

期货

股票

指数

ＶＩＸ

期货

股票

指数

ＶＩＸ

期货

面板 Ａ： 包含 ＶＩＸ 期货

１０ ４． ３７１ ２ １． ２５１ ７ ０． ０００ ０ ０． ０４２ ０ ０． ０００ ０ ０． ３２４ ８ ０． ０００ ０ ０． ４３６ ２

２０ ０． ７５２ ６ ０． １７６ ４ ０． ０００ ０ ０． ００３ ３ ０． ０００ ０ ０． ０２６ ６ ０． ０００ ０ ０． ０３７ ２

３０ ０． ０８２ ５ － ０． ０２２ ７ ０． ０００ ０ － ０． ００３ ９ ０． ０００ ０ － ０． ０２８ ７ ０． ０００ ０ － ０． ０３６ ７

４０ － ０． １５２ １ － ０． ０９２ ４ ０． ０００ ０ － ０． ００６ ４ ０． ０００ ０ － ０． ０４８ ０ ０． ０００ ０ － ０． ０６２ ６

５０ － ０． ２６０ ６ － ０． １２４ ７ ０． ０００ ０ － ０． ００７ ６ ０． ０００ ０ － ０． ０５６ ９ ０． ０００ ０ － ０． ０７４ ６

６０ － ０． ３１９ ６ － ０． １４２ ２ ０． ０００ ０ － ０． ００８ ２ ０． ０００ ０ － ０． ０６１ ８ ０． ０００ ０ － ０． ０８１ １

７０ － ０． ３５５ ２ － ０． １５２ ８ ０． ０００ ０ － ０． ００８ ６ ０． ０００ ０ － ０． ０６４ ７ ０． ０００ ０ － ０． ０８５ ０

８０ － ０． ３７８ ２ － ０． １５９ ６ ０． ０００ ０ － ０． ００８ ９ ０． ０００ ０ － ０． ０６６ ６ ０． ０００ ０ － ０． ０８７ ５

面板 Ｂ： 不包含 ＶＩＸ 期货

１０ ０． ５７２ ８ － ０． ００１ ５ － ０． ０１１ ３ － ０． ０１３ ２

２０ ０． ２１７ ３ ０． ０００ ６ ０． ０００ ２ － ０． ０００ ２

３０ ０． １５１ ４ ０． ０００ ９ ０． ００２ ３ ０． ００２ ２

４０ ０． １２８ ４ ０． ００１ １ ０． ００３ １ ０． ００３ ０

５０ ０． １１７ ７ ０． ００１ １ ０． ００３ ４ ０． ００３ ４

６０ ０． １１１ ９ ０． ００１ ２ ０． ００３ ６ ０． ００３ ６

７０ ０． １０８ ４ ０． ００１ ２ ０． ００３ ７ ０． ００３ ７

８０ ０． １０６ ２ ０． ００１ ２ ０． ００３ ８ ０． ００３ ８
　

　 　 由面板 Ａ 可以看到，当组合中包含 ＶＩＸ 期货

时，均值方差组合在 ＶＩＸ 期货价格较低时同时买

入股票和 ＶＩＸ 期货，而在 ＶＩＸ 期货价格较高时同

时卖出股票和 ＶＩＸ 期货． 由命题 １ 后续的评论可
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知，股票指数的跨期风险对冲需求为 ０，而 ＶＩＸ
期货的跨期风险对冲需求是 ＶＩＸ 期货价格的减

函数． 表 ３ 中的实证结果和本研究的理论结果

相一致，也具有直观的经济解释． 由于 ＶＩＸ 期货

价格存在均值回复特性，因而当 ＶＩＸ 期货价格

较低时 ＶＩＸ 期货的跨期对冲需求为正，而当 ＶＩＸ
期货价格较高时 ＶＩＸ 期货的跨期对冲需求

为负．
当组合中不包含 ＶＩＸ 期货时，由命题 ２ 后续

的评论可知，股票指数的均值方差组合权重和跨

期对冲需求权重都随着 ＶＩＸ 期货价格的增加而

降低． 面板 Ｂ 中的实证结果与本研究理论结果也

是一致的． 随着 ＶＩＸ 期货价格的增加，风险厌恶

的投资者在均值方差组合中会降低股票指数的投

资权重，相应增加无风险资产的投资权重． 同样，
考虑到 ＶＩＸ 期货的均值回复特性，投资者在 ＶＩＸ

期货价格较低时会担心 ＶＩＸ 期货价格回升从而

降低股票的投资权重，因而此时股票的跨期对冲

需求为负． 相应的，当 ＶＩＸ 期货价格较高时，投资

者的跨期对冲需求为正．
图 ２ 给出了当包含 ＶＩＸ 期货时，投资者在不

同投资期限下的最优组合权重． 同表 ３ 的结论一

致，标普 ５００ 指数的跨期风险对冲需求为 ０，因而

其权重不会随着投资期限的变化而变化． 而 ＶＩＸ
期货权重的跨期需求依赖于 ＶＩＸ 期货价格水平．
可以看到，当 ＶＩＸ 期货价格较低时，由于 ＶＩＸ 期

货价格有向上均值回复的趋势，此时 ＶＩＸ 期货有

正的跨期风险对冲需求，即 ＶＩＸ 期货的投资权重

会随着投资期限的增加而增加． 而当 ＶＩＸ 期货价

格较高时，此时 ＶＩＸ 期货价格有较大的可能性会

向下均值回复，此时 ＶＩＸ 期货的投资权重会随着

投资期限的延长而降低．

图 ２　 不同投资期限下的最优投资组合

Ｆｉｇ． ２ Ｏｐｔｉｍａｌ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ ｈｏｒｉｚｏｎｓ

　 　 最后，图 ３ 给出了组合中不包含 ＶＩＸ 期货

对投资者带来的经济成本． 首先，当 ＶＩＸ 期货价

格较低时，投资者由于没有在市场风险较低的

时候充分投资风险资产，此时会遭受较高的经

济成本． 可以看到，当投资期限为 １ 年，ＶＩＸ 期货

价格为 １０ 时，经济成本达 ０． ３０４ ９ 元，即需要额

外支付 ３０． ４９％的财富给投资者，才能使他愿意

在组合中不加入 ＶＩＸ 期货． 其次，当 ＶＩＸ 期货价

格较高的时候，投资者由于没有在市场风险较

高的时候规避风险，或采用 ＶＩＸ 期货来分散和

对冲股票市场风险，同样也会遭受较大的经济

成本． 可以看到，当 ＶＩＸ 期货价格为 ８０ 时，经济
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成本达到 ０． １８２ ３ 元． 当 ＶＩＸ 期货价格接近其均

衡价格时，不包含 ＶＩＸ 期货所导致的经济成本

相对较小．
经济成本的 Ｕ 型曲线也是和图 １ 中的结果

一致． 由图 １ 可以看到，当 ＶＩＸ 期货价格较低时，
投资者会购买 ＶＩＸ 期货分散股票多头的风险；当
ＶＩＸ 期货价格较高时，投资者会做空 ＶＩＸ 期货分

散股票空头的风险；当 ＶＩＸ 期货处于中间的均衡

水平时，投资者对风险资产的投资权重接近于 ０．
因而当 ＶＩＸ 期货价格较高或较低时，投资者通过

投资 ＶＩＸ 期货分散股票组合风险所得到的好处

更大，相应的不包含 ＶＩＸ 期货所带来的经济成本

也越高． 最后，可以看到组合中不加入 ＶＩＸ 期货

所导致的经济成本会随着投资期限的延长而

增加．

图 ３　 组合中不包含 ＶＩＸ 期货的经济成本

Ｆｉｇ． ３ Ｅｃｏｎｏｍｉｃ ｃｏｓｔ ｏｆ ｅｘｃｌｕｓｉｏｎ ｏｆ ＶＩＸ ｆｕｔｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ

２． ３　 样本外投资绩效

本节考察引入 ＶＩＸ 期货是否能提高投资组

合的样本外绩效． 用 ２００５ 年 １ 月 ３ 日—２００７ 年

１２ 月 ３１ 日共 ７８０ 个的样本内日收益率数据估计

模型（１）和模型（３），并使用剩下的数据做样本外

检验． 设定模型参数在样本外期间保持不变，因而

资产权重的变化依赖于市场状态变量，即 ＶＩＸ 期

货的价格以及投资期限． 假设投资者初始的投资

期限为 ２０ 天，随着时间向前推移一天投资期限相

应减 １，并通过式（６）或式（８）求得风险资产的投

资权重． 当剩余期限为 ０，可以求得 ２０ 天投资期

限的投资收益率，并重新开始下一轮 ２０ 天投资期

限的投资决策． 通过这样的方法，一共得到了 １４３
个互不重叠的投资期限为 ２０ 天的样本外收益率．
表 ４ 给出了不同模型的样本外绩效表现，包括年化

收益率均值、标准差、夏普比率和平均成交额． 在计

算收益率时，忽略了交易费用的影响． 按照 Ｋｉｒｂｙ
和 Ｏｓｔｄｉｅｋ［１４］的方法计算风险资产的成交额

τ ＝ １
Ｔ － １∑

Ｔ－１

ｔ ＝ １
∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ω∗

ｉ，ｔ －

　 　
ω∗

ｉ，ｔ －１（１ ＋ Ｒ ｉ，ｔ）

１ ＋ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ω∗

ｉ，ｔ －１Ｒ ｉ，ｔ ＋ (１ － ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ω∗

ｉ，ｔ －１ )Ｒ ｆ，ｔ

其中 Ｍ 为风险资产的数量， ω∗
ｉ，ｔ 代表 ｔ 时刻风险

资产 ｉ 的投资权重， Ｒ ｉ，ｔ 为风险资产 ｉ 在 ｔ － １ 至 ｔ
的收益率．

表 ４　 组合的样本外投资绩效（ Ｔ ＝ ２０ ｄ， γ ＝ １０ ）
Ｔａｂｌｅ ４ Ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｓａｍｐｌｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ（ Ｔ ＝ ２０ ｄ， γ ＝ １０ ）

年化均值 年化标准差 年化夏普比 平均成交额

等权组合 ０． ０３７ ５ ０． ０７７ ０ ０． ４８７ ２ ０． ００１ ９

不包含 ＶＩＸ 期货 ０． ０４７ ５ ０． ０８５ ４ ０． ５５５ ４ ０． ００９ ６

包含 ＶＩＸ 期货 ０． ２６５ ７ ０． １５２ １ １． ７４７ ２ ０． ０９５ ０

　

　 　 表 ４ 中的第 １ 行给出的是股票和无风险资产

等权组合的绩效表现． 该组合虽然风险较小，但收

益率最低，最终在 ３ 个模型中夏普比率最低． 第
３ 行给出的是不包含 ＶＩＸ 期货的动态投资组合的

绩效表现． 同等权组合相比，该组合能够获得较高

的收益率和夏普比率，表明考虑波动率时变风险

有助于提高组合绩效［１５］ ． 最后，第 ４ 行给出的是

包含 ＶＩＸ 期货的最优投资组合的样本外绩效． 可
以看到，加入 ＶＩＸ 期货的动态投资组合具有更高

的波动风险，年化波动率是前述两个模型的两倍．
图 １ 的结果表明，由于 ＶＩＸ 期货和标普 ５００ 指数

存在风险分散的效果，在 ＶＩＸ 期货价格很低或很
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高的时候组合中风险资产权重的绝对值都比较

大． 考虑到模型不确定性因素的影响，风险资产的

高权重可能会导致组合波动率增加；同时，较高的

风险资产权重也使得组合的成交额更高． 与另外

两个模型相比，该模型也获得了更高的收益和更

高的夏普比．
为了检验表 ４ 中的结果在不同的参数下是否

稳健，表 ５ 给出了投资期限分别为 １０ 天和 ３０ 天，

风险厌恶系数分别为 ５ 和 ２０ 时组合的样本外绩

效． 同表 ４ 的结论一致，表 ５ 的实证结果表明，在
股票组合中加入 ＶＩＸ 期货有助于提高组合收益

和收益风险比． 同时，同投资期限相比，投资者

风险厌恶系数对组合波动率和风险资产成交规

模的影响更为显著． 特别的，较高的风险厌恶程

度有助于降低组合的波动率以及风险资产的成

交额．
表 ５　 不同参数下各个组合的样本外投资绩效

Ｔａｂｌｅ ５ Ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｓａｍｐｌｅ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ ｈｏｒｉｚｏｎｓ ａｎｄ ｒｉｓｋ ａｖｅｒｓｉｏｎｓ

年化均值 年化标准差 年化夏普比 平均成交额

面板 Ａ： Ｔ ＝ １０ 天， γ ＝ １０

等权组合 ０． ０３８ ０ ０． ０８３ １ ０． ４５６ ８ ０． ００１ ９

不包含 ＶＩＸ 期货 ０． ０４７ ７ ０． ０９３ ４ ０． ５１１ １ ０． ００９ ５

包含 ＶＩＸ 期货 ０． ２６３ ６ ０． １５２ ８ １． ７２５ ３ ０． ０９４ ７

面板 Ｂ： Ｔ ＝ ３０ 天， γ ＝ １０

等权组合 ０． ０４１ １ ０． ０７９ ２ ０． ５１８ ９ ０． ００１ ９

不包含 ＶＩＸ 期货 ０． ０５１ ５ ０． ０８８ ９ ０． ５７９ ７ ０． ００９ ７

包含 ＶＩＸ 期货 ０． ２７６ ７ ０． １８５ ８ １． ４８９ ４ ０． ０９５ ２

面板 Ｃ： Ｔ ＝ ２０ 天， γ ＝ ５

等权组合 ０． ０３７ ５ ０． ０７７ ０ ０． ４８７ ２ ０． ００１ ９

不包含 ＶＩＸ 期货 ０． ０５９ ５ ０． １７０ ２ ０． ３４９ ８ ０． ０１８ ６

包含 ＶＩＸ 期货 ０． ５０２ ３ ０． ３２２ ２ １． ５５９ １ ０． １９３ ６

面板 Ｄ： Ｔ ＝ ２０ 天， γ ＝ ２０

等权组合 ０． ０３７ ５ ０． ０７７ ０ ０． ４８７ ２ ０． ００１ ９

不包含 ＶＩＸ 期货 ０． ０３９ ４ ０． ０４２ ８ ０． ９２１ ６ ０． ００５ ２

包含 ＶＩＸ 期货 ０． １４７ ９ ０． ０７４ ０ １． ９９７ ５ ０． ０４７ ２

３　 结束语

方差 ／波动率是重要的市场状态变量，是投资

者进行投资决策的重要指标；同时，方差 ／波动率

资产和股票资产价格变动存在负相关关系，股票

组合中引入方差 ／波动率资产有助于分散组合风

险． 本文在组合中除了包含传统的股票资产和无

风险资产之外，还包含了方差 ／波动率资产，并给

出了动态最优投资组合的显式解．
研究发现，方差 ／波动率资产价格是影响投资

组合权重的重要状态变量，其价格的增加反映了

市场波动程度的增加，从而导致股票资产以及方

差 ／波动率资产权重的降低． 基于美国标普 ５００ 全

收益指数和 ＶＩＸ 期货的实证结果表明，组合中加

入 ＶＩＸ 期货有助于分散组合风险和提高投资组

合样本外绩效． 组合中不包含 ＶＩＸ 期货会导致投

资者在市场风险较小的时候过于谨慎，而在市场

风险较高的时候承担了较高的市场不利变动风

险，从而导致投资者遭受较高的经济成本．
样本外实证结果表明，在股票组合中加入 ＶＩＸ

期货有助于提高组合收益和收益风险比． 然而，当投

资者具有较低的风险厌恶系数时，ＶＩＸ 期货的加入

提高了风险资产的权重和成交规模． 在存在模型不

确定性的情况下，高风险资产权重容易导致组合的

波动率增加；而当交易手续费较高时，较高的成交规
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模会侵蚀组合的收益．在引入方差 ／波动率资产构建 组合时考虑交易成本的影响，值得进一步深入研究．
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附录 Ａ
命题 １ 的证明：

令 Ｊ（Ｗ，Ｙ，ｔ） ＝ ｍａｘ Ｅｔ（ｕ（ＷＴ）） 代表式（５）的值函数，则满足以下 ＨＪＢ 方程

０ ＝ ｓｕｐ
ωｔ
｛Ｊｔ ＋ ＪＷＷ［ ｒ ＋ ω′

Ｚ，ｔ（αＺ ＋ βＺＹ －１
ｔ － ｒ）］ ＋ １

２ ＪＷＷＷ ２Ｙ －１
ｔ ω′

Ｚ，ｔΣ ＺωＺ，ｔ ＋ ＪＹκＹ（θＹ － Ｙｔ） ＋

１
２ ＪＹＹσ２

ＸＹ － ＪＷＹＷｔω′
Ｚ，ｔΣ ＺＭ｝

（Ａ１）

其中

　 　 　 　 　 　 　 　 Σ Ｚ ＝
σ２

Ｓ ρσＳσＭ

ρσＳσＺ σ２
Ｍ

[ ]，Σ ＺＭ ＝
ρσＳσＭ

σ２
Ｍ

[ ] （Ａ２）

且 Ｊ（Ｗ，Ｙ，ｔ） 的终值条件为

　 　 　 　 　 　 　 　 Ｊ（Ｗ，Ｙ，Ｔ） ＝ Ｗ１－γ

１ － γ （Ａ３）

借鉴 Ｃｈａｃｋｏ 和 Ｖｉｃｅｉｒａ ［１１］的做法，推测值函数可以写作

　 　 　 　 　 　 　 　 Ｊ（Ｗ，Ｙ，ｔ） ＝ Ｗ１－γ

１ － γｅｘｐ（ＡｔＹ ＋ Ｂｔ ｌｎ（Ｙ） ＋ Ｃｔ） （Ａ４）

其中 Ａｔ，Ｂｔ 和 Ｃｔ 为时间 ｔ 的函数，且满足终值条件 ＡＴ ＝ ＢＴ ＝ ＣＴ ＝ ０ ． 将式（Ａ４）代入式（Ａ１）可以得到

０ ＝ ｓｕｐ
ωｔ
｛Ａ′

ｔＹ ＋ Ｂ′
ｔ ｌｎ（Ｙ） ＋ Ｃ′

ｔ ＋ （１ － γ）［ ｒ ＋ ω′
Ｚ，ｔ（αＺ ＋ βＺＹ －１

ｔ － ｒ）］ － １
２ γ（１ － γ）Ｙ －１

ｔ ω′
Ｚ，ｔΣ ＺωＺ，ｔ ＋

Ａｔ ＋
Ｂｔ

Ｙ( )κＹ（θＹ － Ｙｔ） ＋ １
２ Ａｔ ＋

Ｂｔ

Ｙ( )
２

－
Ｂｔ

Ｙ２[ ]σ２
ＸＹ － （１ － γ） Ａｔ ＋

Ｂｔ

Ｙ( )ω′
Ｚ，ｔΣ ＺＭ｝

（Ａ５）

上式的一阶条件为

（αＺ ＋ βＺＹ －１
ｔ － ｒ） － γＹ －１

ｔ Σ ＺωＺ，ｔ － （Ａｔ ＋
Ｂｔ

Ｙ ）Σ ＺＭ ＝ ０

因而最优动态投资组合为

ω∗
Ｚ，ｔ ＝ １

γ Σ －１
Ｚ ［（αＺ － ｒ）Ｙｔ ＋ βＺ － （ＡｔＹｔ ＋ Ｂｔ）Σ ＺＭ］

由于 Σ －１
Ｚ Σ ＺＭ ＝ ［０，１］ ′ ，故

　 　 　 　 　 　 　 　 ω∗
Ｚ，ｔ ＝ １

γ Σ －１
Ｚ ［（αＺ － ｒ）Ｙｔ ＋ βＺ］ － １

γ ［０，ＡｔＹｔ ＋ Ｂｔ］ ′ （Ａ６）

将 ω∗
Ｚ，ｔ 代入式（Ａ５），并且由对数线性化

－ ｌｎ （Ｙｔ） ≈ ｌｎ θＸ ＋ １
θＸ

（Ｘ － θＸ） ＝ ｌｎ κＹ － ｌｎ （κＹθＹ － σ２
Ｘ） － １ ＋

κＹθＹ － σ２
Ｘ

κＹ
Ｙ －１

ｔ

其中

θＸ ＝ －
αＸ

βＸ
＝

κＹ

κＹθＹ － σ２
Ｘ

代表方差资产价格的长期均衡值． 可以将式（Ａ５）写作

　 　 　 　 （Ａ′
ｔ ＋ υＡ２

ｔ － κＡＡｔ － δＡ）Ｙｔ ＋ （φＢＢ′
ｔ ＋ υＢ２

ｔ － κＢＢｔ － δＢ）Ｙ －１
ｔ ＋ Ｃ′

ｔ － ｆ（Ａｔ，Ｂｔ） ＝ ０ （Ａ７）
其中

υ ＝ １
２γσ

２
Ｍ， κＡ ＝ κＹ － γ － １

γ （αＭ － ｒ）， δＡ ＝ γ － １
２γ （αＺ － ｒ） ′Σ －１

Ｚ （αＺ － ｒ），φＢ ＝
σ２

Ｘ － κＹθＹ

κＹ
，κＢ ＝ １

２ σ２
Ｘ － γ － １

γ βＭ －

κＹθＹ，δＢ ＝ γ － １
２γ β′

ＺΣ －１
Ｚ βＺ
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以及

ｆ（Ａｔ，Ｂｔ） ＝ κＹＢｔ － ［ｌｎ（κＹθＹ － σ２
Ｘ） ＋ １ － ｌｎ κＹ］Ｂ′

ｔ － （１ － γ） ｒ － １ － γ
γ （αＺ － ｒ － ＡｔΣ ＺＭ） ＴΣ －１

Ｚ （βＺ － ＢΣ ＺＭ） －

ＡｔκＹθＹ － ＡｔＢｔσ２
Ｘ

为了保证式（Ａ７）对任意的 Ｙｔ 都成立， Ａｔ 应满足以下常微分方程

Ａ′
ｔ ＋ υＡ２

ｔ － κＡＡｔ － δＡ ＝ ０
并且由终端条件 ＡＴ ＝ ０ ，可以得到 Ａｔ 的显示解为

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｔ ＝ －
２［ｅｘｐ（ξＡτ） － １］

（κＡ ＋ ξＡ）［ｅｘｐ（ξＡτ） － １］ ＋ ２ξＡ
δＡ （Ａ８）

其中 ξＡ ＝ κ２
Ａ ＋ ２υδＡ ，τ ＝ Ｔ － ｔ ．

类似的，有 Ｂｔ 满足以下常微分方程

ϕＢＢ′
ｔ ＋ υＢ２

ｔ － κＢＢｔ － δＢ ＝ ０
并且由终端条件 ＢＴ ＝ ０ ，可得方程的解为

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｂｔ ＝ －
２［ｅｘｐ（ξＢτ ／ φＢ） － １］

（κＢ ＋ ξＢ）［ｅｘｐ（ξＢτ ／ φＢ） － １］ ＋ ２ξＢ
δＢ （Ａ９）

其中 ξＢ ＝ κ２
Ｂ ＋ ２υδＢ ．

最后，由 Ｃ′
ｔ ＝ ｆ（Ａｔ，Ｂｔ） 以及终值条件 ＣＴ ＝ ０ ， Ｃｔ 可以写作

Ｃｔ ＝ － ∫Ｔ
ｔ
Ｃ′

ｓｄ ｓ ＝ － ∫Ｔ
ｔ
ｆ（Ａｔ，Ｂｔ）ｄ ｓ ．

在实证分析中，采用梯形数值积分方法求解上式． 证毕．

附录 Ｂ
命题 ２ 的证明：

类似于命题 １ 的证明，值函数 Ｊ（Ｗ，Ｙ，ｔ） ＝ ｍａｘ Ｅｔ（ｕ（ＷＴ）） 可以写作

Ｊ（Ｗ，Ｙ，ｔ） ＝ Ｗ１－γ

１ － γｅｘｐ（ＡＳ，ｔＹ ＋ ＢＳ，ｔ ｌｎ（Ｙ） ＋ ＣＳ，ｔ）

且满足以下 ＨＪＢ 方程

　 　
０ ＝ ｓｕｐ

ωｔ
｛Ａ′

Ｓ，ｔＹ ＋ Ｂ′
Ｓ，ｔ ｌｎ（Ｙ） ＋ Ｃ′

Ｓ，ｔ ＋ （１ － γ）［ ｒ ＋ ωｔ（αＳ ＋ βＳＹ －１ － ｒ）］ － １
２ γ（１ － γ）ω２

ｔ Ｙ －１
ｔ ＋

ＡＳ，ｔ ＋
ＢＳ，ｔ

Ｙ( )κＹ（θＹ － Ｙｔ） ＋ １
２ ＡＳ，ｔ ＋

ＢＳ，ｔ

Ｙ( )
２

－
ＢＳ，ｔ

Ｙ ２[ ]σ２
ＸＹ － （１ － γ） ＡＳ，ｔ ＋

ＢＳ，ｔ

Ｙ( )ωｔσＸρ｝
（Ａ１０）

由一阶条件可得最优解为

ω∗
Ｓ，ｔ ＝

（αＳ － ｒ）Ｙｔ ＋ βＳ

γσ２
Ｓ

－
（ＡＳ，ｔＹｔ ＋ ＢＳ，ｔ）σＭρ

γσＳ

将其代入式（Ａ１０）， 可求得

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＡＳ，ｔ ＝ －
２［ｅｘｐ（ξＡτ） － １］

（κＡ ＋ ξＡ）［ｅｘｐ（ξＡτ） － １］ ＋ ２ξＡ
δＡ （Ａ１１）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＢＳ，ｔ ＝ －
２［ｅｘｐ（ξＢτ ／ φＢ） － １］

（κＢ ＋ ξＢ）［ｅｘｐ（ξＢτ ／ φＢ） － １］ ＋ ２ξＢ
δＢ （Ａ１２）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｃｔ ＝ － ∫Ｔ
ｔ
ｆ（Ａｔ，Ｂｔ）ｄ ｓ （Ａ１３）

其中

υ ＝ （１ － γ
γ σ２

Ｘρ２ ＋ σ２
Ｘ）， κＡ ＝ κＹ － γ － １

γ σＸρ（αＳ － ｒ），δＡ ＝ γ － １
２γ （αＳ － ｒ） ２， ξＡ ＝ κ２

Ａ ＋ ２υδＡ ，φＢ ＝
σ２

Ｘ － κＹθＹ

κＹ
，

κＢ ＝ １
２ σ２

Ｘ － γ － １
γ σＸ ρ βＳ － κＹθＹ， δＢ ＝ γ － １

２γ β２
Ｓ，ξＢ ＝ κ２

Ｂ ＋ ２υδＢ ，τ ＝ Ｔ － ｔ，

且

ｆ（ＡＳ，ｔ，ＢＳ，ｔ） ＝ κＹＢＳ，ｔ － ［ｌｎ（κＹθＹ － σ２
Ｘ） ＋ １ － ｌｎ κＹ］Ｂ′

Ｓ，ｔ － （１ － γ） ｒ － １ － γ
γ （αＳ － ｒ － σＸρＡ）（βＳ － σＸρＢ） －

ＡＳ，ｔκＹθＹ － ＡＳ，ｔＢＳ，ｔσ２
Ｘ ．

证毕．
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