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主观死亡评估下的退休后投资－消费－年金化时刻决策①

伍慧玲，廖 朴
( 中央财经大学中国精算研究院，北京 102206)

摘要: 考虑退休者的死亡风险和遗产效用，研究了退休后期最优投资 －消费 －年金化时刻决
策问题． 根据退休者在退休时刻对自身死亡概率的主观评估，把退休者分为两大类: 第一类
退休者自我评估以概率 1 活不到最大年金化时刻，第二类退休者自我评估以一定概率活得过
最大年金化时刻． 自退休时刻开始到死亡时刻或年金化时刻为止，退休者要进行投资和消费
决策． 假设最优的年金化时刻是使得年金化前后的累计消费效用均值以及遗产效用均值之和
达到最大． 采取幂效用函数形式，得到了最优投资 －消费策略的解析解、第一类退休者在生
存期内都不购买年金的条件以及第二类退休者选择在最大年金化时刻购买年金的条件． 利用
数值分析方法，详细分析了性别、生存周期、遗产效用、折现函数、风险厌恶系数、金融投资环
境以及年金产品价格对退休者年金行为的影响．
关键词: 退休后期; 最优投资 －消费 －年金化时刻决策; 死亡风险; 遗产效用; 动态规划
中图分类号: F830． 59; F840． 4 文献标识码: A 文章编号: 1007 －9807( 2024) 03 －0071 －20

0 引 言

目前，全球老龄化趋势日趋严峻． 以我国为
例，根据中国发展研究基金会的研究报告《中国
发展报告 2020: 中国人口老龄化的发展趋势和政
策》，到 2025 年“十四五”规划完成时，中国
65 周岁及以上的老年人将超过 2． 1 亿，占总人
口数约 15% ; 到 2035 年和 2050 年，65 周岁及以
上的老年人将分别达到 31 亿和接近 38 亿，占总
人口的比例分别为 22． 3%和 27． 9% ．因此，各国
政府和专家学者们正积极地从不同方面采取各种

措施解决老龄化带来的财政压力和各种社会问

题，以应对日益严峻的老龄化危机，比如采取养

老金补缴［1］、改善人口结构［2］和延迟退休［3］等措
施． 然而，优化退休后的投资、消费和年金化决
策以提高退休者福利，也是有效的应对措施

之一．

在退休时刻，很多实证结果［4 － 6］表明，由于

强烈的遗产动机、退休者的身体状况不佳以及年
金产品回报率低等因素，绝大多数退休者都不愿

意在退休时刻将全部累积财富购买终身年金，即

使通过这种方式他们可以终身获得相对稳定的消

费金额． 在这样的情况下，世界上很多国家顺势
而为推出相关政策，允许退休者选择延迟购买年

金，比较知名的是所谓的收入抽取政策( income
drawdown option，IDO) ． 这个政策规定，在退休
时刻至年金化时刻或死亡时刻之间，退休者可定

期从养老基金账户里提取一定的金额用于日常消

费支出，剩余的财富进行投资，个人可根据自己

的偏好选择投资策略，目的是尽可能提高年金化

时刻的财富水平，或者最大化决策周期内的累计

消费效用与年金化效用( 或遗产效用) 之和． 在
IDO政策下，退休者有三种自由: 可以自行决定
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如何进行金融产品或者年金产品的投资，可以自

行决定每期从养老金账户里抽取多少金额进行消

费，可以自行决定在何时购买终身年金． 由于本
文的核心工作是在死亡风险下研究了退休后的最

优投资、消费和年金化时刻决策，下面紧扣死亡
风险的处理方式，回顾现有的退休后优化决策研

究现状． 由于篇幅有限，本文只对近期发表的或
者有代表性的相关研究进行归纳总结．
对死亡风险的第一种处理方式是直接忽视．

比如 Gerrard等［7］，Di Giacinto等［8］，伍慧玲和董
洪斌［9］，Lin等［10］，Dadashi［11］，Wu等［12］事先给
定年金时刻以及消费水平，均不考虑退休者的死

亡风险和和遗产动机，研究了退休后的最优金融

产品投资决策． 在类似的假设下，伍慧玲等［13］研
究了最优的投资和年金化时刻决策． Forsyth
等［14］则考虑一个退休后最优的金融产品和年金

产品投资问题，该文不考虑退休者的死亡风险和

遗产动机，最大化投资期限内的累计年金给付水

平均值同时最小化年金给付水平逐年下滑的

风险．
对死亡风险的第二种处理方式是假设死亡时

间服从指数分布，且死力函数( hazard function) 是
常数或者是确定的时间函数． 这是目前普遍采用
的处理方式． 比如，Emms［15］，Dadashi［16］ 与
Zhang［17］假设死力是时间的函数，为退休者求出
了最优的金融资产投资与消费决策． Liang 和
Young［18］假设死力是一个常数且不考虑遗产效
用，研究了一个生存期内的最优年金产品与金融

资产的投资和消费决策问题． Baltas等［19］考虑了
通胀风险，模型不确定性和退休者的死亡风险，

假设死力函数为时间的函数，研究了一个退休后

的人寿保险购买、股票指数和债券投资问题．
Gerrard等［20］，Stabile［21］，Milevsky和 Young［22］与
Liang等［23］研究了退休后的投资 －消费 －年金化
决策问题． 这四篇论文的共同点是，都假设退休
者的随机死亡时间服从指数分布且不考虑退休者

的遗产效用，其中 Gerrard等［20］，Stabile［21］和 Li-
ang等［23］假设死力是常数，Milevsky 和 Young［22］

假设死力是时间的函数． 另外，为了得到模型的
解，这四篇论文均假设年金化时刻在区间［0，+
∞ ) 选取． 由于本文也是研究退休后最优投资 －
消费 －年金化时刻决策，为了说明本文所得结果

和现有研究的差别，在此本文先详细归纳这四篇

论文得到的结论． 通过数值分析，Gerrard 等［20］

得到了自 60 岁开始，在各年龄购买年金的人数
比例，且发现终身不购买年金的人数比例超过

25%，平均购买年金的年龄为 66 岁． 然而，该文
并没有详细给出不同情况下最佳的年金化时刻，

仅给出了购买年金的条件以及从平均角度研究购

买年金的年龄． Stabile［21］从理论上求出了退休者
在有限时间内购买年金和终身不购买年金的条

件． 通过数值分析，Stabile［21］发现个人寿命越
长，退休者就越早购买终身年金． 然而，不管是
理论分析还是数值分析，该文都没有求出在不同

情况下对应的具体年金化时刻． Milevsky 和
Young［22］从理论上证明了年金化时刻和财富水平
无关，且假设退休者以一定概率活到 115 岁，分
别在风险厌恶系数为 1，2，5 情形下为男女退休
者计算出不同年龄下的最佳年金化时刻． Liang
等［23］的主要贡献是从理论上完美地求解投资 －
消费的表达式以及年金化时刻满足的条件，认为

当财富水平首次落入某个区间时，退休者就应该

立即用一定的财富购买年金产品． 在数值分析方
面，该文分析了金融资产收益波动率和个人风险

厌恶对该财富区间的影响． 然而，Liang 等［23］也
没有具体分析在不同情况下的最佳年金化时刻．
Hainaut 和 Deelstra［24］，Angelis 和 Stabile［25］假设
死力是时间的函数，仅考虑年金化时刻决策，在

保险公司规定的最大年金化时刻之前，选择最优

的年金化时刻，以最大化年金化前后的现金流贴

现均值之和． 从数值分析结果来看，这两篇论文
的核心工作是研究年金化的触发机制，并验证了

当财富水平足够高或足够低时，退休者会购买终

身年金．
对死亡风险的第三种处理方式是假设死亡时

间服从指数分布，且死力函数是一个随机过程．
比如 Delong和 Chen［26］假设死力函数是一个一般
的随机扩散过程，分析退休者的时间一致投资 －
消费策略． Han 和 Hung［27］假设退休者对其死力
函数的评估具有模糊性，体现在退休者的死力不

是确定的，在一个概率空间内取值． 在这样的假
设下，该文研究了退休者如何进行最优的消费和

年金产品投资决策．
退休者普遍年龄较大，因此直接忽略其死亡
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风险显然是不合理的． 然而，即使是考虑了退休
者死亡风险的文献，从上述文献梳理可以: 1) 他
们均假设退休者的死亡时刻服从指数分布． 然
而，指数分布的性质决定了退休者可以以一定概

率活到无穷大，这样的假设是脱离实际且无法满

足每类退休者的需求． 现有的论文从没研究过退
休者可以对自己的最大剩余寿命和死亡概率进行

主观评估的情况． 在退休时退休者的健康状况因
人而异，其年金化决策受个人剩余寿命影响甚

大． 因此，有必要允许退休者根据自身健康状况
对最大剩余寿命和死亡概率进行主观评估，并根

据该评估为其设计出最佳的决策，这对于具有短

寿风险的退休者尤为重要． 带有主观死亡概率评
估的研究近期也得到了学者们的关注，比如

Chen等［28］在主观死亡信念下研究了两类退休产
品的最佳购买情况． 2) 为了从理论上得到最优解，
Gerrard 等［20］，Stabile［21］，Milevsky 和 Young［22］和
Liang等［23］均在［0，+ ∞ ) 范围内寻找最优的年
金化时刻． 然而，在实际情况下，为了控制投资
风险和避免道德风险，很多国家会有最大年金化

时刻的规定． 以中国的年金市场为例，一般超过
70 岁就无法再购买年金产品． 因此，在一个无穷
区间求解最优年金化时刻仅为了简化理论求解过

程，跟现实情况是不太吻合的． 目前只有 Hainaut
和 Deelstra［24］，Angelis和 Stabile［25］两篇论文在此
假设下求解最优的年金化时刻． 然而，这两篇文
章都假设退休者的随机死亡时间服从指数分布，

且他们仅考虑了年金化时刻决策． 3 ) 目前研究
退休后最优投资 －消费 －年金化时刻的论文，都
不考虑退休者的遗产动机，只考虑年金化前后的

消费效用． 对于年轻人来说，死亡和遗产处理或
者离他们很遥远，不是他们考虑的主要因素，但

对于退休者这样的群体来说，正如实证研究［4］所

述，遗产动机是影响他们决策的重要因素，故遗

产动机不应该被忽略．
综上所述，本文允许退休者根据个人实际情

况对最大剩余寿命和死亡概率进行主观评估，同

时考虑具有最大年金化时刻和遗产动机的情形．
在这样更贴近实际情况的假设下，需要比较个人

最大剩余寿命与最大化年金化时刻的大小，根据

剩余寿命情况对退休者进行分大类研究; 需要对

比不同年金化时刻对应的整体效用值大小; 另

外，遗产动机的加入也增加了本文模型的复杂

度，给效用值求解增加了难度． 本文的研究内容
在以往的研究中并无出现过，且解决难度更大，

能从理论上对现有的研究内容起到很好的补充作

用，也可以对未来的相关研究提供一定的解决参

考，这是本研究的理论价值． 另外，从实际应用
角度来看，一方面，由于本文是基于更加贴近实

际情况的假设展开理论研究，其研究结果能对实

际操作更有指导价值． 除了模型设置较新颖外，
本文的数值分析根据国内的金融环境以及年金制

度，除了分析生存周期、风险厌恶系数以及性别
对年金化时刻的影响外，还详细分析了遗产效用

系数、折现函数、金融投资环境以及年金产品价格
对不同退休者年金行为的影响． 特别地，分析了
自我评估预期寿命较短的退休者的年金化行为，

并对比了是否有强制年金化制度下退休者的年金

化行为差异． 本文数值分析部分在内容设计方面
也较新颖，在以往的研究中也没出现过，得到了

更丰富的甚至不同的研究结果．

1 模型介绍和值函数

由于本研究带有个人主观死亡概率评估的退

休后优化决策问题，因此，在全文出现的“死亡
时刻”以及“死亡概率”等字样，均指退休者根据
自身条件做出的主观评估． 换句话来说，“死亡
时刻”以及“死亡概率”的全称分别是“主观评估
下的死亡时刻”和“主观评估下的死亡概率”，但
为了简单起见，有时会采取这两个简称． 个人当
前的主观寿命或者死亡概率评估对退休者的决策

有很大的影响． 另外，也可以根据主观评估对退
休者进行分类，研究带有不同剩余寿命和不同死亡

概率评估的退休者如何进行最优的投资 －消费 －年
金化时刻决策． 下面介绍本文的模型． 假设时刻
0 是退休时刻，时刻 TS 是最大的年金化时刻． 退
休者在时刻 0 可以根据个人情况，选择立刻年金
化或者延迟年金化． 若选择延迟年金化，退休者
在 TS 和主观评估的死亡时刻之前选择一个年金

时刻 T购买终身年金，获得一个终身消费保障．
在时刻 0 到 T之间，退休者要决定从年金账户里
抽取的消费金额以及如何将剩余的财富进行最优
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的投资组合选择． 假设市场上有一个无风险资产
和一个风险资产，在第 n 个阶段( 即时间区间
［n，n + 1) ) ，它们的回报分别为 rn和 Ｒn，其中rn
是一个确定的正数，Ｒn 是一个非负随机变量． 令
cn 是在时刻 n抽取出来的消费金额，随后把剩余
财富按比例 αn 投资在风险资产上，记 ( α，c) =
{ ( α0，c0 ) ，( α1，c1 ) ，…，( αT－1，cT－1 ) } ，其财富运
动过程满足下面的动态方程

Xα，c
n+1 = ( Xα，c

n － cn ) ( αnＲ
e
n + rn ) ( 1)

其中Ｒe
n = Ｒn － rn是风险资产的超额收益，其均值记

为 ren ． 令 xn是时刻 n的财富水平，限定0≤ cn≤xn，
投资比例满足 0≤ αn ≤ 1 ． 为了记号的方便，在下
文中默认投资比例和消费金额受到上述约束，不再

详述． 退休者在时刻 0 要做一个决策，决定在其
随机生存期内，是否购买终身年金; 若决定购买

终身年金，那么要找到最优的年金化时刻以及最

优投资 －消费策略． 那么退休者的目标是
max

T∈{ 0，1，…，TS}
{ max

α，c
PF( T; α，c) } ( 2)

其中

PF( T; α，c) ∶ = E0，x [0 ∑
( T－1) ∧( τ－1)

k = 0

λ1 ( ck ) γ

γ ( 1 + ρ) k
+

∑
τ－1

k = T

λ2 ( κT Xα，c
T )

γ

γ ( 1 + ρ) k
+

λ3 ( Xα，c
τ )

γ

γ ( 1 + ρ) τ
10 ＜ τ ]＜ T

在式中 若 m ＜ n，定义求和算子∑
m

k = n
∶ = 0 ． 式

( 2) 中各参数的含义解释如下． 假设在时刻 0，退
休者是活着的，随机变量 τ表示退休者的死亡时
刻，这个死亡时刻在本文中表示主观死亡时刻．
退休者可以根据自身的健康状态以及体检资料等

信息，对自身的死亡时刻做一个估计，这对于在

退休时刻身体状况特别不佳的退休者尤其重要．
对自身健康状况无法判别的退休者，他可以依赖

于公布的生命表进行计算和评估． λ1，λ2 和λ3 分

别表示年金化之前的消费效用系数，年金化之后

的消费效用系数以及遗产效用系数; ρ 表示折现
率; T表示购买年金的时刻，退休者希望在可选
的年金时刻 0，1，…，TS 中找到最优的年金时刻;

γ ＜ 1 且 γ≠ 0 ，退休者的相对风险厌恶系数是
1 －γ ; κT是在年金化时刻 T的年金化因子，即在

时刻 T，单位货币购买终身年金后得到的单期消
费金额． 从式( 2 ) 可以看出，退休者通过两个步
骤决定最优的投资 －消费 －年金化时刻策略． 首
先，退休者相对固定年金化时刻 T，在存在死亡
风险的前提下，最大化从时刻 0 到时刻 T之间的
消费效用，年金化效用以及遗产效用之和． 在主
观评估的死亡时刻和年金化时刻之前，退休者获

得日常消费效用; 若在年金化时刻 T 之前死亡，
退休者获得遗产效用; 若在年金化时刻之后死

亡，退休者可以获得自年金化时刻开始至死亡时

刻为止的累计年金化效用． 接着，所得的总效用
之和与年金时刻 T有关，那么最优的年金化时刻
是使得这个总效用之和达到最大的时刻． 另外，
从式 ( 2) 中还可以看到，若退休者的死亡时刻 τ
在政府规定的最大化年金时刻 TS之后( 即 τ≥ TS

) ，此时必有 τ≥ T ． 在这样的情况下，退休者可
以在时刻 0，1，…，TS 之间选择一个最优的年金时
刻． 若退休者死亡时刻在最大年金化时刻 TS 之
前( 即 τ ＜ TS ) ，那么退休者在生存期内不一定

购买终身年金，此时可以按照年金时刻 T和 τ的
关系确定退休者在生存期内是否考虑购买年金．
给定一个年金时刻 T，如果 τ ＜ T，问题式( 2) 退
化为生存期内的投资 －消费模型，即退休者在整
个生存期都不购买年金; 若 τ ≥ T，那么退休者
会在时刻 0 到死亡时刻之间，选择最佳的年金
时刻．
根据上面的分析，本文分两种情况对模型进

行研究． 在此之前，先把式( 2) 中的内层优化问题
进行简化． 令 pm 表示退休者在时刻 0 活着的前
提下，在时刻 m的主观评估死亡概率，TM是退休

者在时刻 0 自我评估后得到的最大生存期． 于
是，先固定 T，将式( 2) 内层优化问题进行简化，
得到定理 1．
定理 1

PF( T; α，c) = E0，x






0 ∑
T－1

k = 0

λ1∑
TM

m = k+1
pm

γ ( 1 + ρ) k
( ck ) γ +

∑
T－1

k = 1
pk

λ3 ( Xα，c
k )

γ

γ ( 1 + ρ) k
+

∑
TM－1

k = T

λ2 ( κT Xα，c
T )

γ∑
TM

m = k+1
pm

γ ( 1 + ρ)






k
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本文所有定理的证明过程，请与作者索要．
令式( 2) 的内层优化问题记为
V0 ( x0 ) = max

α，c
PF( T; α，c) ( 3)

为解决式( 3) ，对于 n = 0，1，…，T，定义
PF( n，T; { ( αn，cn) ，…，( αT－1，cT－1) } ) =

En，x






n ∑
T－1

k = n

λ1∑
TM

m = k+1
pm

γ( 1 + ρ) k－n
( ck ) γ +∑

T－1

k = n+1
×

pk
λ3 ( Xα，c

k )
γ

γ ( 1+ρ) k－n
+∑

TM－1

k = T

λ2( κTXα，c
T )

γ∑
TM

m = k+1
pm

γ ( 1 + ρ)






k－n ，

Vn( xn) = max PF( n，T; { ( αn，cn) ，…，
( αT－1，cT－1) } ) ( 4)

于是得到 Vn ( xn ) 的递归方程

Vn( xn) =max
αn，cn

En，x






n

λ1∑
TM

m = n+1
pm

γ
( cn) γ +

λ3 pn+1
γ( 1+ρ)
( Xαn，cn

n+1 )
γ 1
1+ρ

Vn+1( Xαn，cn
n+1





) ，

n = 0，1，…，T － 2 ( 5)

VT－1( xT－1) = max
αT－1，cT－1

ET－1，xT－






1

λ1∑
TM

m=T
pm

γ
( cT－1) γ +

λ2 ( κT)
γ

γ( 1 + ρ)∑
TM－1

k =T

∑
TM

m=k+1
pm

( 1 + ρ) k－T
( XαT－1，cT－1

T )





γ ( 6)

VT( xT) =
λ2 ( κT)

γ

γ
( xT) γ∑

TM－1

k =T

∑
TM

m=k+1
pm

( 1 + ρ) k－T
( 7)

从式( 6) 和式( 7) 可知，在年金化前一时刻 T －1，
由于下一个时刻 T就是终身年金化的时刻，如果
在下一个时刻 T死亡，那么退休者是得不到遗产
效用的． 因此，VT－1 只含当前时刻的消费效用和

年金化后的消费效用． 如果当前时刻为年金化时
刻 T，那么退休者就只能获得年金化效用． 另
外，特别地， 由式( 6 ) 和式( 7 ) 可知，如果退休
者在死亡前一瞬间购买终身年金，即 T = TM，那

么他无法享受终身年金带来的福利，因此在死亡

前一瞬间购买年金是非常不明智的． 为得到问题
的最优解，先给出引理 1．
引理 1 ( a) 存在一个唯一的 α*

n ∈［0，1］，
使得

α*
n =

arg max
αn∈［0，1］

E［αn Ｒn +( 1－αn) rn］γ，0 ＜ γ ＜ 1，

arg max
αn∈［0，1］

E［αn Ｒn + ( 1 － αn) rn］γ，γ ＜ 0
{

．

( b) 任给 x ＞ 0和一个函数 f ＞ 0，当0 ＜ γ ＜ 1时，
那么

max
0≤c≤x，α

cγ

γ
+ ( x － c) γ

γ
f( α{ })

= 1
γ

max
0≤c≤x
{ cγ + ( x － c) γ max

α
f( α) }

= 1 (γ
1 + ( max

α
f( α) )

1
1－ )γ

1－γ
xγ

最优值点c* 的表达式为 c* = x
1 + ( max

α
f( α) )

1
1－γ
;

当 γ ＜ 0时，那么

max
0≤c≤x，α

cγ

γ
+ ( x － c) γ

γ
f( α{ })

= 1
γ

min
0≤c≤x
{ cγ + ( x － c) γ min

α
f( α) }

= 1 (γ
1 + ( min

α
f( α) )

1
1－ )γ

1－γ
xγ

最优值点 c* 的表达式为 c* = x
1 + ( min

α
f( α) )

1
1－γ

．

证明 引理 1 的证明过程参考文献［29］．
证毕．

根据式( 5) ～式( 7 ) 可知，递归方程的解依

赖于∑
TM

m = T
pm 的值． 由于年金时刻 T的取值还没确

定，同时也不清楚退休者的健康状况如何，故无

法得知这个数到底为 0 还是正数． 因此，本文分
两种情况对模型进行讨论．
1． 1 当 0≤ T≤ TM 时，即在死亡前(含)购买年金

当 0≤ T≤ TM成立时，对于 n = 0，…，T － 1，

有∑
TM

m = n+1
pm ≥∑

TM

m = T
pm ≥ pTM ＞ 0 ．利用式( 5 ) ～式

( 7) ，为了区别在死亡前是否购买年金，用 VB，T
n ，

n = 0，1，…，T表示在时刻 T买年金后各时刻的值
函数，其表达式归纳在下面的定理．
定理 2 若 0 ≤ T≤ TM ，有
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V( B，T)T ( xT) =
λ2( κT)

γ( xT) γ

γ ∑
TM－1

k = T

∑
TM

m = k+1
pm

( 1+ρ) k－T
( 8)

V( B，T)n ( xn) =
λ1∑

TM

m = n+1
pm

γ
( 1+( ξ( B，T)n )

1
1－γ) 1－γ ×

( xn) γ，n = 0，1，…，T － 1 ( 9)
最优投资比例为引理 1 中的 α*

n 表达式，最优消

费金额为

c*n =
xn

1 + ( ξ( B，T)n )
1

1－γ
，n = 0，1，…，T － 1 ( 10)

其中

ξ( B，T)T－1 =
λ2 ( κT )

γ YT－1

λ1 ( 1 +ρ)∑
TM

m = T
pm

∑
TM－1

k = T

∑
TM

m = k+1
pm

( 1 +ρ) k－T
( 11)

ξ( B，T)n =
λ3 pn+1 +λ (1 1+( ξ( B，T)n+1 )

1
1－ )γ

1－γ

∑
TM

m = n+2
pm

λ1( 1 + ρ) ∑
TM

m = n+1
pm

Yn，n = 0，1，…，T － 2 ( 12)
Yn =E［( α

*
n Ｒ

e
n + rn) γ］，n =0，1，…，T－1 ( 13)

根据式( 11) 和式( 12) ，易知 ξ( B，T)n 随着年金

化效用系数 λ2 和遗产效用系数 λ3 的增加而增

加，随着消费效用系数 λ1和折现率 ρ的增加而减
少． 根据 c*n 和 ξ( B，T)n 的关系可知，若退休者等待

未来价值的耐心程度越小( 即 ρ越大) ，年金化之
前的消费比例就越大; 若退休者更注重遗产效用

或年金化的消费效用，那么年金化之前的消费比

例就越小． 除了个人行为因素外，如果衡量金融
市场投资收益的指标 Yn 越大，那么 ξ( B，T)n 就越

大，导致时刻 n 的消费比例就越低． 另外，由式
( 11) 可知，如果 T = TM ，即在死亡时刻购买年金，

那么 ξ( B，T)TM－1 = 0，导致在时刻TM －1的消费金额为该
时刻的全部财富． 由后面的研究可知，TM 是一个非

常不明智的年金化时刻，如果退休者选择了这个时

刻购买年金，一个类似股票市场的熔断机关启动，

使得退休者在该时刻之前将所有财富消费完毕，再

无多余资金用于购买一个没有任何效用的资产．
1． 2 当 TM + 1 ≤ T时，即生存期内不购买年金

当 TM + 1≤ T时，∑
TM

m = T+1
pm = 0和∑

TM

m = T
pm = 0

成立． 由于 TM ≤ T － 1 ，根据式( 5) ～式( 7) 可
知，Vn ( xn ) = 0，n≥ TM． 再因为TM － 1≤ T － 2，
当式( 5) 中的 n = TM － 1 时，式( 5) 变为

VTM－1( xTM－1) = max
αTM－1，cTM－1

ETM－1，xTM－1

[
×

λ1pTM
γ
( cTM－1)

γ +
λ3 pTM
γ( 1+ρ)
( XαTM－1，cTM－1

TM ) ]γ ( 14)

对于 n = 0，1，…，TM － 2 ，根据式( 5) ，有

Vn( xn) = max
αn，cn

En，x [n

λ1∑
TM

m = n+1
pm

γ
( cn) γ +

λ3 pn+1
γ( 1 + ρ)

( Xαn，cn
n+1 )

γ 1
1 + ρ

Vn+1( Xαn，cn
n+1 ]) ( 15)

显然，这是一个生存期内的投资 －消费问题，退
休者在整个生存期内都不购买年金． 为了和购买
年金的情形进行区分，用 V( N)n 表示在生存期内不

购买年金情形下的值函数．
定理 3 若 TM + 1 ≤ T，即在生存期内不购

买年金，那么式( 14) 和式( 15) 的值函数为

V( N)n ( xn) =
λ1∑

TM

m = n+1
p (m 1+( ξ( N)n )

1
1－ )γ

1－γ

γ
( xn) γ ，

n = 0，1，…，TM － 1 ( 16)
对应的最优消费金额是

c*n =
xn

1 + ( ξ( N)n )
1

1－γ
，n = 0，1，…，TM － 1 ( 17)

其中

ξ( N)n =
λ3 pn+1 +λ (1 1+( ξ( N)n+1 )

1
1－ )γ

1－γ

∑
TM

m = n+2
pm

λ1( 1 + ρ) ∑
TM

m = n+1
pm

Yn ，

n = 0，1，…，TM － 2，

ξ( N)TM－1 =
λ3

λ1( 1 + ρ)
YTM－1 ．

根据 ξ( N)n 的表达式可知，它随着遗产效用系

数 λ3 的增加而增加，随着消费效用系数 λ1 和折

现率 ρ的增加而减少． 因此，c*n 会随着 λ3的增加

而减少，随着 λ1 和 ρ 的增加而增加． 换句话说，
如果退休者的遗产动机越强，他当前的消费金额

就越低; 如果他越注重年金化前的消费以及越不

看好未来的财富价值，那么他当前的消费金额就

越高． 另外，如果退休者在生存期内不购买年金
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且有遗产动机，那么在死亡前一个时刻他不会将

所有财富用于消费． 这结论和 0≤ T≤ TM的情形

是完全不一样的．

2 主观死亡概率评估下的最优年金
化时刻决策

若退休者预计自己活不过最大年金化时刻

TS ，那么他首先要决定在生存期内是否购买年

金; 若决定进行年金化，他要在时刻 0 到死亡时
刻之间选择一个最佳的年金时刻． 若退休者自我
评估其生存期大于 TS ，因为 TS 时刻是他能选择

的最大年金化时刻，在这个情况下，如果他打算

在生存期内购买终身年金，他只需要在可选的年

金时刻 0，1，…，TS 选择一个对自己来说最佳的年

金时刻． 由于上述两种情况的优化过程截然不
同，于是在此本文根据退休者在时刻 0 对自身寿
命评估，从两方面对退休后期的决策进行分析，

并详细分析年金化策略的性质．
2． 1 退休者自我评估后得到 TM ≤ TS － 1
若退休者自我评估后得到 TM ≤ TS － 1 ，此

时必有 P( τ ＜ TS ) = 1 ，即退休者自我评估以概
率 1 活不过最大年金化时刻，本文把带有这样心
理特征的退休者称为第一类退休者． 第一类退休
者显然包括在退休时刻就诊断为患有绝症的退休

者，他们知道肯定活不到最大年金化时刻且个人

评估与客观现实吻合． 然而，第一类退休者不仅
仅包含这些极端个体，只要是预估自己活不到最

大年金化时刻的退休者，即使个人评估和最终客

观事实不一致，他们都属于这一类． 比如，长期
患病以及患多种慢性病的退休者，他们对其剩余

生存周期持悲观评估，也可以归为第一类退休

者． 由于退休者属于高龄人士，普遍患有慢性
病，因身体健康不佳对活到最大化年金时刻持有

悲观评估者也颇多，因此第一类退休者不会只包

含极少部分人． 本文可以为这类人群提供决策参
考． 此时，退休者需要对比 TM + 2 个效用函数的
大小

V ( B，0)0 ( x0) ，V
( B，1)
0 ( x0) ，…，V

( B，TM)
0 ( x0) ，V

( N)
0 ( x0) ．

其中前 TM + 1个为退休者在死亡前各时刻购买年
金对应的效用函数，V( N)0 ( x0 ) 为退休者在整个生

存期内不购买年金，求解生存期内的投资 －消费
问题得到的效用函数． 对此得到如下一些结论．
定理 4 若 1≤TM≤TS － 1 ，那么 T = TM绝

对不会是一个最佳的年金时刻．
财富年金化之后，退休者开始领取年金直到

死亡，一旦退休者死亡，哪怕从领取年金时刻到

死亡时刻领取的消费总金额抵不过购买年金的财

富，退休者也无法将其剩余的消费额以遗产形式

留给子孙后代． 换句话来说，在死亡时刻购买终
身年金相当于将剩余财富“充公”，定理 4 从数学
的角度验证了本文的直观感受，对于有遗产效用

的退休者来说，在死亡时刻进行年金化是不明智

的，他是绝对不会选择这种做法的．
定理 5 当 1 ≤ TM ≤ TS － 1 时，如果

λ2 ( κT )
γ∑
TM－1

k = T

∑
TM

m = k+1
pm

( 1 + ρ) k－T
＜ λ3pT +

λ1 ( 1 + ( ξ
( N)
T )

1
1－γ ) 1－γ∑

TM

m = T+1
pm，

T = 0，…，TM －1 ( 18)
那么退休者在整个生存期内都不购买年金．
由于 ξ( N)n 是随着 λ3 的增加而增加，因此根

据式( 18) 可知，若退休者的遗产效用系数 λ3 越

大，那么他就越不愿意在生存期内进行年金化．
另外，如果年金化因子 κT的值越小，即年金产品

价格越高，那么退休者就越不愿意在生存期内购

买年金产品．
从式( 18) 可知要比较 TM 个式子的大小，然

而，由于参数设置的不确定，则无法从数学上严

格证明式子的大小． 为此，本文拟从数值分析角
度，分析当退休者对自身的剩余寿命评估不甚乐

观时，是否选择年金化，以及各参数对年金化决

策的影响． 对于投资和消费决策性质，由于现有
的很多投资 －消费模型( 非退休后) 已经对其性
质进行了详细研究［29］，而本文模型里的投资 －
消费策略也遵循传统的性质，比如随着时间的推

移，消费比例呈现递增趋势; 如果没有遗产效用

且不打算购买终身年金，在死亡前一时刻会将所

有财富消费完毕等． 因此，为了节省篇幅，不再
深入挖掘投资 －消费策略的性质，而重点关注年
金化决策，这也是在现有的研究里没有详细分析

过的． 在分析结果之前，首先介绍选取的参数，
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参数选取针对国内市场，拟为国内相关情况

服务．
研究对象 根据目前国内的退休制度，假设

男性在 60 岁退休，女性在 55 岁退休．
年金产品价格 计算男女各年龄对应的年金

产品价格． 由于年金产品价格属于半公开信息，
无法通过保险公司或者政府机构等公开渠道获

取．因此，为了科学研究，本文利用年金产品定价公
式计算各年龄的年金产品价格，其中生命表信息主

要根据中国人寿保险业经验生命表( 2010 － 2013 )
“养老金业务”中的男表( CL5 ) 和女表( CL6 ) 数
据; 对于年金定价利率，参考《完善人身保险业责
任准备金评估利率形成机制及调整责任准备金评

估利率有关事项的通知》( 银保监办发［2019］182
号) ，将年金产品的定价利率设定为 3． 5% ． 另
外，国内年金产品价格的附加费率一般设为

15% ． 利用上述数据和年金定价公式，得到年金
价格．
购买终身年金的最大年龄 国内购买年金产

品的最大年龄大多为 70 岁，比如国寿鑫福赢家
年金保险的最大购买年龄为 69 岁，华夏福临门
年金保险( 如意版) 、中荷金福年年金保险和人保
寿险鑫泰年金保险( C 款) 的最大购买年龄是 70
岁． 鉴于此，本文设 70 岁是最大的年金化年龄．
如果退休者打算购买终身年金，他们选择退休时

刻至 70 岁中的一个时刻作为年金化时刻．
金融资产收益 对于无风险资产收益，根据

中国债券信息网 2019 年—2021 年的国债收益率
数据，本文设无风险资产的收益为 rn = 1． 023 6．
对于风险资产收益，参照 Wind 数据库里
2002 年—2021 年的中国沪深 300 指数确定风险
资产收益的均值和方差，得到 E( Ｒn ) = 1． 163 3，
Var( Ｒn ) = 0． 304 9 ．
死亡概率主观评估 当退休者预计活不过最

大年金时刻 TS，由于在这种情况下，根据本文的

参数设置，退休者最长的生存期不超过 15 年，因
此假设退休者对自身的死亡概率评估是，在时刻 1，
2，…，TM 死亡的概率服从均匀分布，即 pm = 1 /TM，

m = 1，2，…，TM ．
其他参数 设初始财富 x0 = 10，消费效用

系数λ1 = 1，年金效用系数λ2 = 1，遗产效用系
数λ3 = 1． 015，退休者的主观贴现值为 0． 96，即

1( 1 + ρ) = 0． 96 ．
接下来当分析一个参数的影响时，除非特殊

说明，其他参数都是固定不变且取上述数值．
如下研究对自己预期剩余寿命评估不乐观的

退休者的年金化决策特点，这部分内容前人并无

研究过． 本文首先分析风险厌恶系数和预期生存
期对年金时刻的影响，为此，参考文献［22］，将
退休者分为低风险厌恶者( 对应风险厌恶系数

1 －γ = 0． 9 ) ，中风险厌恶者( 对应 1 － γ = 2 ) 和
高风险厌恶者( 对应 1 － γ = 5 ) ．先以低风险厌恶
男性退休者为例进行研究，所得结果在表 1 呈
现． 女性的年金化决策性质和男性的非常相似，
为节约篇幅在此也不再呈现． 从表格的每一行来
看，表 1 表明: 若退休者对自己的预期寿命估计
不乐观( 预计活不过最大年金化时刻 TS ) ，不管

退休者的预期寿命为何，随着年金化时刻递增，

年金化得到的全局效用值整体呈现递增趋势． 也
就是说，在退休时刻对自己身体状态评估不好的

退休者，年金化时刻越晚，得到的总效用就越

高． 另外，年金化得到的效用值均小于在生存期
内不买年金得到的效用值． 也就是说，当退休者
对自己的预期寿命估计不乐观( 预计活不过最大

年金化时刻 TS ) ，他的最优决策是在整个生存期

内都不购买终身年金． 这个结果从量化分析的角
度验证了 Finkelstein 和 Poterba［30］的实证结果:
身体健康状况不理想的退休者，因其预期寿命不

长，往往不愿意在退休时刻就购买终身年金． 类
似地 1 － γ ＞ 1的情形做了分析，得到跟表 1 完全
相同的结论，为节约篇幅，在此不再呈现．
另外，从表 1 可知，如果退休者非要在生存

期内购买终身年金，那么在 T = TM － 1，即死亡
前一个时刻购买终身年金得到的整体效用最大．
因此，拟研究表 1 中男性退休者终身不买年金和
死亡前一个时刻购买年金形成的效用差值，即

VD = V ( N)0 － V ( B，TM－1)
0 ． 这个效用差 VD 越大，表

示退休者在生存期不进行年金化的效用提高幅度

就越大，因此他就越不愿意提前年金化，在生存

期内年金化意愿就越低． 风险厌恶系数对 VD 的
影响结果在图 1 中呈现，以风险厌恶系数 1 － γ是
否大于 1 为分界，分为了图 1 ( a) 和图 1 ( b) ． 从
图 1 首先看到，在男性退休者对自身预期寿命评
估不太乐观的前提下，如果用 VD评估其生存期
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表 1 各情形下的全局最优值函数比较
Table 1 Comparison of the globally optimal value function under different situations

男性，风险厌恶系数为 0． 9( 低风险厌恶)

TM T = 0 T = 1 T = 2 T = 3 T = 4 T = 5 T = 6 T = 7 T = 8
不买

年金

1 9． 362 7 － － － － － － － － 23． 269 2

2 13． 856 7 16． 180 0 － － － － － － － 28． 039 7

3 18． 230 8 20． 127 2 25． 327 1 － － － － － － 32． 582 7

4 22． 488 5 24． 104 5 28． 297 1 31． 880 9 － － － － － 36． 931 2

5 26． 6333 28． 0465 31． 5741 34． 6718 37． 3342 － － － － 41． 1079

6 30． 668 7 31． 927 0 34． 978 2 37． 704 1 40． 107 4 42． 179 9 － － － 45． 130 0

7 34． 597 9 35． 733 8 38． 425 2 40． 858 0 43． 037 9 44． 965 0 46． 630 9 － － 49． 010 4

8 38． 424 1 39． 460 9 41． 870 7 44． 066 7 46． 056 2 47． 842 8 49425 2 50． 796 0 － 52． 760 0

9 42． 150 2 43． 105 5 45． 288 7 47． 289 9 49． 117 0 50． 775 0 52． 266 3 53． 589 4 54． 737 7 56． 387 6

内的年金化意愿，不管其风险厌恶系数是否比 1

大，他们都不愿意购买年金产品． 另外，当他们
对自己的预期寿命评估极端悲观时，他们购买年

金的意愿都是最低的． 其次，不管是低风险厌恶
还是中高风险厌恶退休者，如果风险厌恶程度越

高，他就越不愿意购买年金产品． 这或许是因为
短寿的退休者把投资年金产品视为高风险投资行

为，一旦购买，或许会因为自身原因导致血本无

归． 这样的决策行为跟后面将要研究到的第二类
退休者的决策行为截然不同． 类似地，也分析了
女性退休者的效用之差 VD 随最大生存期 TM 和

风险厌恶系数 1 － γ 的变化，得到了跟图 1 类似
的结果，由于篇幅有限，在此不再呈现． 通过上
面分析可知，风险厌恶系数的改变无法使第一类

退休者在主观评估的生存周期内购买终身年金．

下面分析遗产效用系数 λ3 对购买年金意愿

的影响． 为此，令风险厌恶系数 1 － γ = 0． 9，2，5，

令遗产效用系数λ3 从 1． 5 减少为 0，得到了图 2．

该图表明，不管风险厌恶系数是什么，当退休者

对自己的剩余寿命评估不乐观时，即使没有遗产

动机，他都会选择不购买终身年金． 另外，对比
图 2( a) ～图 2( c) 后发现，高风险厌恶退休者的
遗产动机对在生存期内是否购买终身年金形成的

效用差距影响较小． 比如当 1 － γ = 5 时，图 2
( c) 表明遗产动机几乎不会影响这个效用差距．

这是因为，年金产品的回报率跟生存周期成正

比，当退休者剩余寿命评估不乐观且风险厌恶系

数很高时，他们会将年金产品视为一个高风险资

产． 不管遗产效用如何，他们对投资年金产品都
不感兴趣．

( a) 低风险厌恶系数

( b) 风险厌恶系数大于 1

图 1 风险厌恶系数的影响

Fig． 1 Effects of the risk aversion
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( a) 1 － γ = 0． 9

( b) 1 － γ = 2

( c) 1 － γ = 5

图 2 遗产动机的影响
Fig． 2 Effects of the bequest motivation

遗产效用系数 λ3 能否本质改变第一类退休

者的年金化决策? 以男性退休者为例，按风险厌

恶系数高低对退休者进行分类． 图 2( a) 说明，当
风险厌恶系数低于 1 时，λ3 = 0 都无法改变退休
者的年金化决策，他们依然选择在生存周期内不

购买终身年金． 当 λ3更高时，低风险厌恶的退休

者更加不会购买终身年金． 当风险厌恶系数大于
1 时，根据图 2( b) ，可知遗产效用系数 λ3 越高，

是否购买终身年金形成的效用差距缩小． 为此，

将 λ3提高，看看结果是否有所改变． 最终实验结
果表明，当 1 － γ = 2，3，4，5时，哪怕遗产效用系
数 λ3 在［0，5］范围内取值，退休者也不会购买
年金． 因此，可以认为在正常情况下，对于第一
类男性退休者，遗产动机无法本质改变其年金化

决策，能让他们在生存周期内购买终身年金． 类
似地，也研究了女性退休者的遗产系数对年金化

决策的影响，得到了类似的结果，在此不再

详述．

最后，对于第一类退休者，分析折现函数对

年金化决策的影响，同时折现函数能否本质改变

其年金化决策? 折现函数代表着退休者对未来价

值的现值评估，如果折现函数越大，说明未来的

价值在退休者眼中越有价值，他们等待未来回报

的耐性程度就越高． 图 3 说明，折现函数的值越
低，即退休者对未来价值的现值评估越没信心，

其年金化意愿越高． 由于当风险厌恶系数为 1 －
γ = 5 时，得到的结果与图 3( b) 类似，在此不再
呈现． 另外，图 3 也表明，当风险厌恶系数较大
时，折现函数对是否购买年金形成的效用差距影

响较少． 接着，分析折现函数能否本质改变第一
类退休者的年金化决策．

● 低风险厌恶者
根据图 2( a) 和图 3 ( a) 可知，对于低风险厌

恶退休者，当主观评估的剩余寿命越长，遗产动

机越低，折现函数越小，他们在预期生存周期内

是否购买年金形成的效用差距就越小． 因此，先
分析低风险厌恶者的决策行为． 经数值分析后发
现，为得到 V ( B，TM－1)

0 = V ( N)0 ，哪怕是在没有遗产

动机和 TM = TS － 1的前提下，当风险厌恶系数为
0． 9 时，折现函数 1( 1 + ρ) 得低至 0． 5，这么低的
折现函数值在现实里一般是不可能的． 对于遗产
效用更高和生存周期更短的退休者，折现函数值

就更低，更不符合实际情形． 最后，要说明的是，
本文也研究了女性退休者的行为，得到类似结

果，在此不再呈现．
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( a) 1 － γ = 0． 9

( b) 1 － γ = 2

图 3 折现函数的影响

Fig． 3 Effects of the discount function

● 中高风险厌恶者
当风险厌恶系数不低于 2 时，从图 2 ( b) 可

知，高遗产动机且主观评估的剩余寿命较长时，

在预期生存周期内是否购买年金形成的效用差距

就越小． 当 1 － γ = 2至 5 时，哪怕遗产效用系数
高达 5，如果想让第一类退休者在生存周期内购
买年金，其折现函数取值需要低于 0． 5，远低于
正常水平的折现函数值． 倘若遗产效用系数在合
理范围内变化，折现函数值需要

达到更低的水平才可以改变第一类退休者的

年金化决策． 另外，由图 1( b) 可知，如果风险厌
恶系数继续提高，是否购买终身年金形成的效用

差距就越大，因此就更加不可能改变其不购买年

金的行为了．
综合低、中和高风险厌恶退休者的行为表现

可知，对于预估自己活不到最大化年金时刻的退

休者，或者事后称为短寿的退休者，只要其个人

参数在合理范围内变化而非取极端值，不购买终

身年金是他们始终坚持的策略． 在这部分的结尾
处，本文还对第一类退休者做了极端情况下的压

力测试实验． 实验结果表明，哪怕年金产品附加
费率是 0，风险资产平均收益减少到 1． 08，波动
性提高到 0． 604 9，最大生存周期取 9 年，风险厌
恶是 0． 9，不管遗产动机在［0，4］和折现函数在
( 0，1］范围内如何取值，该类退休者都不会选择
在退休时刻就立马购买终身年金． 从后面的研究
可知，这与预期剩余寿命比较乐观的退休者的行

为是截然不同的，由此可见预期寿命对个人决策

的影响之大．
2． 2 退休者自我评估后得到 TM ≥ TS

当 TM ≥ TS 时，退休者以正概率活得过最大

年金化时刻 TS ，此时退休者的年金行为会依赖

于 TS 是否为强制年金化时刻． 如果 TS 为强制时

刻，此时退休者在生存期内务必要购买终身年

金; 如果 TS 仅是最后可以购买年金的时刻而非

强制的，那么他直到 TS 时刻也可以不购买年金

产品． 在中国 70 岁不是强制年金化时刻，因为国
内没有 IDO政策．作为对比，英国曾经规定 75 岁
是强制年金化时刻． 也就是说，如果退休者到了
75 岁还活着，养老金账户里的余额必须进行年金
化［7］．在此，本文展示了 TS 是否为强制情形下的

研究结果．首先，定理 6 给出了当 TS 是强制年金

化时刻时，退休者在 TS 时刻购买终身年金的充

分条件． 定理 5中退休者在整个生存期不购买年金
的条件对于 TM ≥ TS 的情形下依然成立．
定理 6 当 TM ≥ TS 时，若 TS 是强制年金化

时刻且

λ2 ( κT )
γ∑
TM－1

k = T

∑
TM

m = k+1
pm

( 1 + ρ) k－T
≤ λ3 pT +

λ1 ( 1 + ( ξ( B，TS)T )
1

1－γ ) 1－γ∑
TM

m = T+1
pm，T = 0，…，

TS －1 成立，那么退休者会选择在强制时刻 TS 购

买终身年金．
根据式( 12) ，可知 ξ( B，TS)T 随着遗产效用系数

λ3 的增加而增加． 因此，定理 6 的结果表明，若
遗产效用越高，退休者就越倾向于在强制年金化
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时刻 TS 购买年金．下面对第二类的退休者再进行
细分，分为类型 I 和类型 II． 属于类型 I 的退休
者认为自己以概率 1 活得过最大年金化时刻 TS ，

即 p1 = p2 = … = pTS－1 = 0 ; 属于类型 II的退休
者虽然认定自己的最大生存期 TM 不低于 TS ，但

担心会以一定概率在［0，TS ) 死亡． 对于类型 I，
在条件 p1 = p2 = … = pTS－1 = 0 下，利用中国人
寿保险业务生命表( 2010 － 2013) “养老业务”中
的男表( CL5 ) 和女表( CL6 ) 数据，计算出 pTS 到

pTM 的概率
②． 对于类型 II，给定 TM ≥ TS 的前提

下，由上述生命表直接计算各时刻死亡的概率③．
在下面的分析过程中，固定 λ1 = λ2 = 1 ，按照
最大年金化时刻 TS 是否为强制，对比分析退休

者整体效用值． 为节约篇幅，本文分析主要针对
男性退休者．
先分析预期寿命对男性退休者决策的影响．

为此，令遗产效用系数为 λ3 = 1． 015 ，折现函数
为 0． 96，风险厌恶系数 1 － γ = 0． 9，得到了图 4．
该图分别分析了类型 I和类型 II退休者在不同时
刻购买年金的整体效用，其中 x轴标注为“不买年
金”的，表示退休者在生存周期内都不购买年金．
从图 4 可以看出: 1) 当风险厌恶系数较低时，类
型 I和类型 II退休者的整体效用值随年金化时刻
和预期寿命的变化趋势相似，随着预期寿命的增

加和年金化时刻的推移，整体效用值都呈现递增

趋势．另外，类型 I退休者的整体效用比类型 II的
要高，这是因为类型 I 退休者对自己的预期生存
概率有更乐观的评估．因此，预期寿命评估对整体
效用有正面作用; 2) 在上述参数设置下，哪怕自
我评估可以活到 105 岁( 本文生命表里的最大存
活年龄) 的退休者，如果 TS 不是强制年金化时刻，

那么在整个生存期内不进行年金化依然是最佳选

择．如果 TS 是强制时刻，那么在该时刻购买终身

年金是最佳选择． 对于这种现象，本文认为，风
险厌恶很低且身体状况良好的退休者，当年金产

品的回报率低而金融市场风险投资情况比较良好

时，他们更愿意在金融市场上进行投资而不购买

年金产品． 同时也分析了女性退休者的情形，得

到了相同的结论．

( a) 类型 I男性退休者

( b) 类型 II男性退休者

图 4 第二类退休者( 低风险厌恶) 的整体效用

Fig． 4 The whole utilities for the second group of retirees

( low risk aversion)

类似地分析了中高风险厌恶系数( 以 1 － γ =

2，5 为例) 退休者的年金化决策． 研究结果表明，

与低风险厌恶者的情形不同，预期寿命较长的中

高风险厌恶者会在生存周期内购买终身年金． 表
2 总结了中高风险厌恶者，在不同预期寿命下的

年金化行为，其中符号 A( x) 表示“如果 70 岁是

最大的年金化时刻，当 70 岁是强制年金化时刻，

那么选择在 x 岁购买; 当 70 岁不是强制年金化
时刻，那么选择终身不购买年金”的年金行为．
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②

③

pn = P{ τ = n} /P{ TS ≤ τ≤ TM } ，n = TS，TS + 1，…，TM ．

pn = P{ τ = n} /P{ τ≤ TM } ，n = 1，2，…，TM ．



从表 2 容易看到中高风险退休者的年金化决策和
低风险者完全不同． 当风险厌恶系数提高到 2
时，男性退休者如果对自己的剩余寿命评估相当

乐观，觉得自己能活到 94 岁以上，那么他们会选
择在 70 岁购买终身年金，不管有没有强制年金
化政策． 当风险厌恶系数继续提高到 5，高寿的
退休者更加倾向于购买终身年金而不进行风险投

资． 比如，不管有没有强制年金化政策，当男性
退休者预估自己能活到 89 岁以上时，他们都会主
动在65岁之前购买终身年金以规避长寿风险． 当男
性退休者预估自己能活到 86 岁 ～88 岁之间，如果
存在强制年金化制度，他们选择在 65 岁 ～ 68 岁之
间购买年金． 这些表现和低风险厌恶者是截然不
同的． 究其原因，和短寿退休者更关注其寿命风
险不同，对自己预期寿命评估非常乐观的退休

者，会更关注金融风险，因此，当其风险厌恶系

数很高且剩余寿命很长时，他会选择价格波动性

更低且能规避长寿风险的年金产品． 另外，从表
2 还可看到一些有趣的规律: 1 ) 风险厌恶系数比
较高( 比如 5) 时，如果预估寿命越长，退休者就
越早购买终身年金，并且其主动性就越高． 比
如，风险厌恶系数为 5 的男性退休者，当预估寿
命能高达 89 岁以上时，他会主动购买年金，不需
要强制策略． 特别地，如果高风险厌恶者觉得自

己能活到极限寿命 105 岁，他几乎在退休时刻就
主动购买终身年金; 2) 与男性退休者相比，当自
我评估的最大剩余寿命一致的前提下，女性退休

者的年金化时刻更晚，比如自 55 岁开始，自我评
估能存活到 85 岁的女性退休者，都选择 A( 70 )
年金化策略． 作为对比，自 60 岁开始，自我评估
能活到 90 岁的退休者，如果风险厌恶系数是 5，
那么他会选择在 64 岁购买终身年金; 3 ) 经过对
比低中高风险厌恶者的年金行为，本文也注意

到，风险厌恶越高的退休者，其最佳年金化年龄

就越早，主动性越高． 比如，对于预估寿命高达
96 岁的男性退休者，当风险厌恶系数是 5 时，他
会在 62 岁购买终身年金; 当风险厌恶系数降低
到 2 时，这个年龄变为 70 岁． 最后两个规律和
Milevsky 和 Young［22］的研究结果是一致的． 然
而，Milevsky和 Young［22］的研究内容和研究结果
和本文有较大差别，一方面，他们仅关注风险厌

恶系数以及性别对年金化时刻的影响，同时采取

的数据和本文完全不同． 另一方面，Milevsky 和
Young［22］的数值分析结果表明，当风险厌恶系数
是 2 时，60 岁 ～ 75 岁的女性退休者最佳年金化
年龄是 78． 4 岁，男性是 73 岁． 然而，如果根据
实际情况，这样的结果对退休者是没有参考价

值的．
表 2 寿命评估对年金行为的影响

Table 2 The effects of lifespan evluation on the annuitization behavior

中高风险厌恶者( 类型 II男性退休者)

风险厌恶系数为 2 风险厌恶系数为 5

自我评估能活到 x岁 最佳年金化决策 自我评估能活到 x岁 最佳年金化决策

94 ～ 105 70 岁购买 96 ～ 105 62 岁购买

71 ～ 93 A( 70) 92 ～ 95 63 岁购买

－ － 90 ～ 91 64 岁购买

－ － 89 65 岁购买

－ － 88 A( 65)

－ － 87 A( 67)

－ － 86 A( 68)

－ － 71 ～ 85 A( 70)

中高风险厌恶者( 类型 II女性退休者)

风险厌恶系数为 2 风险厌恶系数为 5

自我评估能活到 x岁 最佳年金化决策 自我评估能活到 x岁 最佳年金化决策

101 ～ 105 70 岁购买 93 ～ 105 70 岁购买

71 ～ 100 A( 70) 71 ～ 92 A( 70)

—38—第 3 期 伍慧玲等: 主观死亡评估下的退休后投资 －消费 －年金化时刻决策



为了得到更丰富的结果，本文改变上述参数

取值，拟继续分析折现函数、遗产动机、金融环境
以及年金产品价格对第二类退休者的年金化决策

的影响，这些数值分析内容在以往的文献中并没

出现过． 在遗产动机影响分析部分，假设退休者
的预期寿命是活到 85 岁，风险厌恶系数为 0. 9
且其他参数值固定不变，来分析遗产动机参数 λ3

的影响． 对于类型 I 退休者，由于他们在最大年
金化时刻 TS 前不会死亡，因此在［0，TS］区间内

年金化后得到的整体效用 V ( B，T)0 不受 λ3 的影响，

终身不进行年金化得到的整体效用 V ( N)0 随着遗

产动机参数 λ3 的增加而增加． 对于类型 II 退休
者，得到图 5．

图 5 类型 II男性退休者( 低风险厌恶) : 遗产动机的影响

Fig． 5 Type II male retiree( low risk aversion) : Effects of the

bequest motivation

该图表明，随着遗产动机的增加，在时刻 1，
2，…，TS 年金化和终身不年金化得到的整体效用

都提高了，且 V( N)0 － V( B，TS)0 的差距更大． 综上分
析可知，随着遗产动机的增加，类型 I 和类型 II
的退休者都更不愿意在生存期内购买年金，如果

TS 是强制时刻，那么他们就越偏向于在 TS 时刻

进行年金化． 本文把预期寿命提高到 105 岁，依
然得到上述结论． 因此，对于类型 I 和类型 II 的
低风险厌恶退休者，在上述参数设置下，哪怕高

寿和没有遗产动机，如果最大化年金时刻不是强

制的，他们依然不会选择购买终身年金，更加不

会在退休时刻就购买年金产品． 下面以类型 II型
男性退休者为例，分析中高风险厌恶者( 1 － γ =
2，5 ) 的年金行为． 研究结果表明，当风险厌恶系

数分别为 2 和 5 时，遗产效用几乎对整体效用值
影响非常小，即使 λ3 在 0 到 5 之间变化，整体效
用值几乎没发生改变． 因此可知，当金融产品参
数保持之前设定，第二类退休者的遗产效用不会

本质改变其年金化决策． 第二类退休者对遗产效
用的惰性表现是合理的，因为他们对自身的预期

寿命评价相当乐观，在金融市场环境相对较好的

前提下，预估高寿的退休者会弱化其遗产动机的

作用． 然而，从后面的表 4 可知，当金融投资环
境变差以及年金产品价格变低时，风险厌恶系数

较低且预期寿命较长的第二类退休者，遗产效用

会明显改变退休者的年金行为．
对于折现函数的影响，考虑到类型 I 和类型

II的退休者决策特征的相似性，本文仅呈现折现
函数对类型 I 退休者的决策影响． 分析不同风险
厌恶的退休者，折现函数能否改变其年金化决策．

● 低风险厌恶者
首先，以预期寿命为 85 岁，1－γ =0． 9，λ3 =

1． 101 5 的类型 I 男性退休者为例研究整体效用
与折现函数的变化关系． 图 6 表明折现函数对整
体效用有正面影响，且折现函数越小，是否购买

年金形成的效用差距越小，不同年金化决策下形

成的整体效用曲线趋于平缓． 本文进一步研究还
表明，如果金融产品回报和年金产品价格不改变

的话，折现函数取值无法本质改变低风险厌恶退

休者的年金决策． 换句话说，退休者的决策依然
是，如果有强制年金化时刻，他们选择在强制年

金化时刻购买终身年金; 如果没有强制年金化时

刻，他们在生存期内都不购买年金产品． 下面适
当改变客观金融环境参数，将风险资产的平均回

报稍微下降到1． 113 3，方差稍微提高到0． 324 9，看
看折现函数的影响是否发生本质改变． 对于年金
产品，附加费率是 15%使得年金产品回报率较
低，比如男性用 10 万元在 70 岁购买年金，在死
亡前每一年得到的固定金额仅为 6 848 元，在不
考虑折现的前提下，退休者必须活到 85 岁以上
才可以回本． 因此，把年金产品回报率提高，将
年金化因子( 年金价格的倒数) 的值提高 10% ．

在表 3 中，以风险厌恶系数为 0． 9 和 λ3 = 0 的退
休者为例，说明折现函数对年金行为的影响．表 3
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图 6 类型 I男性退休者: 折现函数的影响

Fig． 6 Type I male retiree: Effects of the discount function

表 3 折现函数对年金行为的影响

Table 3 The effects of discount function on the annuitization behavior

类型 I男性退休者，1 － γ = 0． 9 ，λ3 = 0

最大生存

周期 /年
折现函数 最佳年金行为

45

1． 00 在 70 岁购买终身年金

0． 99 在 69 岁购买终身年金

0． 96 ～ 0． 98 在 68 岁购买终身年金

0． 91 ～ 0． 95 在 70 岁购买终身年金

0． 85 ～ 0． 90 A( 70)

35

1． 00 在 69 岁购买终身年金

0． 97 ～ 0． 99 在 68 岁购买终身年金

0． 93 ～ 0． 96 在 70 岁购买终身年金

0． 85 ～ 0． 92 A( 70)

25 0． 85 ～ 1． 00 A( 70)

表明: 1) 和第一类短寿退休者的结果截然不同，
随着金融产品和年金产品相关参数的改变，第二

类退休者的折现函数能本质改变其年金行为． 比
如当退休者预期能活到 95 岁时，如果其折现函
数在 0． 93 ～ 1. 00 之间时，在最大年金化时刻之
前购买年金是其最佳决策，然而当折现函数值继

续降低时，他会改为 A( 70) 年金行为; 2) 总的来
说，最大生存周期越短和对未来价值的现值评估

越悲观的退休者越倾向于 A( 70 ) 行为; 3 ) 对个
人而言，正常情况情况下，A( 70 ) 是最佳的年金
化方案． 也就是说，若没有强制年金化政策，退
休者在生存周期内能得到更高的效用均值． 中国
目前采取没有强制年金化时刻的制度，倘若要推

行类似的 IDO制度，如果金融投资环境较好，也
可以考虑不设定强制年金化时刻，以最大化退休

者的个人利益． 为了和类型 I 退休者进行对比，
本文研究了类型 II退休者的年金化决策，归纳在
表 4． 由于类型 II退休者的年金化决策性质和类
型 I退休者的类似，为节约篇幅，仅给出了风险
厌恶系数是 0． 9 以及最大生存周期为 35 年情形
下的结果．

表 4 个人因素对年金行为的影响

Table 4 Effects of the personal factors on the annuitization behavior

类型 II男性退休者，1 － γ = 0． 9 ，TM = 35

折现函数 遗产动机 最佳年金行为

1
0． 2 ～ 1． 0 A( 70)

0． 0 ～ 0． 1 在 70 岁购买终身年金

0． 98

0． 2 ～ 1． 0 A( 70)

0． 1 在 69 岁购买终身年金

0． 0 在 68 岁购买终身年金

0． 96
0． 2 ～ 1． 0 A( 70)

0． 0 ～ 0． 1 在 70 岁购买终身年金

0． 94
0． 1 ～ 1． 0 A( 70)

0． 0 在 70 岁购买终身年金

≤ 0． 92
所有折现

函数
A( 70)

表 4 表明: 1) 在相同的条件下，类型 II退休
者的年金化时刻比类型 I退休者的稍微有延后趋
势，因为类型 II退休者对自己的生存概率评估要
悲观一些． 比如，当 TM = 35 ，λ3 = 0和折现函数
是 1 时，类型 II退休者在 70 岁购买年金为最佳，
而类型 I 退休者在 69 岁购买年金为最佳; 2 ) 该
表再次说明，在一定条件下，折现函数能本质改

变类型 II退休者的年金行为; 3) 当金融市场环境
变差，年金产品收益增加时，遗产动机能本质改

变类型 II退休者的年金行为． 如果遗产动机越强
烈，类型 II退休者的最佳年金化时间就越晚． 比
如当折现函数固定为 0． 96 时，对于没有遗产动
机的退休者，他主动在 70 岁购买终身年金，但对
于遗产动机较高的退休者，只有在强制年金化制

度下，他们才会选择在 70 岁购买年金，否则终身
不购买． 这些反应跟短寿的退休者截然不同．

● 中高风险厌恶者
对于中高风险厌恶者，得到的结果归纳在表

5 和表 6 中． 对比表 5、表 6 和表 3，发现: 1) 当风
险厌恶系数分别提高到 2 和 5 时，折现函数的确
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可以本质改变退休者的年金化决策; 2 ) 从表 5
可知，当金融市场投资环境变差时，退休者会提

前购买终身年金． 比如同样预期寿命是 95 岁，折
现函数是 0． 97，当金融环境较好( 风险资产收益
率为 16． 33%，方差为 0． 303 9) ，退休者会选择
在 70 岁才购买终身年金． 然而，当金融环境变差
时( 收益率较少且波动性增加) ，退休者改为在

60 岁，即退休时刻就立马购买终身年金; 3 ) 风
险厌恶系数越高，退休者对折现函数和金融市场

的改变就越敏感． 对比表 5 和表 6 可知，当退休
者预期活到 95 岁时，对于风险厌恶系数是 5 的
退休者，折现函数每改变 0． 01，最佳的购买年金
的岁数都会发生改变． 作为对比，风险厌恶为 2
的退休者反应并没那么灵敏． 另外，当金融投资

表 5 折现函数对年金行为的影响

Table 5 Effects of the discount function on the annuitization behavior

类型 I男性退休者，1 － γ = 2，λ3 = 0

风险资产的年化收益率均值为 16． 33%，

方差为 0． 303 9

最大生存

周期 /年
折现函数 最佳年金行为

45
0． 91 ～ 1． 00 在 70 岁购买终身年金

0． 85 ～ 0． 90 A( 70)

35
0． 96 ～ 1． 00 在 70 岁购买终身年金

0． 85 ～ 0． 95 A( 70)

≤ 25 0． 85 ～ 1． 00 A( 70)

风险资产的年化收益率均值为 11． 33%，

方差为 0． 323 9

最大生存

周期 /年
折现函数 最佳年金行为

45

1． 00 在 63 岁购买终身年金

0． 99 在 61 岁购买终身年金

0． 96 ～ 0． 98 在 60 岁购买终身年金

0． 95 在 64 岁购买终身年金

0． 94 在 69 岁购买终身年金

0． 87 ～ 0． 93 在 70 岁购买终身年金

≤ 0． 86 A( 70)

35

1． 00 在 62 岁购买终身年金

0． 97 ～ 0． 99 在 60 岁购买终身年金

0． 96 在 62 岁购买终身年金

0． 95 在 67 岁购买终身年金

0． 90 ～ 0． 94 在 70 岁购买终身年金

≤ 0． 89 A( 70)

≤ 25 0． 85 ～ 1． 00 A( 70)

环境由好变差时，预期生存周期为 35 年且风险
系数为 5 的退休者，折现函数在 0． 9 ～ 1． 0 范围
内都改为在 60 岁购买终身年金，而风险厌恶系
数为 2 的退休者，只有当折现函数在 0． 97 ～ 0． 99
范围内，才会选择在 60 岁购买终身年金． 最后，
结合表 4 ～表 6 可以发现，金融市场大环境对退
休者的年金化决策影响甚大，特殊是对风险厌恶

系数较高的退休者． 当金融投资环境变差时，退
休者的年金化主动性会提高，年金化年龄会提

前． 最后，即使没有最大化年金时刻制度，退休
者愿意主动购买年金的年龄，基本上在 70 岁
( 含) 之前，这或许是国内设置 70 岁作为最大年
金化时刻的一个原因．
最后，保持原始的金融风险资产收益参数，

以分析年金产品价格改变对退休者年金化决策的

影响． 国内年金产品价格的附加费率一般设为
15%，因此，假设附加费率在［0，15%］范围内变
化，附加费率越低，年金产品的价格就越低． 以
类型 I女性退休者为例进行研究． 根据之前的研
究结果，考虑到遗产效用在刚才的金融环境下对

表 6 折现函数对年金行为的影响

Table 6 Effects of the discount function on the annuitization behavior

类型 I男性退休者，1 － γ = 5，λ3 = 0

风险资产的年化收益率均值为 16． 33%，方差为 0． 303 9

最大生存

周期 /年
折现函数 最佳年金行为

35

1． 00 在 62 岁购买终身年金

0． 97，0． 99 在 61 岁购买终身年金

0． 98 在 60 岁购买终身年金

0． 96 在 62 岁购买终身年金

0． 95 在 64 岁购买终身年金

0． 94 在 66 岁购买终身年金

0． 93 在 68 岁购买终身年金

0． 82 ～ 0． 92 在 70 岁购买终身年金

≤ 0． 81 A( 70)

风险资产的年化收益率均值为 11． 33%，

方差为 0． 323 9

最大生存

周期 /年
折现函数 最佳年金行为

35

0． 90 ～ 1． 00 在 60 岁购买终身年金

0． 89 在 65 岁购买终身年金

0． 88 在 68 岁购买终身年金

0． 80 ～ 0． 87 在 70 岁购买终身年金
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中高风险厌恶者的整体效用影响不大，在此设

λ3 = 1． 015 ，另外折现函数取值 0． 96． 当类型 I
女性退休者的风险厌恶系数是 0． 9 时，不管预期
寿命为何，以及附加费率在［0，15%］范围内如何
取值，类型 I 女性退休者依然选择 A( 70 ) 策略．
当类型 I女性退休者的风险厌恶系数分别为 2 和
5 时，得到表 7．

表 7 年金产品附加费率的影响
Table 7 Effects of the loading rate

类型 I女性退休者，1 － γ = 2

最大生存

周期 /年

年金产品

附加费率
最佳年金行为

50 0 ～ 15% 在 70 岁购买终身年金

45
0 ～ 14% 在 70 岁购买终身年金

15% A( 70)

40
0 ～ 6% 在 70 岁购买终身年金

7% ～15% A( 70)

≤ 35 0% ～15% A( 70)

类型 I女性退休者，1 － γ = 5

45 ～ 50

0 ～ 10% 在 55 岁购买终身年金

11% 在 60 岁购买终身年金

12% 在 64 岁购买终身年金

13% 在 66 岁购买终身年金

14% 在 68 岁购买终身年金

15% 在 70 岁购买终身年金

40

0 ～ 10% 在 55 岁购买终身年金

11% 在 61 岁购买终身年金

12% 在 65 岁购买终身年金

13% 在 68 岁购买终身年金

14% ～15% 在 70 岁购买终身年金

35

0 ～ 8% 在 55 岁购买终身年金

9% A( 55)

10% A( 58)

11% A( 64)

12% A( 68)

13% ～15% A( 70)

30
0 ～ 9% A( 55)

10% ～15% A( 70)

25
0 ～ 6% A( 55)

7% ～15% A( 70)

≤ 25 0 ～ 15% A( 70)

表 7 表明: 1) 一般来说，附加费率的改变对
退休者的年金化决策影响较大，附加费率越大，

退休者购买年金的年龄就越晚，年金化积极性就

越低． 因此，合理制定附加费率对保险公司提高

年金产品的吸引力意义甚大; 2 ) 风险厌恶系数
为 5 的退休者，其年金行为对附加费率的改变非
常敏感． 比如，在 55 岁退休，个人预估生存周期
在 45 年 ～ 50 年的女性退休者，附加费率每增加
一个百分点，其年金化年龄会推迟好几岁; 个人

预估能活到 90 岁的女性退休者，如果附加费率
较低时，她会选择退休时刻就立马购买终身年

金． 然而，当附加费率提高时，她必须在强制年
金化时刻制度的约束下，才会考虑购买终身年

金; 3) 生存周期越短的退休者，对附加费率的改
变越不敏感，他们普遍会考虑 A( 70) 年金策略．
前面得到了不同类型的退休者的年金化决策

行为，从而可以给保险公司或者相关政府部门提

供一些决策参考． 如果保险公司想提高年金产品
的销量，它需要重点关注第二类退休者，特别是

风险厌恶高、遗产动机低、折现函数高、剩余生存
周期长的退休者． 在可能的前提下，适当降低年
金产品的附加费率，吸引更多的退休者购买终身

年金． 特别地，对于不同生存周期的退休者实行
不同的附加费率更容易吸引到退休者购买年金产

品． 另外，金融环境不佳是提高销售额的一个好
时机． 对于相关政府机构，如果要制定类似于国
外的 IDO策略，在整体金融投资环境较好的前提
下，可以设定非强制年金化时刻; 在金融投资环

境较差的前提下，可以设置 70 岁作为强制年金
化时刻，以保障退休者的权益．

3 结束语

本文考虑退休者的死亡风险以及遗产效用，

研究了退休后期的最优投资 －消费 －年金化时刻
决策． 利用动态规划和数学分析手段得到了两类
退休者的最优投资 －消费策略，第一类退休者在
生存期内都不购买终身年金和第二类退休者在强

制年金时刻购买终身年金的充分条件． 通过数值
分析手段，得到了退休者的最优年金时刻，并详

细分析了性别、生存周期、遗产效用、折现函数、风
险厌恶系数、金融投资环境以及年金产品价格对
不同退休者年金行为的影响． 本文把所得的数值
分析结果归纳如下: 1) 对于预估自己活不到最大
化年金时刻的第一类退休者，或者事后称为短寿
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的退休者，只要个人参数在合理范围内变化而非

取极端值，哪怕金融投资环境较差，年金产品价

格较低，不购买终身年金是他们始终坚持的策

略; 2) 自我评估为短寿类型的退休者更关注其死
亡风险，他们会把投资年金产品视为一项高风险

投资行为，因此，若风险厌恶程度越高，第一类

退休者就越不愿意购买终身年金． 这样的行为特
征和第二类退休者是截然不同的; 3) 对于第二类
退休者，如果风险厌恶系数较低，一般情况下，

如果最大年金化时刻 TS 是强制的，那么退休者

选择在 TS 时刻购买终身年金; 如果 TS 是非强制

的，那么退休者选择在整个生存周期都不购买年

金． 然而，当投资环境不太好，遗产效用较低时，
低风险厌恶的第二类退休者会选择在 70 岁购买
终身年金． 因此，当整体投资环境变差时，相关
政府机构可以出台强制年金化政策，保障退休者

的利益． 另外，本研究结果也验证了 70 岁作为最
大或者强制年金化时刻的合理性; 4) 中高风险厌
恶的第二类退休者，如果其生存周期越长，折现

函数值越大，就越倾向于在 70 岁之前购买终身

年金，甚至在退休时刻就购买终身年金; 5) 年金
产品的附加费率对第二类退休者的年金行为影响

甚大． 这类退休者的风险厌恶系数越大，预估的
剩余寿命越长，附加费率的影响就越大． 因此，
为了让更多的退休者积极主动地，更早地购买终

身年金，保险公司要针对不同健康状态的退休者

制定不同的年金价格，而不仅仅是根据其年龄来

制定年金价格; 6) 金融产品收益对第二类退休者
的年金决策影响甚大，特别是对风险厌恶系数较

高的退休者． 当金融投资环境变差时，退休者的
年金化主动性会提高，年金化年龄会提前．
虽然本文对带有主观死亡概率评估的退休后

最优投资 －消费 －年金化时刻决策进行了详细的
分析，但仍不可避免地存在一些研究局限． 比如
假设在年金时刻就把所有的财富购买终身年金，

并没有考虑如何选择年金化的财富数量． 购买的
年金产品属于即期年金，对于延期年金产品的最

优年金时刻性质如何，依然值得深入的探讨． 另
外，由于篇幅有限，也无法呈现所有退休者的决

策情况．
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Optimal investment，consumption and annuitization time for post-retirement
decision with subjective mortality probabilities

WU Hui-ling，LIAO Pu
China Institute for Actuarial Science，Central University of Finance and Economics，Beijing 102206，China

Abstract: This paper studies the optimal post-retirement investment，consumption，and annuitization time for
the retirees with mortality risk and bequest utility． According to the subjective mortality probability at retire-
ment，the retirees are divided into two groups: the first group cannot live up to the maximum annuitization time
with a probability of one，and the second group can live up to the maximum annuitization time with a certain
probability less than one． Since retirement，the retirees need to determine the investment and consumption un-
til the death time or the annuitization time． The optimal annuitization time is the time that maximizes the sum
of the cumulated expected consumption utilities before and after purchasing an annuity and the expected be-
quest utility． By adopting a power utility function，this paper obtains the closed-form optimal investment-con-
sumption strategy and the conditions under which the first group of the retirees do not buy the annuity through-
out the lifetime and the second group buy the annuity at the maximum annuitization time． Finally，a numerical
analysis is provided to analyzethe effects of gender，the survival period，the bequest utility，the discount func-
tion，the risk aversion，the financial environment，and the annuity price on the annuitization behaviors of the
retirees．
Key words: post-retirement; optimal investment，consumption and annuitization time; mortality risk; bequest

utility; dynamic programming
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