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摘要：首先从经济学的行为分析出发，在鲁棒控制的框架下给出了期权卖价、买价 ，̂＼平价格 

的严格定义．然后通过求解微分对蓑，得到了定价模型值函数的封闭解．最后培 出了期权价格 

噩其对冲蓑略的显式表达式，并比较了这种期权定价方法与随机方法的优缺点． 

辜詈 袅 {譬 000~03F224 A i007 9807(2000)03—0060—05 中圈分类号： 文献标识码： 章臻号： 一 一 一 
0 引 言 

期权定价理论是西方现代金融理论的基础之 

一

，它集中体现了金融理论的许多核心问题，其方 

法又可以直接应用于财务管理、资产评估和风险 

管理等领域，因此一直是学术界普遍关注的热点 

问题之一[1]．期权定价问题在一定的市场假设条 

件下，为期权台同寻找一个买卖双方都可接受的 

价格．目前的期权定价方法基本上是在随机分析 

的框架下进行的，有关文献见文[2～4]等． 
一 般来说，不确定性建模的方法有两种：随 

机方法和极大极小优化或最差情况设计(worst— 

C~ISS design)．自从8O年代初以来，控制理论界一直 

在努力研究最差情况设计方法在控制系统设计中 

的应用，并取得了巨大进展 一．由于最差情况设 

计可以降低控制系统关于建模误差的敏感性，使 

系统具有良好的容错性能，因此又被称为鲁棒控 

制(robust contro1)．对期权定价问题进行鲁棒性 

分析的研究始于文[7]，该文献针对不确定的股票 

波动率给出了定价公式．在这一方向上的最新成 

果还有文[8]和文[9]．文献[10]首先用鲁棒控制 

理论的观点研究了期权 定价 问题，并得到 了 

BIack—Scholes公式．本文则从经济学的角度出发， 

在鲁棒控制的框架下对更广泛的一类或有债权 

(contingent chinas)的定价问题进行严格描述，丰 

富了文[10]的研究结果．把鲁棒控制方法应用到 

金融工程研究的文献还有文[11～13]等． 

I 期权定价的微分对策模型 

期权是一种金融合同，它规定其持有者有权 

在某一确定时间以某一确定价格购买或出售某种 

标的资产．为了给期权确定出合理的价格，首先应 

该求出该期权的一个套期保值策略，即无论标的 

资产如何变化 ，该策略都能抵补掉期权的风险．这 

样就可以根据期权的套期保值成本来确定它的价 

格了．或有债权是包括期权在内的更广泛的一类 

衍生证券．本文将在如下标准的假设条件下研究 

欧式或有债权的套期保值与定价问题： 

(H1)金融市场是无摩擦的，即不考虑交易 

费用和税收的影响； 

(H2)允许投资者进行卖空交易； 

(H3)市场中存在一种被称为银行存款的无 

风险资产． 

1．1 Knight不确定性下的套期保值问题 

考虑在 时刻到期的欧式或有债权．用 (￡) 

表示期权标的资产在时刻 t的价格，并假定它服 

从如下微分方程 
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0)一 0· (f)+ 卢·x(t)w0) (1) 

式中。>0表示股票瞬时收益率 z(f)／x(f)的确 

定性部分，卢> 0表示收益率不确定部分的幅度， 

而函数 w(f)∈[一 l’1]表示不确定噪声运动的 

方式．令 r表示无风险利率，则无风险资产的价值 

6(f)服从微分方程 

占“)一 r·6(f) 

在 B1ack—Scholes期权定价理论中描述股票价 

格运动的模型是几何布朗运动．本文使用的有界 

不确定性模型与几何布朗运动模型具有相同的结 

构，只是这里用有界噪声代替了标准维纳过程．象 

模型(1)中的”( )那样，其概率分布不受任何限 

制的不确定性在经济学中被称为 Knight不确定 

性 “．研究具有Knight不确定性的期权定价问题 

有如下两个原因：一个是金融市场经常受到政 

治、经济和社会等环境因素的影响而不满足稳态 

假设，此时股票价格一般不服从几何布朗运动；另 
一 个原因是 Knight不确定性可以包含建模误差 

等非线性因素，如果把这些因素当作维纳过程来 

处理，将会造成较大的偏差． 

考虑一个由标的资产和无风险资产构成的动 

态自融资证券组合(seIf_financing portfolio)．用 

y( )表示证券组合在时刻 t的值， (￡)表示其中 

标 的资产所 占的份额，则证券组合由价值为 

丌(f) (z)的标的资产和价值为[1一 (f)] (f)的 

无风险资产构成．证券组合的价值遵循如下微分 

方程 

O)一 ry(t)+ 如 一 一玎O) “)+ 

13y(t)~r(t)w(t) (2) 

下面研究 Knight不确定性下期权的套期保 

值问题．假设投资者是风险厌恶的．由于投资者不 

知道股票价格的扰动噪声的概率分布，他们针对 

最差的不确定状态进行决策．用 (z)表示或有债 

权的损益函数，令R一一 Eo，。。)．定义函数 

r(to， 。，3'o}丌(·)- (·))： (丁)一g[ (7’)] 

(3) 

它表示套期保值证券组合的终端价值与期权损益 

的差值．式中to∈E0，丁]表示初始时刻，z。∈R 

表示标的资产的初始价格，Y。∈R表示证券组合 

的初值． 

下面用“二A零和微分对策”来描述期权的 

套期保值问题．假设证券组合的控制变量 (f)和 

不确定扰动量 ”(f)分别由相互冲突的博弈者 
— — 套期保值者和敌对的环境来控制，前者使目 

标泛函(3)极大化，后者使 目标泛函极小化．通过 

研究此微分对策，不仅可以得到使晟差的套期保 

值效果达到最优的投资策略，而且可以给出期权 

的合理价格． 

1．2 期权定价问题的微分对策模型 

在 正式给出期权价格的定义之前，先引人微 

分对策的相关概念．对于任意t∈Eo，丁]，令 (f) 

∈ Ⅱ．根据微分对策理论[1 ，套期保值者的策略 

可以定义为函数 U(t， )：Eo，7’]X R 一 Ⅱ ，使 

之对于任意t∈Eo，7’]满足 (f)一 ，z(f)]．同 

理，敌对环境的策略定义为函数 V(t， )：Eo，7’] 

×R 一 [一1，13，使之对于任意t∈Eo，7’]满足 

( )一 ，z( )]．微分对策(1)一 (3)的下值定 

义为 

rl( ， 。，yo)一 max rainr(t0， o，yo}【，， ) 

上值定义为 

r2( ， 0，Y0)一 rainmax 7(t。， 。，Yo}【，， ) 

由微分对策理论知道，下值和上值恒满足 r ≤ 

， 并且当且仅 当等式成立时，微分对策的值 

P(t。， ，yo)存在，此时 

P(t。，zo，yo)一 rl( ，z。， ) 

一 r2(￡o，z。，yo) (4) 

下面用微分对策的这些概念给出衍生证券价 

格的定义．一般来说，期权的买方和卖方对期权价 

格有不同的看法：卖方希望期权的价格足够高， 

以便他们可以用这笔期权费构造一个套期保值证 

券组合，来抵补掉期权义务给他们带来的全部风 

险}另一方面，期权的买方希望期权的价格足够 

低，以致于在这种价格下期权卖方不能获得无风 

险的超额利润，否则期权买方宁愿自己构造套期 

保值策略，而不愿购买期权．这些期权价格可以用 

微分对策的值函数来定义． 

定义 l 对于任意时刻t和标的资产价格z， 

或有债权的卖价和买价分别定义为集合 只 (f，z) 

和 (f，z)中的元紊 

．P (f， )一 {Y：r (f， ， )≥ 0} 

(f，z)一 {Y： (f，z， )≤ 0) 

或有债权的公平价格定义为如下集合中的元素 

( ， )一P (f， )n． ( ， ) 
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由定义 l知．对于任意时刻 t和股票价格 ， 

当且仅当存在Y，使不等式 

0≤ r ( ， ， )≤ (f， ， )≤ 0 

成立时，期权才存在公平价格．因此有如下重要结 

论． 

定理 1 对于任意时刻t和标的资产价格 ， 

当且仅当微分对策(1)一(3)在点(f， ， )具有零 

值，即r(f· ， )一0时，证券组合的初值Y是或有 

债权的公平价格． 

2 微分对策的解 

本节根据微分对策理论推导微分对策值函数 

所满足的Isaacs方程，并求出其封闭解．这些结果 

将在下一节中被用来求解期权的价格及其抵补策 

略 

2．1 微分对策值函数满足的 Isaacs方程 

令D=[O， ]×只 ×尼 对于任意(5 ，s2)∈ 

R 和( ， ， )∈D，定义 

H(t， ， ； ，甜)一 l(妇：十 )+S2Ery+ 一 

r + 9 研 

根据微分对策理论“ ，微分对策存在值函数的条 

件是所谓的 Isaacs条件成立．对于微分对策(1)一 

(3)有 

max rain H (t， ，Y； ，Ⅻ) 
-∈Ⅱ ∈【一 ’ 。 

= max min { p + 乩卢 + 
∈Ⅱ ∈[～】-1] 

S2(口一 r) + (sl衄：+ S2ry)) 

一 m ax ra
—

in
．

{ ( + 51x／szy)(口+ 
-∈Ⅱw∈卜1t ] 

(n— r)／ ))+ r(sl + 2 ) 

一 r(sl￡+ s ) 

一 rain max H (f， ，Y； ，叫) 
∈E-l·1]-∈1I 

式中第4行成立的前提是取 

：一sLx／s2Y， Ⅻ=～ (口一r)／ (5) 

可见Isaacs条件对于微分对策(1)一(3)成立，因 

此有如下结果． 

定理2 假设期权的标的资产价格满足条件 

(I)．那么 1．I节中的微分对策存在唯一的值函 

数 同时，该值函数是如下Cauchy问题的解 

“￡+ r(x·“ + ·“ )： 0 

“(丁， ， )= Y— g ) (6) 

式中的下标表示 “关于相应变量 的偏导数． 

2．2 Is~cs方程的解 

下面运用偏微分方程的古典特征解法来分段 

地求解偏微分方程(6)．假设或有债权的损益函数 

g( )在 L．c R 上连续可微，( ∈j)．其 中厶满 

足 

U L．= R ， 厶 n Lj= ． ifi≠ ． 

定义 

N．= {O， ． )∈ D： 一 ∈ L．} (7) 

i∈ I 

偏微分方程(6)的特征系统由如下方程组给出 

f( )一 1= 0， ( )一 ，_工( )= 0， 

(̂)～ ( )= 0 一 

对于任意初始点(f，z． )∈N ，特征系统的解为 

t(̂)： + t， ( )： -r “， ( )一 yg“ 

运用古典特征方法可得 

“ (f， ， )一“ [ ，xe 。r_”．ye盯 ] 

= 一g[ ] 

现把这一结果叙述如下． 

定理 3 假设期权合约的损益函数g )在 

L 上连续可微，集合 Ⅳ，由式(7)定义．那么函数 

“．( ，工， )一j 一 一g ‘ 一 ]， 

(f· ， )∈M ，i∈j 

是偏微分方程(6)在M 上的连续可微解． 

3 期权价格和套期保值策略 

本节运用上一节的结果推导期权价格及其套 

期保值策略的显式表达式，并且比较这种定价方 

法与期权定价的随机方法的优缺点． 

由定理 1知道，对于任意时刻 t和标的资产 

价格 ，若令微分对策的值函数 (f， ， )：0， 

并求解 Y可以得到期权的公平价格 

Y “， )一 一“ 一 g[ (T一 ] (8) 

下 面推导期权的套期保值策略．根据微分对 

策理论【 ]．微分对策(1)一 (3)的最优套期保值 

策略和敌对环境的最优策略由式(5)给出，并且 

对于任意(f， ， )∈N ，有 

s1一 “ ：一g ] 
s2= “ ：  (，一f】 

因此最优策略为 
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’(f )= e, lr-, )y 

—g Ix ]÷ 

也就是说，最优证券组合中的股票数量 n’(f， ) 

为 

n ( ， )一 =g [xe“ ]，x∈Lf(9) 

无风险资产的数量为m’(f，z)为 

m ( ， )一 O， ) (f，x)x，x∈ 厶 

(10) 

定理 4 假定欧式或有债权的标的资产价格 

服从式(1)．则对于任意时刻t和标的资产价格x， 

或有债权存在唯一的公平价格，该价格由式(8) 

给出，即 

Pr(f，z)= {Y ( ， )) 

或有债权的套期保值策略由(9)和(10)给出，不 

确定扰动的最差状态为w (f)一一 (n— r)／ ． 

在上述定理中，或有债权的价格和套期保值 

策略均独立于股票价格模型(1)，它们只与无风险 

利率及期权自身的参数(如损益函数、到期日等) 

有关．这表明本文提 出的期权定价方法关于标的 

资产价格的模型具有较强的鲁棒性，即无论股票 

价格模型中的参数如何变化，期权价格和抵朴策 

略都是不变的． 

如果讨论的或有债权是执行价格为K 的欧 

式看涨期权，则期权的损益函数为g( )一max{x 

— K，0)．令 (f)一 Ke一 ，还有如下结果． 

推论 l 假设某一欧式看涨期权的到期 日为 

了1，执行价格为K，其标的资产价格服从式(1)， 

则期权的公平价格 ( ， )为 

( ， )= max{x— O)，0) (11) 

期权的套期保值策略为 

)一{ ≥ 
【0， x <  “j 

∽  一  
0 

一

x  ： 【． < (z) 
式中 表示股票的持仓量， 表示无风险资产 

的头寸． 

这一具体结果已由文[10]得到．下面把期权 

定价的鲁棒控制方法和随机方法进行对 比，分析 

它们的优缺点． 

考虑期权参数相同，但标的资产价格服从几 

何布朗运动的欧式看涨期权，它的价格 (f， ) 

可由著名的Black—Scholes公式 给出．众所周知， 

此期权价格满足不等式 ] 

(f， )=max{ 一 点0)，0}≤ ( ， )≤ ,3C 

这一关系表明，用微分对策方法得到的期权价格 

) (f， )是 Black—Scholes期权价格 (f， )的下 

限，也就是说，本方法的套期保值成本低于期权 

定价的随机方法． 

在期权定价的Black—Scholes理论中，最优套 

期保值 策略是使 时刻 的股票头 寸 等于 

／知，即期权的Delta(A)，无风险头寸m 等于 
一  

△．由于 (f，z)及其导数都是连续函数， 

因而这种抵补策略要求套期保值者随着股价的变 

动不停地进行交易．同时它还要求股票数量是无 

限可分的． 

由式(12)可以看出，基于微分对策的套期保 

值策略无论在时间上还是在股票数量上都可以是 

不连续的：当标的资产价格高于执行价格的贴现 

值 (f)时，最优投资策略是购买一股股票，同时 

借^数量为 ( )的无风险资产，这种套期保值头 

寸称为抵补头寸(covered portion)；当 (f)低 于 

k(t)时，最优投资策略是卖掉股票，并且还清在无 

风险资产上的借款，这种套期保值头寸称为裸头 

寸(naked position)．在期权的实际操作中，这种套 

期 保 值 方 法 被 称 为 止 损 策 略 (stop—loss 

strategy)口]．显然，这种策略不要求股票价格无限 

可分． 

4 结论 

本文在鲁棒控制的框架下研究了一种新的期 

权定价方法．与期权定价的随机方法相比，本方法 

有 如下优点：第一，对标的资产价格的概率分布 

没有任何限制，允许股票价格中的不确定性以任 

意方式和幅度运动，因而本方法可以适用于更加 

广泛的市场环境．第二，这种方法运用的抵补策略 

比随机方法的抵朴策略具有更低的成本，可以给 

期权的买卖双方都带来一定的好处．最后，得到的 

止损策略不需要象随机方法那样不停地进行交 

易，而且不要求股票数量是无限可分的．从本文的 

研究结果看，基于鲁棒控制的期权定价方法可以 

有效地解决随机方法中存在的一些问题，因而有 

着广阔的研究前景． 
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A robust control approach to option pricing 

zHENG Li—hui 

School of Economics and Management，Tongji University，Shanghai 200092，China 

Abstract Based on the beha~or analysis of economics，this paper first proposes strict definitions for 

tion writing price．buying price．and fair price in the framework of robust contro1．Then a closed solution 

for the value function of the dynamic game is derived by solving the corresponding Bellman equation．Fi— 

nally explicit expressions for the option price and the hedging strategy are obrained，and comparisons are 

made between this option pricing method and the traditional stochastic method．The advantages of this op- 

tlon pricing method  include：the hedging cost is lower than that of the traditional method ，and the hedging 

strategy doesn’t require continuous trading，and the infinite divisibility of stock shares while the traditional 

method does． 

Key words： option prying；robust control；differential game 
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