
一类不确定型多属性决策问题的排序方法
①

徐泽水,孙在东
(东南大学经济管理学院, 南京 210096)

摘要:研究了属性权重信息完全未知且属性值以区间数形式给出的不确定型多属性决策问题,

给出了区间数决策矩阵的规范化公式. 基于区间数相离度, 给出了求解属性权重的一个简洁

公式, 并提出了一种基于可能度的决策方案排序方法. 最后通过实例说明了该法的实用性和

有效性.
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0　引　言

多属性决策 (见文[ 128 ]等)是决策理论研究

的重要内容,现已被广泛应用于投资决策、项目评

估、方案选优、工厂选址、经济效益综合评价等诸

多领域. 由于客观事物的复杂性和不确定性以及

人类思维的模糊性,人们往往不能明确地给出属

性的权重信息,而且所给出的属性值也不是以具

体数值来表达, 而是以区间数的形式来表示. 因

此,对于这类问题的研究有着重要的理论意义和

实际应用背景. 有关这方面的研究还很不成熟,

如: 文 [ 9212 ]研究了属性权重及属性值均为区间

数形式的情形. 但是, 针对属性权重信息完全未

知、且属性值以区间数形式给出的不确定型多属

性决策问题的研究,目前尚未见报道,为此,本文

首先给出了区间数决策矩阵的规范化公式,然后,

基于区间数相离度概念,给出了求解属性权重的

一个简洁公式,并提出了一种基于可能度的决策

方案排序方法.

1　预备知识

设不确定型多属性决策问题的方案集为

X = {x 1, x 2,⋯, x n}, 属性集为 U = {u1, u2,⋯,

um },属性的权重向量记为w = (w 1,w 2,⋯,w m ) T ,

并满足单位化约束条件:

∑
m

i= 1

w 2
i = 1,w i≥ 0, i = 1, 2,⋯,m (1)

对于方案 x j∈X ,按第 i个属性 u i进行测度,得到

x j 关于 u i的属性值为区间数 a
～

ij (这里 a
～

ij = [aL
ij ,

aU
ij ]) ,从而构成决策矩阵A = (a

～
ij ) m×n.

最常见的属性类型有效益型属性、成本型属

性. 效益型属性是指属性值越大越好的属性;成本

型属性是指属性值越小越好的属性. 设 I i ( i = 1,

2) 分别表示效益型、成本型的下标集, 且令

M = {1, 2,⋯,m },N = {1, 2,⋯, n}.

为了消除不同物理量纲对决策结果的影响,

用下列规范决策矩阵的计算公式, 即将决策矩阵

A 转化为规范化矩阵 R = ( r
～

ij )m×n, 其中, r
～

ij =

[ rL
ij , rU

ij ],且

r
～

ij = a
～

ij ö‖a
～

i‖, i∈ I 1, j ∈N (2)

r
～

ij = (1öa
～

ij ) ö(‖1öa
～

i‖) , i∈ I 2, j ∈N (3)

‖a
～

i‖= ∑
n

j= 1
a
～ 2

ij ,‖1öa
～

i‖= ∑
n

j= 1

(1öa
～

ij ) 2

根据区间数的运算法则,把式 (2) , (3) 写为
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rL
ij = aL

ij ö ∑
n

j = 1

(aU
ij ) 2

rU
ij = aU

ij ö ∑
n

j= 1

(aL
ij ) 2

　i∈ I 1, j ∈N (4)

rL
ij = (1öaU

ij ) ö ∑
n

j= 1

(1öaL
ij ) 2

rU
ij = (1öaL

ij ) ö ∑
n

j= 1

(1öaU
ij ) 2

　i∈ I 2, j ∈N (5)

为了能衡量两个区间数相似的程度, 且能对方案

进行排序, 先给出区间数之间相离度的概念和区

间数之间两两比较的可能度公式:

定义 1　设区间数 a
～

= [aL , aU ], b
～

= [bL , bU ],

令范数‖a
～

- b
～
‖= (bL - aL ) 2 + (bU - aU ) 2 ,

称D (a
～

, b
～

) = ‖a
～

- b
～
‖为区间数 a

～
, b
～
相离度.

显然D (a
～

, b
～

) 越大, 则区间数 a
～

, b
～
相离的程

度越大. 特别地,当D (a
～

, b
～

) = 0时,有 a
～

= b
～

,即区

间数 a
～

, b
～
相等.

定义 2　当 a
～

, b
～
均为实数时,则称

P (a
～

> b
～

) =
1,当 a
～

> b
～
时

0,当 a
～
≤ b
～
时

(6)

为 a
～

> b
～
的可能度.

定义 3[ 12, 13 ]　当 a
～

, b
～

, 同时为区间数或者有

一个为区间数时,设 a
～

= [aL , aU ], b
～

= [bL , bU ],且

记L (a
～

) = aU - aL ,L (b
～

) = bU - bL ,则称

P (a
～
≥ b
～

) =

m ax{0,L (a
～

) + L (b
～

) - m ax (bU - aL , 0) }

L (a
～

) + L (b
～

)
(7)

为 a≥ b的可能度. 在此定义下, P (a
～
≥ b
～

) 具有下

述性质:

1) 若 P (a
～
≥ b
～

) = P (b
～
≥ a
～

) ,则 P (a
～
≥ b
～

) =

P (b
～
≥ a
～

) = 1ö2.

2) P (a
～
≥ b
～

) + P (b
～
≥ a
～

) = 1.

3) 若aU ≤bL ,则P (a
～
≥ b
～

) = 0;若aL ≥bU ,则

P (a
～
≥ b
～

) = 1.

4) 对于三个区间数 a
～

, b
～

, c
～

, 若 a
～
≥ b
～

, 则

P (a
～
≥ c
～

) ≥ P (b
～
≥ c
～

).

根据定义 3, 可以得到两个区间数之间的偏

序关系,由性质 (1)～ (4) 可以看出,区间数比较

实际上是实数比较的延伸和拓展.

2　主要结果

多属性决策, 实质上是对方案综合属性值的

排序比较. 由规范化矩阵R = ( r
～

ij ) m×n及属性权重

向量w = (w 1,w 2,⋯,w m ) T可知:方案x j的综合属

性值与属性权重的关系为

z
～

j = ∑
m

i= 1
r
～

ijw i, j ∈N (8)

其中 w i 是第 i 个属性 u i 的权重. 当属性权重

w i ( i∈M ) 及属性值都是确定的值时, 由各方案

综合属性值的大小可以确定方案的优劣;否则,就

不能直接由式 (8) 确定综合属性值. 本文将研究

属性权重完全未知且属性值为区间数的情形.

一般地,若所有决策方案在属性 Λi 下的属性

值差异越小, 则说明该属性对方案决策与排序所

起的作用越小; 反之, 如果属性 Λi 能使所有决策

方案的属性值有较大偏差, 则说明其对方案决策

与排序将起重要作用. 因此,从对决策方案进行排

序的角度考虑,方案属性值偏差越大的属性 (无论

其本身的重要性程度如何) 应该赋予越大的排序

权重. 特别地, 若所有决策方案在属性 Λi 下的属

性值无差异, 则属性 Λi 对方案排序将不起作用,

可令其权重为零[ 14 ].

考虑到规范化决策矩阵R = ( r
～

ij ) m×n 中的元

素是以区间数形式给出的,难以直接进行比较,根

据上面的分析, 利用前一节中所定义的区间数比

较的相离度概念. 令 d ( r
～

ij , r
～

ik) = ‖ r
～

ij - r
～

ik‖表

示规范化决策矩阵R = ( r
～

ij ) m×n中元素 r
～

ij与 r
～

ik之

间 的 相 离 度, 其 中 ‖ r
～

ij - r
～

ik‖ =

(rL
ij - rL

ik) 2 + (rU
ij - rU

ik) 2. 对于属性 Λi, 若决策

方案 x j 与其它所有决策方案的偏差用D ij (w ) 表

示,则可定义

D ij (w ) = ∑
n

k= 1
‖ r
～

ij - r
～

ik‖w i =

∑
n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik)w i, i∈M , j ∈N (9)

且令

D i (w ) = ∑
n

j= 1
D ij (w ) = ∑

n

j= 1
∑

n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik)w i,

i∈M (10)

则对属性 Λi 而言,D i (w ) 表示所有决策方案与其
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它决策方案的总偏差. 权重向量w 的选择应使所

有属性对所有决策方案的总偏差最大. 为此,构造

偏差函数

m ax D (w) = ∑
m

i= 1
D i (w) =

∑
m

i= 1
∑

n

j= 1
∑

n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik)w i (11)

因而,求解权重向量w 等价于求解如下单目标最

优化问题

(L P)　m ax D (w) = ∑
m

i= 1
∑

n

j= 1
∑

n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik)w i (12)

　　s. t.
∑

m

i= 1
w 2

i = 1

w i≥ 0, i∈M

(13)

解此模型,易知

w i =
∑

n

j= 1
∑

n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik)

∑
m

i= 1

(∑
n

j= 1
∑

n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik) ) 2

, i∈M (14)

对上述权重向量作归一化处理,可得

w i =
∑

n

j = 1
∑

n

k= 1
d ( r
～

ij , r
～

ik)

∑
m

i= 1
∑

n

j= 1
∑

n

k= 1

d ( r
～

ij , r
～

ik)
, i∈M (15)

公式 (15) 的特点是: 运用区间数相离度把所

有已知的客观决策信息统一于一个简洁的算式,

易于计算机或计算器上实现.

在求出属性的最优权重向量w = (w 1,w 2,

⋯, w m ) T之后,还需通过式 (8) 算出各方案的综合

属性值 z
～

j ( j ∈N ). 由于 z
～

j ( j ∈N ) 仍是区间数,

不便于直接对方案进行排序. 因此,可利用区间数

比较的可能度公式 (7) ,算出区间数 z
～

j ( j ∈N ) 之

间的可能度, 并建立可能度互补矩阵 P =

(P ij ) n×n,其中, P ij = P (z
～

i≥ z
～

j ) , i, j ∈N . 对于互

补判断矩阵的排序问题,文[15 ] 首先把互补矩阵

转化为模糊一致性矩阵, 再利用行和归一化求其

排序向量,文[16 ] 则进一步给出了互补判断矩阵

排序向量 Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) T 的一个简洁计算

公式:

Ξi =
∑

n

j = 1
P ij +

n
2

- 1

n (n - 1) , i∈N (16)

利用此式求得可能度矩阵 P 的排序向量. 按其分

量大小对方案进行排序,即得到最优方案.

基于上述讨论,给出如下算法:

1) 对于某一多属性决策问题, 设 X = {x 1,

x 2,⋯, x n} 是方案集,U = {u1, u2,⋯, um } 是属性

集. 给出方案 x j 在属性 Λi 下的属性值 a
～

ij (这里

a
～

ij = [aL
ij , aU

ij ]) ,从而构成决策矩阵A = (a
～

ij ) m×n.

2) 将决策矩阵A 按公式 (4)～ (5) 转变为规

范化矩阵R = ( r
～

ij ) m×n.

3) 由公式 (15) 求得最优权重向量w.

4) 由公式 (8) 求得各方案综合属性值

z
～

j ( j ∈N ).

5) 利用区间数比较的可能度公式 (7) , 算出

各方案综合属性值之间的可能度 P ij = P (z
～

i ≥

z
～

j ) , i, j ∈ N , 并建立可能度互补矩阵 P =

(P ij ) n×n.

6) 利用公式 (16) 求得可能度矩阵 P 的排序

向量 Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) T , 并按其分量大小对方

案进行排序,即得到最优方案.

7) 结束.

3　实例分析

例　 为开发新产品, 拟定了五个投资方案

x j ( j = 1, 2,⋯, 5) ,各方案的属性值列于表 1 (单

位:万元).

表 1　各个方案的属性值

属　性
方　　　案

x 1 x 2 x 3 x 4 x 5

投资额 (u1) [ 5, 7 ] [ 10, 11 ] [ 5, 6 ] [ 9, 11 ] [ 6, 8 ]

期望净现值 (u2) [ 4, 5 ] [ 6, 7 ] [ 4, 5 ] [ 5, 6 ] [ 3, 5 ]

风险盈利值 (u3) [ 4, 6 ] [ 5, 6 ] [ 3, 4 ] [ 5, 7 ] [ 3, 4 ]

风险损失值 (u4) [0. 4, 0. 6 ] [1. 5, 2 ] [0. 4, 0. 7 ] [1. 3, 1. 5 ] [0. 8, 1 ]

在属性集中,期望净现值、风险盈利值为效益

型属性; 投资额、风险损失值为成本型属性,属性

权重信息完全未知.

用本文的方法求出五个方案的排序. 具体步

骤如下:

首先根据表 1中数据建立决策矩阵:
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　　A =

[5, 7 ] [10, 11 ] [5, 6 ] [9, 11 ] [6, 8 ]

[4, 5 ] [6, 7 ] [4, 5 ] [5, 6 ] [3, 5 ]

[4, 6 ] [5, 6 ] [3, 4 ] [5, 7 ] [3, 4 ]

[0. 4, 0. 6 ] [1, 5. 2 ] [0. 4, 0. 7 ] [1. 3, 1. 5 ] [0. 8, 1 ]

再由公式 (4) 和 (5) 将决策矩阵A 转化为规范化决策矩阵

R =

[0. 40, 0. 71 ] [0. 25, 0. 35 ] [0. 46, 0. 71 ] [0. 25, 0. 39 ] [0. 35, 0. 59 ]

[0. 32, 0. 50 ] [0. 47, 0. 69 ] [0. 32, 0. 50 ] [0. 40, 0. 59 ] [0. 24, 0. 50 ]

[0. 32, 0. 65 ] [0. 40, 0. 65 ] [0. 24, 0. 44 ] [0. 40, 0. 76 ] [0. 24, 0. 44 ]

[0. 43, 0. 98 ] [0. 13, 0. 26 ] [0. 37, 0. 98 ] [0. 17, 0. 30 ] [0. 26, 0. 49 ]

根据公式 (15) ,求得属性权重向量w 为

w3 = (0. 230, 0. 142, 0. 192, 0. 436) T

利用式 (8) 求得各方案的综合属性值分别为区

间数:

z
～

1 = [0. 386, 0. 786 ], z
～

2 = [0. 258, 0. 417 ],

z
～

3 = [0. 359, 0. 746 ], z
～

4 = [0. 265, 0. 450 ],

z
～

5 = [0. 274, 0. 505 ]

为了对各方案进行排序, 先利用式 (7) 求出上述

模型所得 z
～

j ( j = 1, 2,⋯, 5) 两两比较的可能度

矩阵:

P =

0. 5 0. 945 0. 543 0. 891 0. 811

0. 055 0. 5 0. 106 0. 442 0. 367

0. 467 0. 894 0. 5 0. 841 0. 764

0. 109 0. 558 0. 159 0. 5 0. 423

0. 189 0. 633 0. 236 0. 573 0. 5

然后利用公式 (16) 求出可能度矩阵 P 的排序

向量:

Ξ = (0. 259, 0. 148, 0. 248, 0. 162, 0. 182) T

因此,方案的排序为 x 1 : x 3 : x 5 : x 4 : x 2,最优

方案为 x 1.

4　结束语

针对属性权重信息完全未知、且属性值以区

间数形式给出的不确定型多属性决策问题, 本文

给出了求解属性权重的一个简洁公式, 并提出了

一种基于可能度的决策方案排序方法. 该法能充

分利用已有的客观信息, 具有简洁、直观、便于计

算等优点.
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Pr ior ity method for a k ind of multi-attr ibute dec ision-mak ing prob-

lem s

X U Z e2shu i, SUN Z ai2d ong
Schoo l of Econom ics and M anagem en t, Southeast U n iversity,N an jing 210096, Ch ina

Abstract: 　T h is paper studies a k ind of uncertain m ulti2attribute decision2m ak ing p roblem s, in w h ich the

info rm ation about the attribute w eigh ts is unknow n comp letely and the attribute values are in the fo rm s of

in terval num bers. Som e fo rm ulas fo r no rm alizing the decision m atrix w ith in terval num bers are given. Fur2
thermore, a simp le fo rm ula of m ax im izing deviations, based on deviation degree, fo r obtain ing the attribute

w eigh ts is given, and a p rio rity m ethod, based on possibility degree, fo r the uncertain m ulti2attribute deci2
sion2m ak ing p roblem is also p roposed. F inally, a num erical examp le is given to show the feasibility and ef2
fectiveness of the m ethod.

Key words:　m ulti2attribute decision2m ak ing; deviation degree; possibility degree
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