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摘要: 在许多社会或政治科学的问题中,个人的主观偏好信息往往是通过定性分析得到的,难

以表示成效用形式,但却可以用序数形式来表示. 本文基于决策者对策略的偏好序数信息而不

是支付函数或效用水平,讨论了一种新的博弈理论或模型,给出了若干序均衡的概念,并进行

了例示分析. 这种基于序数信息的博弈理论可以看作是现有基于支付函数博弈理论的推广和

补充.
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0　引　言

博弈理论 (gam e theo ry)是一门研究多个决

策主体的行为发生相互作用时的决策活动及其均

衡问题的科学. 尽管博弈问题由来已久,但对博弈

理论的系统研究起源于V on N eum ann 和M o r2
gen stern [ 1 ]. 1950 年 N ash“纳什均衡”(N ash E2
qu ilib rium )概念的提出为博弈理论的研究和实践

奠定了发展基础[ 2 ]. 之后,多位长期致力于博弈理

论和应用研究与实践的学者,如H arsanyi和 Sel2
ten,将这一概念进行了不完全信息分析和动态分

析,提出了“精练纳什均衡”(Perfect N ash Equ i2
lib rium )、“贝叶斯纳什均衡”(Bayesian N ash E2
qu ilib rium ) 和“精练贝叶斯纳什均衡”(Perfect

Bayesian N ash Equ ilib rium )等概念,形成了现代

博弈理论和应用的基本框架[ 3 ]. 蕴涵在这些均衡

概念中,最简单和常见的均衡概念有三种:纳什均

衡 (N ash Equ ilib rium ) ,帕累托均衡 (Pareto Equ i2
lib rium )和斯坦克博格均衡 (Stackelberg Equ ilib2
rium ) [ 4 ]. 下面将举例说明这三个均衡概念. 近年

来, 我国学者对博弈论也有广泛的研究和应

用[ 5- 9 ].

现代博弈理论广泛采用支付函数 (payoff

funct ion)或效用水平 (u t ility level)来研究博弈行

为[ 10- 12 ]. 事实上,前面所提到的各种均衡概念都

是建立在这种决策信息的效用表示之上的,可以

称之为基于效用信息的博弈理论. 比如,考虑如表

1所示的矩阵博弈问题:

例 1　基于效用信息的博弈
表 1　例 1的博弈模型

参与人A
参 与 人B

B 1 B 2 B 3

A 1 13. 2, 5. 5 7. 0, 4. 3 5. 6, 3. 1

A 2 10. 3, 9. 9 8. 2, 3. 7 14. 5, 8. 8

A 3 6. 2, 8. 7 6. 6, 8. 5 7. 2, 2. 7

其中参与人A 的决策空间为 S 1 = {A 1,A 2,A 3},

参与人B的决策空间为S 2 = {B 1,B 2,B 3}. 对于参

与人A 和B的每一对策略 (A i,B j ) ,分别用U 1 (A i,

B j ) 和U 2 (A i,B j ) 表示参与人A 和参与人B 的支

付函数或效用水平. 考虑完全信息静态博弈问题,

参与人A 的目标是选择策略A i 使得U 1 最大,参

与人B 的目标是使得U 2最大. 每个参与人的最终
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结果取决于双方的选择. 每个参与人在选择策略

时都要考虑到另外一个参与人的决策.

这种基于效用信息的博弈理论在应用中碰到

的一个重要问题就是如何确定参与各方的效用水

平U. 如果只要有一方的效用水平确定不了,这一

博弈问题就难以形成. 尽管决策理论中有详尽的

确定决策者效用函数的方法, 但它们在实际中仍

然难以把握. 而在实际问题中,参与人常常可以容

易确定的是给定其他参与人的策略的条件下将自

己的可用策略进行排序, 即这时可用的判断策略

的信息是用偏好序数形式表示的. 这时会形成一

个用偏好序数表示的博弈模型, 可称之为基于序

数信息的博弈理论.

例 2　基于序数信息的博弈: 假定博弈有两

个参与人,参与人A 的决策空间为 S 1 = {A 1,A 2,

A 3},参与人B的决策空间为S 2 = {B 1,B 2,B 3}. 参

与人A 在给定参与人B的各种策略下的偏好序数

信息如下:

给定参与人B 的策略B 1:　A 1 Ε A 2 Ε A 3

给定参与人B 的策略B 2:　A 2 Ε A 3 Ε A 1

给定参与人B 的策略B 3:　A 2 Ε A 1 Ε A 3

参与人B在给定参与人A 的各种策略下的偏好序

数信息如下:

给定参与人A 的策略A 1:　B 3 Ε B 2 Ε B 1

给定参与人A 的策略A 2:　B 1 Ε B 2 Ε B 3

给定参与人A 的策略A 3:　B 3 Ε B 1 Ε B 2

其中“Ε ”表示策略的偏好序,“给定参与人A 的

策略A 1: B 3 Ε B 2 Ε B 1”意味着“给定参与人A 的

策略A 1,参与人B 选择策略的偏好顺序为B 3,B 2,

B 1,即参与人B 首先会选择B 3,其次会选择B 2,再

次会选择B 1”. 当然,有时决策者也会遇到在某些

策略之间无差异的偏好问题,这时用符号“～”表

示,如B 3～ B 2意味着此时参与人B 对B 3和B 2无

差异,如B 3～ B 2 Ε B 1则意味着B 3和B 2无差异,

但B 3和B 2都要比B 1更受参与人B 的偏好,依次

类推. 为了把上述基于偏好序数信息的博弈问题

用一个模型来表示,用 1表示最偏好, 2表示次之,

依次类推, 假如某个参与人有m 个策略, 那么就

用m 来表示最不偏好. 如果两个策略偏好程度相

同,就用相同的偏好序来表示. 这样就可以用一个

模型来表示基于序数信息的博弈问题. 例 2 的博

弈问题可以用模型表示见表 2.

表 2　例 2的博弈模型

参与人A
参 与 人B

B 1 B 2 B 3

A 1 1, 3 2, 2 2, 1

A 2 2, 1 3, 2 1, 3

A 3 3, 3 1, 1 3, 2

　　这里要说明的是,由基于效用信息的博弈问

题可以经过适当转换确定出唯一的基于序数信息

的博弈问题, 因为可以把效用看作是序数的一种

特殊情况. 知道了参与人的效用水平,自然也就可

以确定相应的偏好次序. 但, 反过来不成立, 即由

序数信息并不能唯一确定效用信息. 在这个意义

下,基于序数信息的博弈理论是基于效用信息博

弈理论的推广,而后者可以看作前者的特例.

另外, 例 2给出的偏好表示只是序数表达的

一种方式,还可以用A H P法以权重的方式来表示

序数,将另文讨论.

此外, 这里的 1, 2, 3等只是用来表示策略的

偏好序, 也可以用诸如 a, b, c 之类的符号来表示

这种偏好序.

本文旨在就两人有限博弈情况, 研究基于序

数信息博弈模型的若干均衡概念,并举例说明.

1　基于效用信息的博弈理论: 均衡
概念及举例

考虑例 1所示的博弈问题, 纳什均衡策略有

一个,即 (A 1,B 1) ,帕累托均衡有 2个,即 (A 2,B 1)、

(A 2,B 3) ,A 为领先者、B 为追随者的斯坦克博格

均衡为 (A 1, B 1) ,B 为领先者、A 为追随者的斯坦

克博格均衡为 (A 2,B 3).

一般地, 考虑两人博弈问题, 假定参与人A

的策略空间为S 1 = {A 1,A 2,⋯,A m },参与人B 的

策略空间为 S 2 = {B 1,B 2,⋯,B n},参与人A 的支

付函数为 U 1 (A i,B j ) , 参与人 B 的支付函数为

U 2 (A i,B j ). 将这一博弈问题记为{S 1, S 2; U 1,U 2}.

有如下定义[ 5, 6 ]:

定义 1 (纳什均衡) (A i0,B j 0) 称为博弈问题

{S 1, S 2; U 1,U 2}的 (纯) 纳什均衡,如果成立:

1) 对任意的A i,U 1 (A i0,B j 0) Ε U 1 (A i,B j0)

2) 对任意的B j ,U 2 (A i0,B j 0) Ε U 2 (A i0,B j )
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定义 2 (帕累托均衡) (A i0,B j 0) 称为博弈问

题{S 1, S 2; U 1,U 2} 的帕累托均衡, 如果不存在

(A i,B j ) 使得U 1 (A i,B j ) Ε U 1 (A i0,B j0) 和U 2 (A i,

B j ) Ε U 2 (A i0,B j 0) , 且其中至少有一个成立严格

不等式.

定义 3 (斯坦克博格均衡) (A i0,B j0) 称为博

弈问题{S 1, S 2; U 1,U 2}的以A 为领先者、B为追随

者的斯坦克博格均衡,如果成立:

1) 对任意的A i,令

U 2 (A i,B j i) = m ax
j

U 2 (A i,B j )

2)U 1 (A i0,B j 0) = m ax
i

U 1 (A i,B j i)

同样, (A i0,B j0) 称为博弈问题{S 1, S 2; U 1,U 2} 的

以B 为领先者、A 为追随者的斯坦克博格均衡,如

果成立:

3) 对任意的B j ,令

U 1 (A ij ,B j ) = m ax
i

U 1 (A i,B j )

4)U 2 (A i0,B j 0) = m ax
j

U 2 (A ij ,B j )

下面将这些均衡概念扩展到基于序数信息的

博弈模型中.

2　基于效用信息的博弈模型到基于
序数信息的博弈模型的转换

给定基于效用信息的博弈模型, 可以很容易

地将其转化为一个基于序数信息的博弈模型. 考

虑例 1,经过转化的博弈模型如表 3.

例 3　支付函数到偏好序的转换
表 3　例 1的博弈模型转换 (例 3)

参与人A
参 与 人B

B 1 B 2 B 3

A 1 3, 1 2, 2 3, 3

A 2 2, 1 1, 3 1, 2

A 3 1, 2 3, 1 2, 3

值得注意的是, 这种转换还可以用来处理效

用水平不确定但可以表示为一个效用区间的博弈

问题, 以及模糊效用或其他效用形式表示的博弈

问题. 因此,基于序数信息的博弈模型具有较为广

泛的应用前景.

3　基于序数信息的博弈模型: 均衡
概念及举例

仍考虑两人博弈问题,假定参与人A 的策略

空间为 S 1 = {A 1,A 2,⋯,A m },参与人B 的策略空

间为 S 2 = {B 1,B 2,⋯,B n},对于参与人A 和B 的

每一对策略 (A i,B j ) ,用 R 1 (A i,B j ) 表示参与人A

在参与人B采取策略B j时采取策略A i的偏好序,

用R 2 (A i,B j ) 表示参与人B 在参与人A 采取策略

A i时采取策略B j的偏好序,并将这一基于偏好序

的博弈问题记为{S 1, S 2; R 1, R 2}.

考虑参与人A ,给定参与人B的一个策略B j ,

可以用～ 和 Ε 来衡量参与人A 的偏好序的级

别, 即如果A i 比A k 的偏好序高, 就记为 R 1 (A i,

B j ) Ε R 1 (A k ,B j ) ,如果A i和A k的偏好序一样,就

记为R 1 (A i,B j )～ R 1 (A k ,B j ) ,在所有偏好序中偏

好序最高的策略,记为M axo rder
i

R 1 (A i,B j ) ,即对

于任意的R 1 (A i,B j ) ,必有M axo rder
i

R 1 (A i,B j )～

R 1 (A i, B j ) 或M axo rder
i

R 1 (A i,B j ) Ε R 1 (A i,B j ).

同理可以讨论参与人B 的偏好序级别问题.

同样地,给定参与人A 和B 的两对策略 (A i,

B j ) 和 (A k ,B h) ,如果 R 1 (A i,B j )～ R 1 (A k ,B h) 和

R 2 (A i,B j ) ～ R 2 (A k ,B h) , 记 为 (R 1 (A i,B j ) ,

R 2 (A i,B j ) )～ (R 1 (A k ,B h) , R 2 (A k ,B h) ).

如果R 1 (A i,B j )～ 或Ε R 1 (A k ,B h) 和R 2 (A i,

B j )～ 或 Ε R 2 (A k ,B h) , 且其中至少有一个成立

Ε 时, 记为 (R 1 (A i,B j ) , R 2 (A i,B j ) Ε (R 1 (A k ,

B h) , R 2 (A k ,B h) )

下面给出基于偏好序信息的若干均衡概念.

定义 4 (序纳什均衡) (A i0,B j0) 称为博弈问

题{S 1, S 2; R 1, R 2}的偏好序为 (n1, n2) 的序纳什均

衡,如果R 1 (A i0,B j0) = n1, R 2 (A i0,B j0) = n2. 其中

n1 和 n2 为偏好序级别数, n1 ≤ n , n2 ≤m .

定义 5 (最优序纳什均衡) : (A i0,B j0) 称为博

弈问题{S 1, S 2; R 1, R 2}的最优序纳什均衡,如果

1) 对任意的A i

　R 1 (A i0,B j0)～ 或 Ε R 1 (A i,B j0)
2) 对任意的B j

　R 2 (A i0,B j0)～ 或 Ε R 2 (A i0,B j )
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　　 定义 6 (序帕累托均衡) (A i0,B j0) 称为博弈

问题{S 1, S 2; R 1, R 2} 的序帕累托均衡, 如果不存

在 (A i,B j ) 使 得 (R 1 (A i,B j ) , R 2 (A i,B j ) ) Ε
(R 1 (A i0,B j 0) , R 2 (A i0,B j0) ).

定义 7 (序斯坦克博格均衡) (A i0,B j 0) 称为博

弈问题{S 1, S 2; R 1, R 2}的以A 为领先者、B为追随

者的序斯坦克博格均衡,如果成立:

1) 对任意的A i, 令 R 2 (A i,B j i) = M axo rder
j

R 2 (A i,B j )

2) R 1 (A i0,B j 0) = M axo rder
i

R 1 (A i,B j i)

同样地, (A i0,B j 0) 称为博弈问题{S 1, S 2; R 1, R 2}

的以B 为领先者、A 为追随者的序斯坦克博格均

衡,如果成立:
3) 对任意的B j , 令 R 1 (A ij ,B j ) = M axo rder

i

R 1 (A i,B j )

4) R 2 (A i0,B j 0) = M axo rder
j

R 2 (A ij ,B j )

容易证明下列结论: (A i0,B j 0) 为博弈问题

{S 1, S 2; R 1, R 2} 的最优序纳什均衡, 当且仅当

(A i0,B j 0) 为偏好序为 (1, 1) 的序纳什均衡.

考虑如表 2所示的博弈问题,偏好序为 (2, 1)

的序纳什均衡有 (A 2,B 1) 和 (A 1,B 3) , 偏好序为

(3, 3) 的序纳什均衡有 (A 3,B 1) ,不存在偏好序为

(1, 2) 的序纳什均衡. 最优序纳什均衡即偏好序

为 (1, 1) 的序纳什均衡为 (A 3,B 2). 在表 3所示的

博弈问题中,不存在最优序纳什均衡.

在表2所示的博弈中, (A 3,B 2) 是唯一的序帕

累托均衡,而在表 3所示的博弈问题中,有 5个序

帕累托均衡,即 (A 1,B 1) , (A 2,B 1) , (A 2,B 3) , (A 3,

B 1) 和 (A 3,B 2).

在表 2所示的博弈中,以A 为领先者、B 为追

随者的序斯坦克博格均衡为 (A 2,B 1) ,以B为领先

者、A 为追随者的序斯坦克博格均衡为有两个,即

(A 3,B 1) 和 (A 2,B 3).

对于策略有限的基于序数信息的博弈问题,

尽管有些序纳什均衡和最优序纳什均衡可能不存

在,但可以证明,序帕累托均衡和序斯坦克博格均

衡总是存在的. 同样, 也可以证明, 如果最优序纳

什均衡存在的话, 那么序帕累托均衡和序斯坦克

博格均衡都相同,为最优序纳什均衡. 这时三个均

衡都相同.

值得注意的是, 最优纳什均衡的概念在基于

效用信息的博弈问题研究中是没有定义的.

4　结束语

本文讨论了一种基于决策者关于策略的序数

偏好而不是效用水平的博弈问题,称之为基于序

数信息的博弈问题. 给出了这种博弈问题的若干

序均衡概念. 这些序均衡概念是基于效用信息博

弈问题纳什均衡概念类的推广. 新的博弈模型对

于处理难以用效用形式表示支付函数的博弈问题

将是非常有用的,它也是现有博弈模型的必要补

充和完善. 可以相信这种新的理论或模型借助于

现代数学序分析理论和综合评价方法 (如A H P)

会有较大的发展.

本文是就两人博弈问题展开讨论的,相关的

序均衡概念可以很容易地推广到多人的情形. 有

关序均衡概念还可以进行动态分析和不完全信息

分析. 另外,基于序数信息的博弈均衡模型仍然有

许多需要深入研究的理论问题,如各种序均衡解

的存在性、稳定性、求解算法等. 这些理论及其应

用问题都是今后值得研究的一些课题.
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Gam e theory with ord ina l data inputs

F EN G J un2w en
Schoo l of Econom ics and M anagem en t, N an jing U n iversity of Science and T echno logy, 210094 N an2
jing, Ch ina

Abstract: 　 In m any socia l o r po lit ica l science p rob lem s, the persona l sub ject ive p reference info rm a2
t ion can be the resu lt from qualita t ive ana lysis, w h ich is d iff icu lt to be exp ressed in the u t ility fo rm ,

bu t can be exp ressed in o rd ina l fo rm. Based upon o rd ina l p reference info rm at ion the decision2m akers

exp ressed, in stead of the payoff funct ion o r u t ility level, th is paper developed a rank2o rdering based

gam e theo ry o r m odel, p ropo sed som e concep ts of rank2o rdering equ ilib rium , and gave som e num eri2
ca l dem on stra t ion s. T h is new gam e theo ry cou ld be con sidered as the necessary and valuab le genera l2
iza t ion and supp lem en t to the trad it iona l u t ility o r payoff based gam e theo ry.

Key words:　p reference rank o rder; gam e theo ry; N ash equ ilib rium ; Pareto equ ilib rium ; Stackelberg

equ ilib rium
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