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摘要 : 在建立成本分配问题数学模型的基础上 ,提出了异质成本分配模型的公理体系 ,将异质

成本分配规则应满足的公理性质分为基本公理性质、一般公理性质和特殊公理性质三类 ;通过

案例研究 ,深入分析了产出规模不变性、需求单调性、比例性和上限性等公理性质的强制性 ,并

对 EANS方法、Aumann2Shapley 值法、Friedman2Moulin 序列方法和 Shapley2Shubik 方法等典型的

异质成本分配方法对公理性质的满足情况进行了全面讨论 ,通过严格的数学证明 ,得出了有价

值的结论.
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0 　引　言

公理化研究是分配理论发展的前沿领域. 按

分配对象不同 ,分配问题一般可归为成本分配和

剩余分配两大类. 在不考虑个体偏好的前提下 ,成

本分配与剩余分配问题是严格等价的. 故本文将

成本分配作为标准问题进行研究. 这类分配问题

可描述如下 :一组代理人共同使用一项给定的具

有可变回报的技术进行生产 ,每个代理人需要一

份特定产出 ,同时需要分摊部分成本 ,应如何制定

成本分配规则才能实现公平配置 ? 本文用公理化

方法对异质分配模型进行分析 ,对几种主要的异

质成本分配规则的公理性质进行深入探讨.

1 　成本分配问题的数学模型描述

根据投入与产出的数量与特性 ,可将成本分

配问题分为三类模型[1 ] .

模型 1 　同质 ②投入与同质产出模型( 简称同

质模型)

设成本分配总量事先给定 , 以正数 C 表示 ;

N = { 1 ,2 , ⋯, n} 为一组个体的集合 ; B = { b1 ,

b2 , ⋯, bn} 为非负 n 维向量 ,表示需求、效用和权

利等. 假设 ∑
n

i = 1
bi ≥ C ,则成本分配问题可表示为

求解 x = ( x1 , x2 , ⋯, xn) ,满足 ∑x i = C ,其中 ,

解向量 x 是 B 的函数. 一项公共设施建造成本的

分配问题即可转化为上述模型 ,由于模型没有提

供关于生产技术方面的更多信息 ,解决这类问题

的关键在于分配的公平性.

在很多情况下 ,成本分配总量并不是事先给

定 ,而是由成本函数来确定. 设Γ(1 ,1) 为非减连

续的成本函数集合 , 对于 C ∈Γ(1 ,1) , 有 C :

R + → R + , C (0) = 0. 设 N = { 1 ,2 , ⋯, n} 是一组

个体 ; q = { q1 , q2 , ⋯, qn} 是一个需求组合 ; C ∈

Γ(1 ,1) 是成本 (或生产) 函数. 令 ∑
n

i = 1

qi = qN ,应

如何在个体之间分配 C ( qN) ?这一模型可用 ( q ,

C , N) 或 ( q , C) 表示. 这时的投入与产出显然是

同质的.
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模型 2 　同质投入、n 种异质 ①不可划分产

出 ②模型 (简称二元需求模型)

设Γ( N ,1) 为非减连续成本函数集合 ,对于

C ∈Γ( N ,1) ,有 C : Rn
+ →R + , C (0) = 0. 设 N =

{ 1 ,2 , ⋯, n} 为一组个体集合 ; q = { q1 , q2 , ⋯, qn}

是 n 类异质不可划分货物需求组合 ; C是成本 (或

生产) 函数 , C ∈Γ( N , 1) . 这时 , 应如何分配

C ( q1 , q2 , ⋯, qn) ?在本模型中 , 由于产出不可划

分 ,需求只能为 0 或 1. 也就是说每个个体需求是

独特的 ,它们可能对总成本有着不同的影响.

模型 3 　同质投入、P 种异质可划分产出模

型 (简称异质模型)

设Γ( P·N ,1) 为非减连续成本函数集合 ,对

于 C ∈Γ( P·N ,1) ,有 C : RP·n
+ →R + , C (0) = 0.

设 N = { 1 ,2 , ⋯, n} 为一组个体集合 , q = ( q1 ,

q2 , ⋯, qn) 为 P 种异质货物的需求组合. 其中 :

qi = { q1 i , q2 i , ⋯, qPi}
T 的个体 i 对 P 种货物的需

求向量 , i = 1 ,2 , ⋯, n. 这时应如何在个体之间分

配 C ( q1 , q2 , ⋯, qn) ?

实际上 ,模型1可看作模型3的一种特例 ;模型

2 则是在将需求限定为二元的前提下 ,模型 3 的转

换形式. 因此异质模型 (模型 3) 是成本分配模型的

一般形式 ,可称之为具有可变需求的公理化成本分

配模型 ,模型信息包括 :具有异质可划分产出的成

本函数 ,以及在每一给定产出下的需求组合.

2 　异质模型的公理体系分析

2. 1 　异质模型的公理体系

异质分配规则应满足的公理性质包括三类 :第

一类是基本公理性质 ,它们是对分配规则的基本的

公平性要求 ,是各类成本分配模型必须满足的公

理 ,具有强制性 ,且与成本函数的变化无关 ;第二类

是一般公理性质 ,是从某一侧面对公平性的解释 ,

往往与成本函数的变化相联系 ;第三类是特殊公理

性质 ,是在某些特定前提下 ,分配规则需具备的公

理性质. 异质模型的公理体系详见表 1. 表中 C ∈

Γ( P·N ,1) , q ∈RP·n
+ ; qi = ( q1 i , q2 i , ⋯, qpi)

T , i =

1 ,2 , ⋯, n ; ql = ∑
n

i =1
qli , l = 1 ,2 , ⋯, P.

表 1 　异质成本分配模型的公理体系

公理性质名称 数学描述 解释与说明

基
本
公
理
性
质

有效性 ∑
n

i =1
x i = C ∑

n

i =1
qi

表明分配总额应等于总成本 ,也被视为成本分配的
预算平衡等式 ,具有最高强制性

非负性 x i ( q , C) ≥0 是所有成本分配方法必须满足的性质之一

虚设性

如果对于代理人 i ,有 9iC( q) = 0 ,则称代理是虚设

的. 对于虚设的代理人 i ,如果有 x i ( q , C) = 0 ,则称分

配规则 X 满足虚设性

如果代理人 i 的需求并未增加成本 ,则他不应负担
任何成本份额

等价问题
等价处理

若 qi = qj ,则 x i ( q , C) = xj ( q , C)
如果所有参加人对技术有同等权利 ,成本分配额仅
依赖于需求大小 , 而与代理人的身份无关. 也可称
为亚里士多德公理

递阶性
对于 i , j ∈N ,若 qli ≤ qlj , qki = qkj ( l ≠ k) ,

则 x i ( q , C) ≤ xj ( q , C)

这一公理有时也被称为无优势性 ,它说明代理人的
需求越大 ,成本份额应越大

一
般
公
理
性
质

需求

单调性 [2 ]
当 qi 增加为 qi′时 , x i ( q′, C) ≥ x i ( q , C)

说明分配额 x i ( q , C) 应是需求 qi 的不减函数. 它在

投入贡献和产出份额之间体现一个正确的关系

可分性
若 C( q) = ∑

P

l =1
Cl ( ql) ,且 Cl ( ql) = λl ql ,

则 x i ( q , C) = ∑
P

l =1

λlqli

如果成本函数是可分的 , 则成本分配额也应是可
分的

投入规模
不变性

对于任意λ≥0 ,有 x i ( q ,λC) = λx i ( q , C)
当投入 C的度量单位发生变化时 ,成本分配额的度
量单位会发生同样变化 ,不应对成本分配的结果发
生本质影响

产出规模
不变性 [3 ]

对于任何λ > 0 ,有 x i ( q , C) = x i (λª q , Cλ) , i = 1 ,

2 , ⋯, n 其中 ,λ ª q = (λ1 q1 ,λ2 q2 , ⋯,λPq
P)

当产出 q 的度量单位变化时 ,对成本分配结果应无
任何影响
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续表 1

公理性质名称 数学描述 解释与说明

一
般
公
理
性
质

对称性
若 C 对 ql 和 qk 是对称的 ,则

x i ( q | l , kqli , qki) = x i ( q | l , kqki , qli)

若成本函数对货物 l、k 是对称的 ,则 x ( q , C) 对于
货物 l、k 也是对称的

上限性
如果 C 对于 n 个变量是对称的 ,则

x i ( q , C) ≤C( qie)

式中 , e = 1 (1 ,1 , ⋯,1)

当成本函数为凸函数时 ,上限性使得低需求的代理
人不必为其他高需求代理人带来的高边际成本
负责

下限性 x i ( q , C) ≥
1
n

C(0 | iqi)

当成本函数为凸函数时 , 边际成本上升 , 下限性实
际上是为需求较高的代理人规定其至少应负担的
成本份额

可加性 x i ( q , C1) + x i ( q , C2) = x i ( q , C1 + C2)
虽然可加性并不具有显著的强制性 ,但实际上人们
使用和研究的大部分分配规则都满足这一性质

特
殊
公
理
性
质

一致性
x i ( q , C) = x i ( qN \ i , CN \ i)

其中 , CN \ i ( qN \ i) = C( q) - x i

如果 i 之外的代理人集合 N \ i 根据相同的规则对
剩余成本 ( C( q) - x i) 进行再分配 ,则在需求不变

的前提下 ,每个代理人的分配额也应不变

比例性 —
当成本函数为同质函数时 ,该分配规则等价于平均
成本定价规则

序列性 —
当成本函数为同质函数时 ,该分配规则等价于序列
成本定价规则

2. 2 　公理性质的强制性分析

基本公理性质具有一级强制性 ,而一般公理

性质和特殊公理性质的强制性存在较大差异.

2. 2. 1 　产出规模不变性 (SI) 公理的强制性分析

产出规模不变性公理的意义主要体现在异质

模型中. 从产出的性质上分析 ,异质模型又可分为

产出可比与产出不可比两种情况.

产出不可比的典型案例如电话定价案例[4 ] :

设有 n类电话呼叫类型 ,如包括本地呼叫、长途呼

叫、峰值呼叫、峰值外呼叫等. 在不同类型的电话

呼叫之间没有直接的方式去比较呼叫的数量 ,换

句话说 ,本地呼叫与长途呼叫等之间没有直接的

交换率. 这时用户应分担的成本份额不应依赖于

不同呼叫类型的计量单位 ,即当产出不可比时 ,产

出规模不变性公理是具有强制性的.

产出可比的典型案例如网络延误分配案

例[5 ] :设一组代理人分享一个网络. qi 为参加人 i

的传输率 ,即每秒发出包裹的期望值 ; xi 为参加人

i 在队列中包裹的平均数量 ; di 为队列的平均延

误. 三者关系为

xi = qi ·di (1)

类似于排列队中的 M/ M/ 1 模型 , 假设输入

过程服从参数为 qi 的 Poisson过程 ,服务时间服从

参数为μ的负指数分布. 这时服务规则 (如先到先

服务 , 后到先服务或随机服务等) 的选择决定了

参加人延误的概率 ,换句话说 ,服务规则的选择相

当于成本分配规则的选择 ,为

C ( q) = ∑
n

i = 1
xi = ∑

n

i = 1
qi/ μ - ∑

n

i = 1
qi (2)

在本案例中 , 每个参加人的需求 qi 是可比

的 ,但它们来自于不同用户 ,故是异质的. 在这种

情况下 ,规模不变性公理没有明显的意义 ,即当不

同代理人的需求可比时 ,产出规模不变性公理不

再是强制性的.

2. 2. 2 　需求单调性 (DM) 公理的强制性分析

在二元模型中 ,每个代理人分别与一项货物

相联系 ,这时如果分配规则不满足需求单调性 ,则

某些代理人可能人为地提高其需求 ,以便降低分

担的成本 ,因此需求单调性是一个强制性的公平

性需求 ,它在投入贡献与产出份额之间体现一个

正向关系.

而在异质模型中 ,如果技术存在大量的用户 ,

对货物的需求是大量个体代理人少量需求的累加

时 ,需求单调性不再是强制性的. 这是因为某一特

定货物的总需求是大量“微小”需求的累加 ,它不受

个别需求增减的控制 ,代理人不能通过增加本身的

需求达到降低成本份额的目的 ,在这种前提下 ,需

求单调性公理的公平性与激励性均不能体现.

2. 2. 3 　比例性公理的强制性分析

在异质模型中 ,对货物 i 的需求是一定数量

个体需求之和. 当个体需求不能被单独监控时 ,比

例性具有明显的强制性. 例如在电话定价案例中 ,

假设仅有一种通话类型 (设为本地呼叫) ,这样来

自不同电话机的需求在成本函数中可进行累加.
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若依据某种分配规则 ,使从不同电话机打出的本

地通话单位价格不同 ,则用户可能会到便宜的电

话机上打电话 ,以便降低费用. 只有在分配规则满

足比例性时 , 才能避免代理人之间需求的上述

转换.

反之 ,当代理人的需求易于监控 ,或代理人的

需求各不相同 (二元模型 ,即货物 i 由特殊代理人

i 消费) 时 ,比例性不是强制的.

2. 2. 4 　上限性公理的强制性分析

在同质模型中 ,上限性有一定的强制性 ;在异

质模型中 ,如果产出不同但可比 ,且成本函数对于

所有变量是对称的 ,则上限性公理仍有其特殊意

义. 例如在网络延误分配案例中 ,上限性可以保护

小用户的利益不被损害 ,这不仅反映了公平性 ,而

且有激励作用 :当用户等待时间的上限不依赖于

其他用户需求时 ,用户退出队列的可能性会降低.

3 　异质成本分配方法对公理性质的
满足情况

3. 1 　典型的异质成本分配方法

典型的异质成本分配方法有 EANS方法、Shapley2
Shubik方法、Aumann2Shapley值法和Friedman2Moulin序

列方法等.

3. 1. 1 　EANS方法

EANS方法就是非可分成本的平等分配法 ,它

是一种传统的经验主义方法. 代理人的可分成本

SCi 是指其边际成本 ,一般认为 , SCi 应是代理人 i

的理想分摊成本.

SCi = C ( N) - C ( N \ i) (3)

式中 : SCi ———代理人 i 的可分成本 ;

C( N) ———代理人集合 N = { 1 ,2 , ⋯, n} 的

总成本 ;

C( N \ i) ———代理人集合 N \ i = { 1 ,2 , ⋯,

i - 1 , i + 1 , ⋯, n} 的总成本.

当 ∑
n

i = 1

SCi = C ( N) 时 ,每个代理人均可达到

其理想分配值 SCi . 然而当 ∑
n

i = 1
SCi < C ( N) 时 ,每

个代理人除去分摊 SCi 之外 , 再需分摊 C( N) -

∑
n

i = 1
SCi 的一部分. 称

NSC = C ( N) - ∑
n

i =1
SCi =

　　C( N) - ∑
n

i = 1
[ C ( N) - C( N \ i) ] (4)

为非可分成本. EANS法的思想是让每个代理人平

等分摊 NSC ,其定义式如下

xe
i = SCi +

1
n

NSC =

　　 1
n [ C(N) + ∑

n

j =1
C(N \ j) ] - C(N \ i) (5)

式 (5) 是下列等式的唯一解

x i - SCi = xj - SCj 　( Π i , j ∈N)

∑
n

i = 1
x i = C ( N)

(6)

3. 1. 2 　Shapley2Shubik (S2S) 方法

Shapley曾经证明 :对于对策〈N , C〉, 只存在

一种函数满足加法性、有效性和对称性公理 , 即

Shapley 值[6 ] . 将 Shapley 值用于成本分配问题 ,得

到 Shapley2Shubik[7 ] 方法如下

　xss
i ( q , C) = ∑

s∶i ∈S < N

( s - 1) !( n - s) !
n !

[ C( qs) -

　　　　C ( qs \ i) ] 　( i = 1 ,2 , ⋯, n) (7)

它实质上是把 Shapley 值由分配对策问题引

伸到更普遍、更一般化的函数范畴[8 ] .

3. 1. 3 　Aumann2Shapley(A2S) 定价公式

Aumann2Shapley定价公式[9 ,10 ] 是基于无原子

对策理论提出的. 当存在 P 种异质可划分产出

时 , A2S 定价公式针对异质模型的表达式为

　xɑs
i ( q , C) = ∑

P

i = 1 [ qr
i ·∫

1

0
9rC( tq) d t ] =

　　∑
p

i =1 [ qr
i ·Pr ( q , C) ] 　( i = 1 ,2 , ⋯, n)

(8)

式中 : qr
i ———第 i 个代理人对货物 r 的需求量 ;

Pr ( q , C) ———第 r 种货物的单价.

A2S机制的直观解释如下 :假设 n 种产品共

同耗费成本 f (α) , 在生产过程中 , 每次生产一个

αi 的无穷小量 ,由此产生的边际生产成本应由第

i 种产品来负担 ,则每一单位第 i 种产品的平均边

际成本就是 A2S 价格.

A2S定价公式与 Shapley值的内在联系是[11 ] :

假设给定成本函数 f 和需求向量α = (α1 ,α2 , ⋯,

αn) ,将每一用户需求αi 分成 K维需求 qi/ K ,并将
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每一小部分需求看作一个独立需求 ;然后计算 n ·

K个参加者的合作对策的 Shapley值 ,当 K趋向无

穷时 ,就可推导出 A2S定价公式.

3. 1. 4 　Friedman2Moulin (F2M) 序列方法

F2M序列方法[12 ] 是序列成本定价方法[13 ] 向

异质模型的扩展 ,可以表示为

xfm
i ( q , C) =∫

q
i

0
9iC( ( te) ∧ q) d t (9)

式中 : e = (1 ,1 , ⋯,1) ;

( x ∧ y) = (min{ x1 , y1} ,min{ x2 , y2} , ⋯,

min{ xn , yn} ) ;

C 为无固定成本的成本函数.

3. 2 　异质成本分配规则的公理性质分析

经作者严格的数学证明 ,得出异质成本分配

方法对公理性质的满足情况如表 2 所示. 证明过

程略.

表 2 　异质成本分配方法对公理性质的满足情况

分配方法

基本公理性质 特殊公理性质

有效性 非负性 虚设性
等价问题

等价处理
递阶性 一致性 比例性 序列性

EANS法 ○ × × ○ ○ ○ × ×

S2S法 ○ ○ ○ ○ ○ × × ×

A2S法 ○ ○ ○ ○ ○ × ○ ×

F2M序列方法 ○ ○ ○ ○ ○ × × ○

分配方法

一般公理性质

需求单调性 可分性
投入规模

不变性

产出规模

不变性
对称性 下限性 上限性 可加性

EANS法 ○ ○ ○ ○ ○ × × ○

S2S法 ○ ○ ○ ○ ○ ○ × ○

A2S法 × ○ ○ ○ ○ ○ × ○

F2M序列方法 ○ ○ ○ × ○ × ○ ○

4 　结论

从表 2 的分析结果可以得出结论 :

1) 关于 EANS法公理性质的讨论

本文所论及的四种异质成本分配方法中 ,仅有

EANS法满足一致性. 在多阶段成本分配对策中 ,应

用 EANS法有很大优势. 另一方面 , EANS 法不满足

非负性和虚设性 ,这使 EANS法存在较大局限.为此

在使用该方法时 ,必须保证所有需求非零 ,并对成本

函数均有影响 ,以避免虚设性的影响.

2) 关于 S2S 法的公理性质讨论

S2S 法满足所有基本公理性质和除上限性之

外的一般公理性质 ,说明 S2S 法具有强大的公理

性质. 但对于低需求代理人 ,有可能被分配较多成

本份额. 这是因为 ,作为一种随机顺序值 ,S2S 法

是进行加权平均计算 ,这很可能增大低需求者的

成本份额.

S2S 法不满足一致性 ,说明 S2S 法不适用于多

阶段成本分配对策. S2S 法同样不满足比例性或

序列性 ,也就是说 S2S 法不是平均成本定价或序

列成本定价向多元模型的拓展 ,这使得 S2S 法不

能具备上述两种方法的一些特性.

3) 关于 A2S 法的公理性质讨论

A2S 法作为 S2S 法的极限情况 ,与 S2S 法的公

理性质有一定相似之处 ,如 A2S 法同样不满足一

致性和上限性. 与 S2S 法不同的是 ,A2S 法不满足

需求单调性 ;在同质的情况下 ,它等价于平均成本

定价. 其中 ,不满足需求单调性是 A2S 法的一大缺

陷 ,这使得它在某些情况下有失公平性.

4) 关于 F2M 法的公理性质讨论

与 A2S 法相反 , F2M 法不满足产出规模不变

性、下限性和比例性 ,却满足序列性、需求单调性

和上限性. 其中 ,不满足产出规模不变性是 F2M

法的一大缺陷 ,这说明 F2M 序列方法必须依赖产

出单位的比较才能得出分配额 ,当各种产出的性
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质和计量单位不同时 ,分配额并不可信.

在解决不同的异质分配问题时 ,应具体分析

该问题的公理要求 ,根据上述结论 ,选择合适的分

配方法.
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Axiomatic analysis of heterogeneous cost sharing model and its methods

ZHENG Li2qun , LI Rui2han , WU Yu2hua
School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China

Abstract : Based on setting up the mathematic models of the cost sharing problems , the axiomatic system of the het2
erogeneous cost sharing model is put forward. The axiomatic characters of heterogeneous cost sharing methods fall in2
to three categories : the basic characters , the general characters and the special characters. The necessity of invari2
ance of output scale , demand monotonicity , proportionality and upper bound is discussed by studying some cases.

The characters of four typical heterogeneous cost sharing methods—the EANS method , the Aumann2Shapley pricing ,

the Friedman2Moulin serial cost pricing and the Shapley2Shubik method —are proven.

Key words : axiomatic analysis ; heterogeneous cost sharing model ; axiomatic system ; necessity analysis

—02— 管 　理 　科 　学 　学 　报 　　　　　　　　　　　　　2003 年 12 月


