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摘要 : 首先为同类企业的投资竞赛建立了一个离散非线性动力学模型 ,然后深入研究了该模型

不动点的稳定性及各种分岔与混沌行为 ,并分析了系统的非线性动力学性质所表现的经济学意

义.研究结果表明 :随着系统参数的增大 ,该离散非线性模型通过准周期过渡和倍周期分岔两种

途径通向混沌 ,并能较好地解释同类企业因竞争而导致经济规模此消彼长的社会经济现象.
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0　引　言

在经济理论研究中 ,借助数学模型研究经济

活动的规律已成为经济学家、管理学家的一种重

要方法 ,如金融市场中的争当少数者博奕模

型[1 ,2 ] ;现代经济增长和经济发展中的“J - 曲

线”[3～7 ] ;经济系统和资本市场的混沌动力学分

析[8～12 ]、财产管理混沌模型[13 ]、技术扩散模型[14 ]

中的混沌等这些都是近年来经济学模型研究的学

术热点.

在现代经济活动中 ,存在着大量的由于相互

竞争而导致此消彼长、消亡 (破产)等事件.经济规

模、生产能力和技术水平本来齐鼓相当的具有竞

争性的同类企业 ,在很短的时间内 ,其竞争力和经

济实力相互之间会发生巨大的变化 :有的企业成

为本行业的龙头、巨人 ,而有的企业则生产萎缩甚

至破产消亡.为了借助数学模型来描述这种经济

现象 ,以往人们主要采用线性连续模型 ,例如诱发

投资与加速发展的微分方程[15 ] .由于连续线性模

型的最终行为是确定性的 ,它不能解释经济复杂

系统出现的各种不可预测和不可控制的随机结

果.但是 ,非线性系统的行为是极其复杂的 ,在一

定参数条件下会出现类似随机的不确定结果 (混

沌) ,因此用非线性模型描述经济活动中的复杂现

象无疑能更真实更准确地反映社会经济活动的规

律和结果.本文所做的工作就是力图为同类企业

的投资竞赛建立一个离散非线性动力学模型 ,并

研究其动力学性质所表现出的经济学意义.

1　理论模型的提出

一个企业的兴衰 ,虽然有很多因素 ,但投资是

关键 ,因为投资是扩大生产能力和提高产品技术

含量的主要手段 (这里讲的投资不仅指设备、厂

房、原材料投资 ,也包括技术改造、人才引进、管理

手段等投资) .因此 ,本文从投资竞争入手建立相

关数学模型.

将一个企业某年的投资总额分为两部分 :一

部分投资额受自己前一年投资规模的影响 ,这一

部分投资额称为投资惯性项 ,以 (1 - γ)为惯性因

子 ;另一部分投资额受竞争对手前一年投资额的

影响 ,这一部分投资额称为投资刺激项 ,以γ为刺

激因子 ,惯性因子与刺激因子之和为 1.

考虑两个双边竞争的同类企业 X 和 Y.假定
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投资竞赛从某个时期开始 ,这里时期取为年.以变

量 xn和уn分别表示企业 X和 Y第 n年的投资规

模与企业总产出的比率 ,0 < xn ,уn < 1.即一方面

一个企业在下一年的投资依赖于它的对手今年的

投资情况 ,因此可以假设 xn+1正比于уn ,同样уn +1

正比于 xn +1 ;但是若对手今年投资较多时 ,它下一

年投资增加的速度就要减慢 ,这是受企业总的经

济实力的限制 ,这样就必须假定 xn+1 正比于 1 -

уn ,同样уn +1正比于1 - xn ;另一方面 ,一个企业下

一年的投资也要受今年投资的影响 ,所以可假设

xn+1正比于 xn ,уn +1正比于 уn .这样就得到两个同

类企业投资竞赛的时间离散非线性模型

xn +1 =γμуn (1 - уn) + (1 - γ) xn

уn +1 =γμxn (1 - xn) + (1 - γ) уn
(1)

式中 :μ ∈ (0 ,4]为模型的参数 ,反映投资双方的投

资比例关系;γ为剌激因子(0 <γ < 1) ,反映竞争一

方受对手投资影响的强度;1 -γ为惯性因子 ,反映该

企业前一年的投资对下一年投资的影响强度.

2　模型求解与动力学行为分析

2. 1　不动点的求解

令 xn +1 = xn = x 3 , уn +1 = уn = у3 ,则系统

(1) 的不动点满足的方程为

x 3 =μу3 (1 - у3 )

у3 =μx 3 (1 - x 3 )
(2)

解上述方程 ,得式 (1) 的四个不动点的值为

P1 (0 ,0) , P2 (1 -
1
μ ,1 -

1
μ) ,

P3 ( 1
2

+
1

2μ +
1
2 (1 +

1
μ) (1 -

3
μ) ,

　　 1
2

+
1

2μ -
1
2 (1 +

1
μ) (1 -

3
μ) ) ,

P4 ( 1
2

+
1

2μ -
1
2 (1 +

1
μ) (1 -

3
μ) ,

　　 1
2

+
1

2μ +
1
2 (1 +

1
μ) (1 -

3
μ) )

显然 ,不动点 P3、P4的存在性条件为μ≥3.

2. 2　不动点的稳定性分析

应强调 :讨论上述各不动点的稳定性时 ,应同

时考虑参数μ、γ的取值范围及不动点 (例如 P3、

P4) 的存在性条件. 为了便于分析各个不动点的

稳定性 ,首先求出式 (1) 不动点处线性化矩阵特

征值满足的一般方程.

式 (1) 在不动点 ( x 3 ,у3 ) 处的雅可比矩阵为

J =
1 - γ μγ - 2μγу3

μγ - 2μγx 3 1 - γ
(3)

矩阵 J 的特征方程为

| λI - J | = 0 (4)

将式 (3) 代入式 (4) 得

　(λ - (1 - γ) ) 2 - (2μγx 3 - μγ) (2μγ3 у- μγ) = 0

(5)

由非线性动力学的有关理论可知 :当特征方程

(5) 的解λ1、λ2满足 | λ12 | < 1时 ,式 (1) 的不动点

( x 3 ,у3 )为稳定不动点 ;当λ1 = - 1或λ2 = - 1时 ,

在不动点 ( x 3 ,у3 ) 处发生倍周期分岔[15] .下面根

据上述稳定性条件和分岔条件分别讨论各不动点

的稳定性及分岔情况.

1) 不动点 P1的稳定性分析

对于不动点 P1 ,特征方程式 (5) 的解为λ1 =

μγ+ 1 - γ,λ2 = - μγ+ 1 - γ,而其稳定性条件由

特征方程式 (5) 的两个特征根 | λ12 | < 1确定 ,即

求不等式组

| μγ+ 1 - γ| < 1

| - μγ+ 1 - γ| < 1
(6)

的解.上式的公共解为0 <μ < 1 ,故 P1 (0 ,0) 的稳定

性与参数γ的取值无关.当参数μ = 1时 ,不动点 P1

失稳 ,发生倍周期分岔的条件为λ1 = - 1或λ2 = - 1 ,

即要求γ =γ - 2或γ = 2 - γ]γ = 1.由于 0 <

γ <1 ,故以上两个条件均不能满足 ,因此不动点 P1

失稳后 ,不会发生倍周期分岔 ,如图 1～ 4所示.

2) 不动点 P2的稳定性分析

对于不动点 P2 ,将其值代入特征方程式 (5) ,

得其解为λ1 =μγ+ 1 - 3γ,λ2 = - μγ+ 1 +γ,

因而该不动点的稳定性条件由下列不等式组决定

| μγ - 3γ + 1 | < 1

| - μγ+γ + 1 | < 1
(7)

解上述不等式组 ,得 P2的稳定性条件为 1 <

μ < 3 ,即不动点 P2的稳定性也与参数γ的取值

无关.当μ = 3时 , P2失稳 ,发生倍周期分岔的条

件为λ1 = - 1或λ2 = - 1.当μ = 3时 ,显然λ1 ≠

- 1 ,要使λ2 = - 1 ,则必须要求γ = 1 ,而0 <γ <

1 ,故λ2 ≠- 1.因此不动点 P2失稳后 ,同样不会发

生倍周期分岔 ,如图 1～ 4所示.
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图 1　系统 (1) 中变量 xn的分岔图

(γ = 0. 85 ,初值取 x0 = 0. 9 , у0 = 0. 1)

Fig. 1 Bifurcation diagram of variable xn in system21

withγ = 0. 85 , initial condition x0 = 0. 9 , у0 = 0. 1

图 2　系统 (1) 中变量 уn的分岔图

(γ = 0. 85 ,初值取 x0 = 0. 9 , у0 = 0. 1)

Fig. 2 Bifurcation diagram of variable xn in system21

withγ = 0. 85 , initial condition x0 = 0. 9 , у0 = 0. 1

图 3　系统 (1) 中变量 xn的分岔图 ,γ = 0. 85

(γ = 0. 85 ,初值取 x0 = 0. 1 , у0 = 0. 9)

Fig. 3 Bifurcation diagram of xn in system21

withγ = 0. 85 , initial condition x0 = 0. 1 , у0 = 0. 9

图 4　系统 (1) 中变量 уn的分岔图 ,γ = 0. 85

(γ = 0. 85 ,初值取 x0 = 0. 1 у0 = 0. 9)

Fig. 4 Bifurcation diagram of xn in system21

withγ = 0. 85 , initial condition x0 = 0. 1 , у0 = 0. 9

3) 不动点 P3、P4的稳定性分析

由于将不动点 P3、P4的值代入特征方程 (5)

中 ,其方程完全相同 ,故不动点 P3、P4的稳定性相

同 ,因此只需要对 P3、P4 中任意一个不动点的稳

定性进行讨论即可.但二者稳定的吸引域不同 ,即

此时系统 (1) 的稳态解究竟是 P3还是 P4 ,取决于

所取的初始条件 ,如图 1～4所示 .将不动点 P3的

值代入特征方程 (5) ,得其特征值的解为

λ1 = 1 - γ+ 2γ 1 -
1
4
μ2 +

1
2
μ,

λ2 = 1 - γ - 2γ 1 -
1
4
μ2 +

1
2
μ (8)

不动点 P3、P4的稳定性由 | λ12 | < 1及其存在性

条件μ ≥3共同决定 ,由此不动点 P3、P4的稳定

性条件由下列不等式组决定

　
| 1 - γ+ 2γ 1 -

1
4
μ2 +

1
2
μ| < 1

| 1 - γ - 2γ 1 -
1
4
μ2 +

1
2
μ| < 1

,μ≥3 (9)

考虑λ12 可为实根和共轭复根两种情况 ,解上述

不等式组 ,得不动点 P3、P4的稳定性条件为

3 <μ < 1 + 4 +
2
γ (10)

当μ =μ3 = 1 + 4 +
2
γ ,不动点 P3、P4失稳.

显然不动点 P3、P4的稳定性不仅与参数μ有

关 ,也与参数γ有关 ,例如当γ= 0. 4时 ,由式 (10)

可得 ,在 3 <μ < 4的范围内 ,不动点 P3、P4一直

稳定 ,此时系统无分岔行为 ,结果如图 5所示.

图 5　系统 (1) 中变量 xn的分岔图 ,γ = 0. 4 , 3 <μ < 4
Fig. 5 Bifurcation diagram of variable xn in system21

withγ = 0. 85 , 3 <μ < 4

213　不动点 P3、P4失稳后的分岔分析
为了分析不动点 P3、P4失稳后发生的分岔情
况 ,有必要对不动点 P3、P4 在稳定时的性质作进
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一步的讨论.

不动点 P3、P4稳定的参数范围由式 (10) 决定 ,

当 1 -
1
4
μ2 +

1
2
μ > 0 ,即 3 <μ < 1 + 5时 ,特征

值λ12为相异实根 ,此时不动点 P3、P4为稳定结点;

当 1 -
1
4
μ2 +

1
2
μ < 0 ,即1 + 5 <μ < 1 + 4 +

2
γ

时 ,特征值λ12为共轭复根 ,此时不动点 P3、P4为稳

定焦点.由上述分析可知 ,不动点 P3、P4虽然在式

(10) 决定的参数范围内稳定 ,但随着参数的变化 ,其

稳定性态发生了变化 ,当μ = 1 + 5时 ,从稳定结点

转变为稳定焦点.

对于二维时间离散系统 ,当稳定焦点失稳 ,不动

点处的雅可比矩阵的特征值λ12满足下列条件时

| λ1 (μ3 ) | = 1 ,　
9 |λ1 (μ) |

9μ |μ=μ
3

> 0

(11)

或

|λ2 (μ3 ) | = 1 ,　
9 |λ2 (μ) |

9μ |μ=μ
3

> 0 (12)

发生超临界 Hopf分岔[16 ] ,式中μ3 为稳定焦点失

稳时参数μ的值. 由于λ12 互为共轭复根 ,故式

(11) 与式 (12) 等价.

将式(8) 中的λ1的值和μ
3 的值代入式(11) 得

| λ1 (μ3 ) | = 1 ,

9 | λ1 (μ) |

9μ |μ=μ
3

=
4 + 2/ r

4
> 0 (13)

因此 ,不动点 P3、P4从稳定焦点失稳后 ,满足发生

超临界 Hopf分岔的条件 ,故产生准周期运动 ,这

一结论可由系统 (1) 变量的相轨图、时域图、功率

谱图 (如图 6～ 8所示) 及Lyapunov指数计算结果

(μ = 3. 6 , Lу1 = 0. 0 , Lу2 = - 2. 781 4) 进行判断.

图 6　准周期运动的相图 (不变环) ,γ = 0. 85 ,μ = 3. 60

Fig. 6 Phase diagram of quasi2periodic motion

withγ = 0. 85 , 　μ = 3. 60

图 7　准周期运动时 xn的波形图

Fig. 7 Wave diagram of xn for quasi2periodic motion

图 8　准周期运动时 xn的频谱图

Fig. 8 Spectra diagram of xn for quasi2periodic motion

3　数值仿真结果与讨论

为验证上述理论分析结果的正确性 ,取不同的

系统初值 ,分别作出系统(1) 的分岔图、相轨图、变量

时域图和频谱图 , 如图 1 ～ 11 所示 , 并计算其

Lyapunov指数 ,结果如图 12所示.以下结果是采用固

定参数γ = 0. 85 ,改变参数μ数值求解所得.

图 9　具有一个正Lyapunov指数的混沌吸引子

(γ = 0. 85 ,μ = 3. 632)

Fig. 9 Chaotic attractor with one positive Lyapunov

exponent forγ = 0. 85 , 　μ = 3. 632
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图 10　具有两个正Lyapunov指数的超混沌吸引子

(γ = 0. 85 , 　μ = 3. 770)

Fig. 10 Hyperchaotic attractor with two positive Lyapunov

exponents forγ = 0. 85 , 　μ = 3. 770

图 11　参数μ变化时系统 (1) 由倍周期分岔通向混沌图 ,

γ = 0. 85 ,系统的初值取为 x0 = 0. 9 , у0 = 0. 1

Fig. 11 Chaotic diagram via period2doubling bifurcation for

system21 when parameterμ is varied with

γ = 0. 85 , initial condition x0 = 0. 9 , у0 = 0. 1

图 12　系统 (1) 的Lyapunov指数谱 (γ = 0. 85)

Fig. 12 Lyapunov exponents spectra of system21 withγ = 0. 85

　　由图 1～4所示的分岔图可知 ,在不动点 P1、

P2、P3、P4失稳处 ,均没有发生倍周期分岔 ,这与

理论分析结果完全一致.当 0 <μ < 3时 ,竞争双

方的投资竞赛基本成均衡态势 ,μ = 3 时成为临

界转变点 ;当 3 <μ < 1 + 4 +
2
γ时 ,一方投资

竞争力迅速上升 ,而另一方投资竞争力迅速下降 ,

μ = 1 + 4 +
2
γ (即μ = 3. 520 5) 后 ,焦点 P3、P4

失稳 ,在失稳参数值μ3 = 3. 520 5处产生超临界

Hopf分岔 ,出现准周期运动 (如图 6～ 8所示) .随

着参数μ的进一步增加 ,准周期轨道失稳 ,首先产

生具有一个正 Lyapunov 指数 (μ = 3. 632 , 其

Lyapunov指数谱为 Lу1 = 0. 025 , Lу2 = - 0. 041 6)

的混沌吸引子 ,如图 9所示 ;然后到在有界区域内

弥散开来的具有两个正 Lyapunov 指数 (μ =

3. 776 ,其Lyapunov指数谱为 Lу1 = 0. 340 , Lу2 =

0. 174) 的超混沌吸引子 ,如图 10所示 ;接着出现 2

周期 ( Periodic22) 窗口 ,并在 2周期轨道的基础上

通过一系列典型的倍周期分岔道路 ,再次进入混

沌 ,如图 11所示.

4　结束语

本文以具有竞争性的同类企业投资竞赛为背

景 ,建立了一个二维离散非线性动力学模型.该模

型的一个主要动力学性质是 :不动点 P1～ P4失

稳后 ,均不会发生倍周期分岔 ,而是随着参数的变

化 ,不动点 P1～ P4的稳定性次序依次发生变化 ,

即 P1失稳后 P2稳定 ; P2失稳后 P3、P4稳定 ; P3、

P4失稳后经过超临界 Hopf 分岔 ,进入准周期运

动.此后参数μ继续增大时 ,系统 (1) 通过两种典

型的道路产生混沌 :第 1次是通过准周期失稳产

生混沌直至超混沌 ;第 2次是通过倍周期分岔产

生混沌.稳定不动点 P2的经济学含义是 :在一定

的参数范围内 ,竞争双方的投资竞赛基本成均衡

增长 ;稳定不动点 P3、P4 具有更深刻的经济学含

义.因为不动点 P3、P4在 3 <μ < 1 + 4 +
2
γ范

围内是系统 (1) 的两个稳定吸引子 ,但二者具有

不同的吸引域 ,即竞争实力原本齐鼓相当的双方 ,

在不同初始投资额度的条件下 ,一方的投资竞争
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力会迅速上升 ,而另一方的投资竞争力会迅速下

降.根据不动点 P3、P4的取值和稳定性条件可知 ,

P3稳定时 , x > у;而 P4稳定时 ,у> x.由于不动

点 P3、P4稳定的吸引域不同 ,故竞争的双方究竟

哪一方竞争取胜 ,取决于初始条件 ,如图 1～ 4所

示.这说明某年的投资 (开始竞争某年) 对企业将

来的经济状态具有决定性的影响 ,这种经济现象

在当今一些具有高度竞争性的生产领域如家电、

计算机等行业是较为普遍的现象.

本文工作的意义在于 ,在复杂经济系统的数学

建模中考虑了非线性因素 ,所建立的经济模型的行

为极其复杂 ,它除了有稳定态 (不动点)、准周期解以

外 ,在一定条件下 ,会产生貌似随机的复杂行为 ,即

混沌运动.相对于线性模型 ,这种离散非线性模型能

从本质上更好地模拟经济活动中 ,存在着大量的由

于相互竞争而导致混乱、导致灾难的事件.
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Stock price behaviors under price constrains

MU Qi- guo , LIU Hai-long , WU Chong-feng
Finance Engineering Research Center of Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200052 , China

Abstract : The overreaction hypothesis and the information hypothesis are two major hypotheses regarding the effects

of price constrains on stock price behavior. This paper examines the price behavior of limit moves for stocks listed on

the Shanghai Stock Exchange over the period 1997—2001. The results indicate the price continuations for the

overnight period following limit moves and the price reversals for the subsequent trading time period. These results

show that the noise traders on Shanghai stock market overreact to new information. On the other hand , the price

constrains on Shanghai Stock Exchange restrict the overreaction.

Key words : price constrains ; overreaction ; overnight ; trading time
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On dynamics of discrete model based on investment competition

LUO Xiao2shu1 ,2 , WANG Bing2hong2 , CHEN Guan2rong3

1. Department of Modern Physics , University of Science and Technology of China , Hefei 230026 , China ;

2. Department of Physics and Electronic Science , Guangxi Normal University , Guilin 541004 , China ;

3. Department of Electronic Engineering , City University of Hong Kong , Hong Kong , China

Abstract : First , a discrete nonlinear dynamics model is set up based on investment competition for homogeneous

enterprises in this paper. Then , the stability of fixed points and all kinds of bifurcations as well as chaos behaviors

of this model are studied. Moreover , the economic meaning that the nonlinear dynamics characters of this model is

discussed. The results show that chaos is generated by quasi2periodic transition and double2periodic bifurcation with

parameter increasing in this model . The nonlinear dynamics behavior can effectively explain a kind of social econo2
my phenomenon that investment competition results in economic scale growth for a enterprise and down for another

for homogeneous enterprises.

Key words : investment competition ; discrete dynamics model ; bifurcation ; chaos
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