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摘要 : 讨论了线性协整和非线性协整的涵义 ,指出在非线性系统中 ,非线性协整可以更好地刻

画多个时间序列之间的均衡关系.提出了利用小波神经网络逼近非线性协整函数的方法 ,并给

出了训练小波神经网络的变尺度算法.最后利用上海和深圳股指数据进行了实证研究 ,通过与

BP神经网络的比较 ,证实了小波神经网络在非线性协整建模中的有效性 ,并说明沪深股市之

间存在着非线性协整关系.
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0　引　言

向量时间序列中分量序列之间的均衡关系 ,一

直是计量经济学和金融研究中的一个热点问题 ,具

有很强的理论意义和应用价值.当分量序列是单整

序列时 ,它们之间可能存在线性均衡关系 , Granger

C. W.J . 由于创造性地提出研究单整时间序列之间

均衡关系的协整理论成为 2003年度诺贝尔经济学奖

得主之一.协整理论是研究单整序列之间线性均衡

关系的工具 ,但金融时间序列往往是非线性和分数

维的 ,这意味着单个时间序列本身具有非线性和分

形特性 ,序列之间的均衡关系往往也是非线性的.此

时 ,原有的协整理论不再适用 ,而应建立非线性协整

理论 ,以研究时间序列之间的非线性均衡关系 ,非线

性协整关系的检验和建模是研究的重点和难点.本

文提出利用小波神经网络进行向量时间序列的非线

性协整研究 ,给出了非线性协整的建模方法 ,最后对

沪深股指数据进行了实证研究.

1　线性和非线性协整理论

许多经济时间序列都是非平稳的 ,单整序列

是一种典型的非平稳过程.

定义 1　单整 (integration) 　一个具有不确

定性分量的时间序列{ Xt} 经过 d阶差分后 ,具有

平稳的、可逆的 ARMA表现形式 ,而该序列的 d -

1阶差分仍为非平稳的 ,则称序列{ Xt} 为 d阶单

整 ,记为 Xt～ I ( d) , d为大于零的整数[1 ] .

多个非平稳序列之间可能存在着共同的长期

趋势 ,协整理论的提出 ,为研究多个单整序列之间

的长期均衡关系提供了一个工具.

定义 2　协整 (cointegration) 　对于 n维向量

时间序列{ Xt} ,其分量序列称为协整的 ,如果

1) { Xt} 的分量 x it 均为 I ( d) 序列 , i = 1 ,2 ,

⋯, n , d为整数 ;

2) 存在 n 维向量α ≠0 ,使 Zt = αT Xt ～

I ( d - b) , 其中 b > 0 , b为整数.

其中 ,α称为协整向量[2 ] .

协整理论描述单整序列之间的线性均衡关

系 ,这一线性关系可以通过协整向量α来刻画 ,因

此可以把这种协整关系称作线性协整.但是 ,时间

序列往往不是整数维单整序列 ,而是分数维单整

序列 ,即 d可以取分数.分数维单整序列在金融时

间序列中是普遍存在的 ,它反映了金融市场的分
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形和非线性特性[3 ] .同时 ,不同分量序列的分整阶

数 d往往是不相同的 ,分量序列之间的关系也不

再是线性的[4 ,5 ] . 此时 ,线性协整理论不再适用 ,

解决这一问题的有效途径是非线性协整理论.

文献[6 ]给出了非线性协整的定义.

定义3　非线性协整(nonlinear cointegration)对

于向量时间序列 Xt = ( x1 t , x2 t ,⋯, xnt)
T , { Xt} 的分

量序列称为非线性协整的 ,如果

1) xit是依均值长记忆 (long memory in mean ,

LMM) 序列 , i = 1 ,2 , ⋯, n ;

2) 存在一个函数 f (·) ,使得 уt = f ( x1 t , x2 t ,

⋯, xnt) 是一个零均值的依均值短记忆 (short

memory in mean , SMM) 序列.

定义 3中函数 f (·) 是非线性的 ,称作非线性

协整函数 (nonlinear cointegration function) .

经济系统中不同变量往往受一些共同因素的

影响 ,同时它们之间也存在着相互作用 ,因此变量

之间的变化往往是相关的 ,并可能呈现出长期的

共同趋势 ,这便是系统的均衡特性.在线性协整系

统中 ,由于单个序列是线性时间序列 ,它们之间的

协整关系也是线性的 ,可以通过协整向量α来反

映 ,即可以通过对序列的线性组合来消除共同的

长期趋势 ,刻画系统的均衡关系.但在非线性系统

中 ,单个时间序列往往是分数维和非线性的 ,时间

序列之间的相关关系也是非线性的.此时 ,线性协

整向量α无法揭示变量之间的共同趋势 ,只有通

过非线性协整函数 f (·) 来刻画系统内部的非线

性均衡特性.相对于线性系统而言 ,非线性系统更

具一般性 ,因此非线性协整具有更强的适用性 ,当

系统是线性时 ,线性协整便成为非线性协整的一

个特例.

2　利用小波神经网络进行非线性协

整建模

非线性协整研究目前尚处于起步阶段.文献

[6 ]给出了向量分整序列非线性协整的若干性

质 ,文献[7 ] 对于非线性协整关系的存在性进行

了研究 ,文献 [8 ] 则把非线性协整系统当作一个

复杂系统 ,对其进行了变结构分析.非线性协整函

数 f (·) 的估计 ,是非线性协整研究中的重点和难

点问题 ,原有的线性协整研究方法不再适用.文献

[6 ]将神经网络引入非线性协整研究 ,利用神经

网络进行非线性协整系统的建模和检验.近些年

来 ,小波分析以其良好的时频特性 ,成为数据处理

和非线性系统辨识中的重要工具 ,将小波理论与

神经网络相结合而成的小波神经网络 ,也具有其

显著优势.本文利用小波神经网络进行非线性协

整建模研究.

文献[9 ] 最早提出了小波神经网络 ,它利用

小波函数作为前馈神经网络隐层节点的激活函

数.同使用 S型激活函数的前馈神经网络一样 ,小

波神经网络具有任意逼近非线性函数的能力 ,同

时 ,由于小波变换具有良好的时频特性 ,可以通过

对尺度参数和平移参数的训练 ,更快、更好地逼近

非线性函数[10 ] ,小波神经网络还可以避免神经网

络训练过程中的局部最优问题.

根据非线性协整系统的结构特点 ,可以构造

如图 1所示的小波神经网络模型.

图 1　用于非线性协整建模的小波神经网络模型

Fig. 1 Nonlinear cointegration modeling based

on wavelet neural network

网络分为三层 , 输入层 Xt = ( x1 t , x2 t , ⋯,

xMt)
T ( t = 1 ,2 , ⋯, T) ,表示 M维输入向量时间序

列 , T为样本个数 ;隐层节点基函数 g (
x - bn

ɑn ) 为
小波函数 , n = 1 ,2 , ⋯, N ;由输入层节点 m 到隐

层节点 n的连接权重为 vmn ,由隐层节点 n到输出

节点的连接权重为 wn ( m = 1 ,2 , ⋯, M ; n = 1 ,2 ,

⋯, N) .需要学习的参数向量为θ = ( v11 , ⋯, vN1 ,

⋯, v1N , ⋯, vNN , a1 , b1 , ⋯, aN , bN , w1 , ⋯, wN) T.

上面所示的小波神经网络可实现映射

f ∶RN → R (1)

并具有函数形式

уt = ∑
N

n = 1
wng ( (∑

M

m = 1
vnmxmt - bn) / ɑn) (2)
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当网络输入序列{ xmt} ( m = 1 ,2 , ⋯, M) 为

LMM序列 ,而网络输出序列{уt} 为一 SMM序列

时 ,根据定义 3 ,说明向量时间序列{ Xt} 存在非线

性协整关系 ,且映射 f (·) 即为{ Xt} 向量时间序列

的非线性协整函数.

对于网络中参数的训练 ,可以通过极小化如

下形式的误差函数来实现

E(θ) =
1
2 ∑

T

t = 1

(уt - dt)
2 (3)

其中 : dt 为教师输出 ,这里取均值为常数的短记

忆时间序列.

对式 (3) 进行优化的方法通常有最速下降

法、变尺度法等.相对于最速下降法 ,变尺度法可

以提高优化的速率 ,并且可以避免二阶导数矩阵

的求逆 ,因此本文采用了这一算法.为了在提高学

习速率的同时不导致震荡 ,这里采用了自适应的

学习速率 ,在参数学习中加入了动量项[11 ] . 具体

实现如下 :

θk +1 =θk +λ3
k Pk +αΔθk

Pk = - H (θk) - 1 ¨ E(θk)

λ3
k = argmin

λ
k

E(θk +λk Pk +αΔθk)

(4)

其中 :θk表示迭代 k步后得到的参数向量 ;Δθk =

θk - θk - 1 ; Pk为第 k步搜索方向 ;λ3
k 为第 k步搜索

步长 ;α 为动量系数 ; H (θk) 为误差函数的

Hessian矩阵.

对于式 (3)

¨ E(θ) = ∑
T

t = 1

(уt - dt)
9уt
9θ

(5)

其中

9уt
9vnm

= wng′(·)
xmt

ɑn

　　m = 1 ,2 , ⋯, M ; n = 1 ,2 , ⋯, N (6)

9уt
9wn

= g ( (∑
M

m = 1
vnmxmt - bn) / ɑn) (7)

9уt
9ɑn

= - wng′(·) (∑
M

m =1

vnmxmt - bn) / ɑ2n (8)

9уt
9bn

= - wng′(·) / ɑn (9)

对于 Hessian矩阵的逆阵 ,则采用尺度矩阵作

为近似 ,有

H (θk +1) - 1≈ Hk +1 = Hk +
Δθk +1 (Δθk +1) T

(ΔGk) TΔθk +1
-

　　
HkΔGk (ΔGk) T Hk

(ΔGk) T HkΔGk

(10)

其中 : Hk +1称作尺度矩阵 , H1 = I为单位阵; ¨ Gk =

¨ E(θk +1) - ¨ E(θk) .

重复式 (4) 进行参数训练 ,直至满足结束条

件 ,如达到最大迭代次数 ,或者一定的收敛精度 ,

即误差函数 E或 ‖9E/ 9θ‖小于给定值 ,等等.

3　实证研究

本文选择 1999 - 01 - 04—2001 - 12 - 31时间

段上证综合指数 (SH) 和深证成分指数 (SZ) 每日

收盘价共 718对数据作为样本.图2给出了沪深股

指波动图.

图 2　沪深股指波动图 (2001/ 01/ 02—2001/ 12/ 31)

Fig. 2 Volatility of Chinese stock markets

由图 2可以看出 ,上海和深圳股票市场表现

出相似的波动趋势 ,这与通常的直观认识是一致

的 ,因为两个市场都与中国的宏观经济波动保持

着较强的一致性.下面试图利用线性或非线性协

整理论来对两个市场进行研究.

首先对两个样本进行长记忆性检验. Lo [12 ]提

出了用于长记忆检验的修正 R/ S 统计量 Qn

Qn =
1
σn ( q) [ mɑx

1≤k≤n∑
k

j =1

( xj - xn) -

　　 min
1≤k≤n∑

k

j = 1

( xj - xn) ] (11)

其中

σn ( q) ≡ 1
n ∑

n

j =1

( xj - xn) 2 +
2
n ∑

q

j =1

ωj·

　　{ ∑
n

i = j+1

( xj - xn) ( x t - j - xn) } (12)

其中 : x =
1
n ∑

n

j = 1
xj ;ωj ( q) ≡1 -

j
q + 1

,对于 q <
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n ; q为参数.

在{ Xt ; t = 1 ,2 , ⋯, n} 是短记忆序列的零假

设下 , Qn具有分布函数

F( v) = 1 + 2∑
∞

k = 1

(1 - 4 k2 v2) e - 2 ( kv)
2

(13)

其中 : v为分位数 ; F( v) = P( x < v) .表 1给出了

SH和 SZ的 Q检验结果.

表 1　Q统计检验

Table 1 Q Testing

样本 sh sz

Q 2 140. 29 1 937. 75

F( Q) 1 1

　　从表 1可以看出 ,在任意显著性水平下 ,二个

序列的长记忆性都非常显著 ,这说明 SH和 SZ两

个序列都是非线性的. 计算两个序列的分维数 ,

SH的 d = 0. 149 ,SZ的 d = 0. 121 ,二者显著不等.

根据文献[5 ]中结论 ,线性协整的研究方法将不

再适用 ,而应该利用非线性协整理论来分析两个

市场之间的关系.下面利用前面提出的小波神经

网络 ,来探测沪深股市之间是否存在非线性协整

关系.经过实验比较分析 ,最终建立了具有二个输

入节点 ,八个隐层节点和一个输出节点的单隐层

小波神经网络 ,小波基函数采用了Mallet小波 ,利

用 718对训练样本 ,使用具有自适应学习速率的

变尺度法对网络参数进行了训练 ,取学习步长

0. 1 ,动量系数 0. 3.网络训练过程中误差函数如

图 3所示.

为了检验所建立的网络是否能反映沪深股市之

间的非线性协整关系 ,对网络输出序列进行长记忆

的检验 ,结果 Q = 1. 571 ,显著性水平为 0. 87 ,认为输

出序列不具有长记忆性.由定义 3 ,说明沪深股市之

间存在非线性协整关系 ,同时 ,这一非线性协整关系

可以通过建立的小波神经网络来刻画.

作为对比 ,建立了具有二个输入节点 ,第一隐

层五个节点 ,第二隐层八个节点 ,以及一个输出节

点的前馈型神经网络 ,隐层节点激活函数采用

Sigmoid函数 ,对网络的训练采用 BP算法.同样利

用 718对训练样本 ,对网络进行了训练.网络训练

过程中误差函数如图 3所示.

由图 3可以看出 ,小波神经网络比BP网络具

有更快的收敛速度和更高的收敛精度.

图 3　网络训练过程误差函数图

Fig. 3 Error function of neural networks

同样 ,对BP网络的输出序列进行长记忆 Q检

验 ,结果 Q = 1. 603 ,显著性水平为 0. 891 ,输出序

列不具有长记忆性 ,验证了小波神经网络实验的

结论 :沪深股市之间存在非线性协整关系.

4　结束语

非线性协整理论可以更好地研究非线性和分

形市场中多个变量之间的均衡关系 ,而非线性协

整函数的估计是其中的一个重要问题.本文利用

小波神经网络来逼近非线性协整函数 ,给出了利

用小波神经网络进行非线性协整建模的方法.值

得指出的是 ,非线性协整理论的研究尚属起步阶

段 ,诸如非线性协整关系的检验 ,非线性协整函数

的估计等问题 ,都有待于更加深入的研究.同时 ,

在非线性协整理论研究和模型建立的基础上 ,应

利用各种类型的金融数据进行实证研究 ,以检验

非线性协整理论及建模方法的有效性 ,并探求金

融市场波动的内在规律.
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Study on modeling of nonlinear cointegration and empirical analysis of China’s
stock markets

FAN Zhi , ZHANG Shi2ying
School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China

Abstract : The paper discusses the significations of linear and nonlinear cointegration , and indicates that nonlinear

cointegration theory can detect the equilibrium between time series more effectively in the nonlinear system. We use

wavelet neural network to construct the nonlinear cointegration function , and give the DFP algorithm for network

training. In the end , we give out the analysis of Shanghai and Shenzhen stock markets , and the results show the va2
lidity of wavelet neural network in nonlinear cointegration modeling. The results also testify the nonlinear cointegra2
tion existing between two markets.

Key words : cointegration ; nonlinear cointegration ; wavelet neural network ; China’s stock markets
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