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摘要：针对现有AHP方法在某些决策环境下不能准确反映决策者的偏好，以及群决策背景下 

专家偏好集结的信息丢失等问题，研究元素服从离散分布的一种新型不确定AHP，将未确知数 

概念引入到AHP之中，用局部一致性和整体一致性思想检验未确知数判断矩阵，并根据未确 

知数判断矩阵的特点，提出基于未确知数运算法则和蒙特卡罗模拟的两种权重求解方法，最后 

通过两个例子说 明新方法的应用可行性 ． 
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0 引 言 

在层次分析法【 ，2J(analytical hierarchy process， 

AHP)的实践中，受决策问题的不确定性因素影 

响，一些学者将 AHP方法进行扩展_3 ，加强了 

AHP的应用范围，然而不足之处是求解权重时， 

需假设元素服从某一连续分布，这种连续分布假 

设有时不能准确反映决策者的偏好，以方案 1与 

2相比为例，若决策者认为两方案同样重要 

(口l2=1)的可能性有 30％，稍微重要(口l2=3) 

的可能性有 50％，而明显重要(口l2=5)的可能性 

只有20％，在这种情况下，若用区间数口l2=[1， 

5]表示重要性差别，将增加决策的不确定性，且 

没有充分利用决策者的偏好信息；若用加权方法 

口l2=1×30％ +3×50％ +5×20％ =2．8处理， 

缺点是用均值 2．8近似表示 口l2的可信度完全不 

清楚．如果用下面形式来描述，则能较全面地表达 

f(1，3o％) 
决策者的偏好信息．例如：口l2={(3，50％)，其 

L(5
,zo％) 

中，二元组(1，30％)表示决策者有 30％ 的把握认 

为两个方案有相同的重要性(P(口12=1)= 

3O％)． 

此外，随着决策问题复杂性的增加，群决策受 

到国内外学者的广泛关注，AHP是处理群决策问 

题的一个有效工具，但还存在专家偏好集结过程 

中信息丢失等问题，限制了AHP在群决策领域的 

应用 j．对此，可以采用二元组的形式表示专家组 

的判断．设 m为专家数目，用统计方法拟合专家 

意见的分布[9-9，对口 统计口：的频数 ，k=1， 
． ． ． 

⋯

， ， 为决策意见的分类数，P(口：)= ，则 

反映专家意见的二元组形式为 

(口}，P(口 )： ) 

(口 ， )：筹) 
抽象成二元组形式的判断元素具有如下 

特点： 

①元素服从离散分布．记 口为决策者的可信 

度，若认为总可信度a：l，即∑P(口；)=a= 
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1，表明决策者对判断结果(数值分别为 0： 一， 

0 )的估计是充分的，a=1的二元组形式属随机 

信息表达，但国内外研究元素服从离散分布(可信 

度为分布概率)判断矩阵的文献尚较少． 

②若认为可信度∑P(0：)=a<1，表明决 
k=1 

策者对结果没有充分把握，除 0 ，⋯，0 外，还有 

可信 度为 1一 a的 判断，表 示 为 alf= 

l(％M，P(0 ))‘ 

(其它，1一口) 

在这种情况下的二元组形式属未确知信息，不 

能当作随机变量处理，AHP及其不确定扩展都无法 

准确描述这类不确定的判断，对此，国内外尚没见到 

有相关研究报道． 

本文研究判断矩阵元素用二元组形式表达的 

AHP~IJ断矩阵及性质，由于二元组形式的概念、表 

现形式与未确知数(见文献[10])相近，因此，将 

未确知数引入 AHP之中，试图为进一步发展和完 

善不确定环境下的 AHP做进一步研究． 

1 未确知数 AHP判断矩阵 

定义 1 对 a = 1<⋯ < = b，若 

( )=【其X
它

： Xi =xi) ，
， 

M

⋯  

0<a≤ 1，称[a，b]和 ( )构成一个未确知有 

理数，a为总可信度(a=1时，退化成随机变量)， 

[a，b]为取值区间， l为 的可能取值，a 为 = 

的可信度， 为未确知数的阶数【10J． 

若 用 [ ， ]表示， 为 的下限， 

为上限，则称[a，b]和 ( )构成一个盲数，下面 

给出未确知数判断矩阵的定义及性质． 

定义 2 称由未确知有理数构成的判断矩阵 

为未确知有理数判断矩阵，记作 = (三 ) ， 

r(0 ，P(0： 

= {．．’ ．口；为 i 的M个可能值，k= 
【(0 ，P(0 )) 

1，⋯，M，P(0：)为0：的可信度． 

性质1 ①0<P(0：)≤1，总可信度口= 

P(0 )+⋯ +P(0 )满足0<口≤1；② 按照AHP 

的1～9标度，0；>0，0；E{1／9，⋯，91， =1， 
P(aii=1)=100％；③ 具有互反性， =1／a ， 

(南’P(。 )) 
在定义2中，若0；用区间数[0铲，0k U]表示， 

则构成盲数 AHP判断矩阵．当 0 =⋯ ：0 ， 
1，、n  

P(0 )= ⋯ = P(0 )= ％，简写成 (0 ， 

100％)的形式 ，则未确知数 AHP退化成确定性 

AHP．在不致混淆的情况下，统称未确知有理数 

AHP、盲数 AHP为未确知数 AHP(unascertained 

number analytical hierarchy process，UNAHP)．应用 

UNAHP进行决策时，递阶层次结构建立、权重组 

合方法与 AHP相同(见文献[1，2])，下文着重探 

讨一致性检验、权重求解方法． 

2 一致性分析 

为讨论方便，首先简述与判断矩阵一致性相 

关的概念．判断矩阵 A的一致性比例 C尺(A)= 

，肼 为随机一致性指标(取值见文献 

[1])，n为判断矩阵A的阶数， 一(A)为 A对应 

的主特征值，一般在 CR(A)≤0．1时，认为 A满 

意一致． 

在UNAHP的应用时，可在其判断矩阵内随机 

生成一个满意一致的判断矩阵来估计决策者的偏 

好，由此，提出随机确定性判断矩阵的概念，在此 

基础上研究 A的一致性特点． 

定义3 称A =(a ) 为A的一个随机确 

定性判断矩阵，A按如下方法构造：当 1≤ < 

≤n时，0 =0；(若a 为盲数，则0 ∈0；= 

[0}，0 ] ，0 在[0L ，0 ] 内按均匀分布概率随机 
生成)，k的取值由P(0：)根据轮盘赌方法确定， 

且若 口=1，k E {1，⋯， }，若口<1，k E {1，⋯， 

+1}，令 取 {1／9，⋯，9}中任意一个数值， 

P(口M )=1一口．aii=1／a ，0 =1， ， =1，⋯．n． 

根据UNAHP~IJ断矩阵 的构成特点，其一致 

性应有如下定义(见定理 l一 定理 3)． 

定理1 对于 ，按定义3随机生成确定性判 
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断矩阵，若存在某个确定性判断矩阵 A具有一致 

性，则 A具有局部一致性． 

证明 定义 3生成的一个判断元素 口 能反 

映决策者基于某个可信度下做出的判断，由％构 

成的随机确定性判断矩阵 A可反映A的局部特 

性．因此，若存在某个随机矩阵A具有一致性，则 

A具有局部一致性特点． 证毕． 

由于决策问题的复杂性， 有时也较难达到 

局部一致性条件 ，有定理2． 

定理 2 按定义 3随机生成确定性判断矩 

阵，若存在某个判断矩阵 A具有满意一致性 

(CR(A)≤0．1)，则 具有局部满意一致性．否 

则， 不具有局部满意一致性． 

证明 同定理 1． 证毕． 

若A具有局部一致性，则一定具有局部满意 
一 致性；若 不具有局部满意一致性，由 导出 

的权重不可靠，其结果不能作为决策依据． 

定理3 按定义 3随机生成 Ⅳ个确定性判断 

矩阵A，记作A ，⋯，A ，若存在 t个A具有满意 
一 致性(cR(A)≤0．1)，则 的整体一致性叩可 

用古 X 100％表示． 
』V 

证明 定义 3随机生成的任意一个判断矩 

阵，能局部反映 的特性．在实际应用时，可随机 

生成一个满意一致的判断矩阵近似作为决策者的 

偏好．随机生成 Ⅳ个(Ⅳ足够大)确定性判断矩 

阵，若满足CR(A)≤0．1的判断矩阵数量t越多， 

则可近似作为决策者偏好的判断矩阵越多，说明 

A的一致性越好，反之越差，因此，可用 叩= X 

100％来反映 的整体一致性． 证毕． 

若 叩>0，则 具有局部满意一致性．叩较小 

时(一般刁<60％)， 的整体一致性较差；反之则 

较好(叩≥60％)．就群决策背景，若 叩较大，则表 

明专家的意见比较集中．在求解权重前，应根据上 

述结论分析一致性，对不具有局部满意一致性或 

整体一致性较差的判断矩阵应进行改进． 

3 两种权重求解方法 

3．1 方法 1：基于未确知数运算法则方法 

针对uNAHP判断矩阵 的特点，提出两种求 

解权重的方法，两种方法充分利用了决策者的判 

断信息，能获得比区间数等方法更为详尽的结果． 

求解思路简述如下：按文献[10]给出的未确 

知数的运算法则，对 UNAHP判断矩阵 ，令其元 

素直接参与 AHP排序公式的计算，从而导出 的 

权重．以 AHP的行和归一化排序方法为例，其权 

重求解公式为 =∑口 ／∑∑aij,对 ，将三 
{=1 i=1 {=1 

代人上述公式，可得 ：∑三 ／∑∑三 ，i： 
{=1 1 i=1 {：1 

1 ⋯，凡， 为未确知数，求其数学期望 E( )，可 

得方案的期望权重，求解过程中涉及未确知数的 

运算法则见附录． 

3．2 方法2：蒙特卡罗模拟方法 

蒙特卡罗(monte carlo，MC)模拟方法在处理 

不确定决策问题时得到了广泛应用[11,12]．本文在 

现有研究成果基础上，设计求解UNAHP~IJ断矩阵 

权重的方法． 

对 根据定义 3生成 Ⅳ个判断矩阵A ，，： 

1，⋯，N，若 cR(A )≤0．1，求解其相应的权重 

’．， ：( {，⋯， )T，记 L ： min 1 ， ： 
I= 1， 一．N 

max ，则权重可用区间数 =[ ， ]表 
I= 1． 一．N 

示；记 为第 i个方案在第，个判断矩阵中的权 

重， ， 为 ，排在第 _『位的累计次数；t为具有 

满意一致性(CR(A )≤0．1)判断矩阵的个数，计 

算 、 =古，及 的均值． 

需要说明，① 在 77数值较小时，应对 进行 

相应调整；②方法2根据可信度大小模拟不同的 

判断值，计算量较大，结果用区间数表示．对盲数 

AHP判断矩阵，若用方法 1求解，涉及区间数运 

算，将导致区间数的不确定性增加，建议用方法 2 

求解；③ 此外，对于判断矩阵内含部分确定数、部 

分未确知数的情况，方法 1和2同样适用． 

4 算例分析 

例1 用文献[1]的例子，从三个候选人中选拔 

最合适的办公室主任，~'：r-ffr准则是工作能力、学识水 
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平、人际关系，假设基于工作能力准则进行比较，得 

到—个未确知有理数判断矩阵 (下三角部分的元 

素由互反性给出； 为3阶未确知有理数)． 

令 N =200，求得 A的整体一致性 r／= 

73．5％，数值较大，说明其整体一致性较好．用方 

法1得到结果见表1，候选人1的权重取0．4394的 

可能性为 56％，候选人3的权重分别有 40％ 的可 

能性取 0．477 8和0．597 4，由权重的数学期望，候 

选人1和3的比较接近，候选人3略优于候选人 1， 

候选人2的权重明显小于候选人 1和3，三个候选 

人的优先排序为 W3>W1>W2． 

表 1 基于未确知数运算法则的权I结果 

Table 1 Weight result based on the calculation rule of 

unascertained numbers 

权重 ． 
阶数 

W 1 W 2 W 3 

1 (O．271，26％) (O．080 8，56％) (O．353，2o％) 

2 (o．439 4，56％) (O．117 5，30％) (0．447 8，4o％) 

3 (0．615 4，18％) (0．153 4，14％) (O．597 4，4o％) 

E( f) O．427 3 O．102 O．5o0 7 

用方法2，200次模拟结果见表2．由表2，在工 

作能力准则下，依据平均权重，三个候选人优先排 

近，候选人 1排在第 1名的次数为38次，候选人3 

有109次排在第 1名，而候选人2的权重明显小于 

候选人 1和3．方法 1和方法 2对候选人基于工作 

能力准则的排序相同． 

下面将本文方法与加权方法、区间数方法进 

行比较，若采用加权方法处理，则得到一个确定性 

判断矩阵(上三角元素 a12=3．6，a13=0．95， 

a23=0．156)，其 权 重 为 t￡J1= 0．402，W2 = 

0．093 7，W3=0．504 3，与本文方法结果的平均值 

相近；若用区间数方法，则得到一个区间数判断矩 

阵(上三角元素a12=[1，6]，a13=[1／2，2]，a23= 

[1／8，1／5])，其权重为 W1=[0．230 5，0．559 4]， 

W2=[0．068，0．17]，W3=[0．358 9，0．623]，结果 

与蒙特卡罗模拟方法的上、下限结果相近．但基于 

未确知数运算法则和蒙特卡罗模拟的方法，都考 

虑决策者不同可信度的偏好，因此，提供了更多的 

决策信息，这是本文方法的特点． 

表 2 蒙特卡罗模拟的权I结果 

Table 2 Weight result based on Monte Carlo simulation approach 

—

W Mean Rank Rank Rank{ 

38 109 O 

O O 147 

109 38 O 

例2 问题同例1，增加一候选人．设30个专 

家共同评议，基于工作能力准则统计专家偏好的 

分布(若认为专家的可信度a=1)，得到如下盲数 

序为 3> 1>t￡J2，候选人 1和3的权重比较接 AHP判断矩阵 ． 

^  ^  ^  ^  

口 l2 口 l3 口 l4 口 ∞ 口拼  口 34 

([3—4]，5o％) ([1—2]，30％) ([2—3]，2o％) ([1／6—1／5]，60％) ([1／2—1]，70％) ([3—4]，50％) 

([2—3]，30％) ([1／2—1]，30％) ([3—4]，60％) ([1／2—1]，20％) ([2—3]，10％) ([2—3]，4O％) 

([1／2—1]，20％) ([2—3]，40％) ([1／2—2]，20％) ([1／4—1／3]，20％) ([1—2]，20％) ([1—2]，10％) 

在 N =200时得 A的整体一致性为叩= 

70％，整体一致性较好．用方法2，200次模拟结果 

见表 3．由表 3，在工作能力准则下 ，依据权重平均 

值大小得优先排序为W1>W3>W4>W2，候选人 

1明显优于其它三个候选人，候选人 2和4的平均 

权重接近，在200次模拟中，候选人 2有51次排在 

候选人4之前 ，而候选人4有89次排在候选人2之 

前 ，说明候选人 4略优于候选人 2． 

表 3 基于蒙特卡罗模拟的权I结果 

Table 3Weisilt result based onMonte Carlo simulation approach 

面 MeaIl Rank Rank',Rank 

面l [0．2350，0．522 3]0．405 3 
_2 [O．∞00，O．212 1]0．1164 

[0．1869,0．500 5]0．352 5 
_4 『0．0809．0．213 5]0．1257 

0 0 

51 89 

0 0 

89 5l 

决策者可以用同样的方法求得候选人在学 

识水平、人际关系准则下的权重，之后，按照 AHP 

的权重组合理论得到某一候选人的综合权重，从 

O  8  2  

1 5 3 铊 的 

O  O  O  

O  O  O  

7  6  8  

一 一 一 
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而为决策提供参考． 

5 结 论 

将未确知数引入 AHP之中，是不确定性研究 
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Abstract：Decision—makers’preferences earmot be expressed correctly sometimt~s either via the original approaches 

or their extensions in the analytical Itierarehy Process(AHP)under som~：uncertain decision environments．In addi— 
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tion，information distortion is inevitable when integrating multiple experts’preferences．To solve these problems， 

comparison matrices following discrete distribufion are studied．and unascertained numbers ale introdueed into the 

matrix．Moreover，the consistency property of the unaseertained number comparison ma trix is analy~ ．The local 

consistency indexes and the whole consistency indexes ale developed to test the consistency of the unascertained 

numbers ma trix．Two weighting approaches ale put forward based on the property of this new uncertain mode1．One 

is based on the calculation rule of unascertained numbers，and the other is via the Monte Carlo simulation approach． 

Th e practicality is illustrated two examples． 

Key words：analytical hierarchy process；uncertainty；group decisions；unascertained number 

附录： 

f( 1'，( 1)) f(!，1，g(v1)) 

设未确知数 ={⋯⋯ ， ={⋯⋯ ，称 
L( ， )) L( ，g(Ym)) 

图 1为可能值带边和矩阵，图2为可信度带边积矩阵．将 

图1内n×m个可能值 + 从小到大排列(相同元素进 

行合并)，记作 一， ，将图2中相应 n×m个可信度 

)g( )排成一序列(相同可能值元素可信度相加)，记 

r( l，h( 1)) 

作h( 1)，⋯，h( )，则 oA+o8={⋯⋯ ，f≤ 
L( ，h( )) 

n×m，在高阶未确知数运算时，采用合并可信度的方法 

进行降阶运算．未确知数的减、乘、除运算将图1中的“+” 

换成 “一”、“×”、“÷”，图 2可信度带边积矩阵不变，详细 

内容参见文献[1O] 

1 l+ l 1+ 2 。。。 l+ m 

● ● ● 

 ̂ n +yl n+Y2 。一 + 

+ l Y2 ⋯ 如 

图 l 可能值带边和矩阵 

Fig．1 Possible vMue matrix wi山 side summation 

f( 1) f( 1)g( t) ，( 1)g( 2) ⋯ ，(X1)g( ) 

● ● ● ； ； ； 

f( ) f(如)g( 1) f(Xn)g( 2) ⋯ ，( )g( ) 

× g(v1) g(Y2) ⋯ g(‰) 

图2 可信度带边积矩阵 

Fig．2 Reliability matrix wi山 side multiplication 
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