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摘 要：假设投资者具有效用函数 U( )=xP／p，0<P<1，基于贷款利率高于存款利率的实 

际，运用随机分析中的 It6公式，得到了个体投资者极大化期望终止效用的最优投资策略显式 

解，该策略易于投资者操作使用． 
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0 引 言 

投资可简单地分为风险投资与无风险投资， 

如何按不同的比例分配有限的财富，投资于风险 

资产(如股票)与无风险资产(如储蓄)，是每个投 

资者经常面临的投资选择问题．连续情形下投资 

消费问题的研究始于Menon【。．2]．文献[1，2]假设 

投资者效用函数为双曲绝对风险回避函数 

(HARA)，对常系数模型得到了最优投资消费策略 

闭式解．在同样的模型假设下，文献[3]推广了 

Melton的结果，对一般性效用函数得到显式解．目 

前，投资消费问题仍然引起人们的广泛兴趣L4 J． 

以上研究有一个共同的前提：存款利率与贷款利 

率是相同的．众所周知，贷款利率始终高于存款利 

率，其利率差无疑会对投资者的决策产生重大影 

响．这种影响值得进行深入的探讨．在有存贷利率 

差情形下研究投资问题，已有一些结果【l0 ，但 

这些研究讨论的是企业若干不同目标下的投资策 

略．本文假设投资者具有效用函数 

U(x)=xa／p，0<P<l (1) 

从贷款利率高于存款利率的实际出发，运用随机 

分析中的It6公式，给出了求解极大化期望终止效 

用的最优投资问题的新途径，其主要思想是在不 

十分严格的推导下直接导出可能的最优解，然后 

运用随机分析方法给出充分性证明，最后得到个 

体投资者极大化期望终止效用的最优投资策略显 

式解，该策略特别易于投资者操作使用． 

1 投资模型 

考虑投资者在时间段[0， ]内的组合投资问 

题．投资者面临的经济环境是不确定的，它随着时 

间变化．为刻画这种随机环境，引入赋有 一域流 

{ }o≤ ≤r的概率空间(Q，F，P，{Ft}o≤ ≤r)，其 

中， 表示投资者在时刻t掌握的所有信息．每个 

叫∈n代表直到时刻 才最终确定的一个经济状 

态．由实际出发，假设贷款利率 R与存款利率r不 

同，贷款利率高于存款利率，即R>r>0．建立具 

有两种资产的金融市场(严格说有三种资产)价 

格动态系统 

{dB t：=vB tdtdS gS dt+aS d (2) 【 I= I + I 一 
其中： =R， =r；B为无风险资产价格；S为风 

险资产价格；W为 适应的布朗运动； >R> 

r>0， >0，均为常数．于是，投资者的决策问题 

成为：在任意时刻 t(O≤t≤ T)，确定风险投资比 

例 、贷款比例 ￡以及存款比例 ，使投资者在 

某种意义下满意程度最高．这里假设投资者具有 
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式(1)确定的效用函数，满意程度是由终止时刻 

期望效用刻画的．作为理性投资者，其策略应是可 

行的． 

定义 1 投资者的一个可行策略{7rI，￡ 

t}0《 《r，是指满足如下条件的随机过程 

1)随机过程 {丌l，￡， t}0≤ ≤r是 适应的； 
r 7' 

2)不等式l 7r；dt<∞，Xt≥o(o≤t≤T) 

几乎处处成立； 

3)对每个 t∈ [0，T]，7rI一￡+ =1， 

￡ ≥0， l≥ 0． 

条件 1)的经济意义是投资者只能依据现有 

的信息进行决策，投资者没有“先知先觉”功能， 

不能准确预测未来价格的变化；条件2)的经济意 

义是投资者不能“恶意”透支；条件 3)是预算恒 

等式． 

记所有可行策略的集合为 A．已知投资者初 

始财富 X。>0，在任意时刻 t的财富总量为 

五(0≤￡≤T)，在整个时间段[0， ]并不追加投 

资，也不 抽 出财 富挪 用，即采 用 自融 资 

(self-financing)策略，于是，对于可行策略{丌l，￡， 

}0≤ ≤ ，导出财富过程 满足如下随机微分方 

程 

dXt=[r+7r ( 一r)一邑( —r)]· 

五dt+alrtXId ，(0≤ t≤ T) (3) 

综上所述，投资者的最优投资策略就是如下 

随机动态规划问题的最优解。 
r 1 1 

Max EI 碍l (4) 
， ·

‘
Il∈  ̂ lc， 

其中 ． 

dXt=[r+7r ( 一r)一￡(尺一r)]· 

五d￡+alrtXId (5) 

(0≤ t≤ )，Xo>0 

2 最优策略的试探求解 

由It6公式，对任何 t，有 
r 

U(Xr)=U(X )+l[U (X )· 

(r+7r ( 一r)一 

乞(尺一r)) + 1 ( )． 

丌2 2 ]dⅡ+l U ( )ar X d (6) 

将式(1)代人式(6)，取 ￡=0，得 

碍=吉弼+ [冠(r+ ( 一r)一 
(尺一r))+告(1D一1)x,e,a 7r2 ]· 

， 

dⅡ+J 0 ud (7) 
假设 

ElJ。 2p⋯2 2udⅡ]<∞ 
则由It8积分性质，有 

]= + r · 
( 一r)一 (R—r))+ 

1(1D
一 1)a2~r2]X~dⅡ1 (8) 

由此看出，式(4)，(5)的一个可能最优解为 

选择可行策略{丌l，￡， t}0≤ r，使 

(r+7r ( 一r)一乞(尺一r))+ 

寺(1D一1) 7r2 (9) 

取最大值．因此，等价地，求解如下非线性规划 

问题 

(NP)： {吉(1一lD) 2丌2 一丌 ( 一r)+ 
乞(尺一r)一r} 

s． ．{ 0 (10t 10) s． ．1 【乞
≥ 0 

作拉格朗日函数 

(7r ， ， 1，A2)兰 1(1一lD) 7r 一 

7r ( 一r)+ (尺一r)一 

r— 1(毛一7r +1)一 2 (11) 

根据非线性规划原理，可得 

引理1 若(7r ， ：， 1， 2)满足 

= (1一lD)ar27 一 +r+ 1=0 (i) 

= (R—r)一 1一 2=0 (ii) 

厶 =一(毛一 +1)≤0 (iii)(
12) 

厶．=一乞≤0 (iv) 

l≥0，A2≥0 (V) 

1(毛一7 +1)+ 2毛 =0 (vi) 
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则(7r ， ：， l， 2)是非线性规划问题(10)的解． 

为求解式(12)，引入记号 

；  (13) 

显然有 0一<0 ．由式(12)的(ii)，(vi)看出 

21+ 2 2= R

_+

-  r 

1一 )：0 (14) 【( 
l+ 2) _+ l( 一 )= ⋯ 

因而有 

(7r 一1) l=(R—r)毛 (15) 

若 7r ≠1，则由式(15)与式(12)的(ii)，得 

、 
(R—r)毛 

l̂ 二_广  

：  (16)  ̂ — — 一  

分情况讨论如下： 

1)假设 7r >1．则由式(12)的(iii)，得 毛 ≥ 

7r 一1>0．另一方面，由式(12)的(v)及式(16)知 

7r 一1≥毛，得 毛 =7r 一1．于是，由式(16)推出 

l：R—r，代人式(12)的(i)，导出7r =0一． 

2)假设丌 <1．则由式(16)及式(12)的(v)，得 

毛≤0，并结合式(12)的(iv)，导出色 =0．故式(16) 

得 l=0。于是，由式(12)的(i)得 7／"u=0 ． 

3)假设 7r =1．则由式(12)的(i)，得 

l= —r一(1一』D) (17) 

由式(12)的(v)，有 

— r≥ (1一』D) (18) 

即0 ≥1成立．将式(17)代人式(12)的(ii)，得 

2=R一 +(1一p)a (19) 

由式(12)的(v)，推出 

一 R≤ (1一p)a (20) 

即0一≤1成立．同时，由式(12)的(vi)及(ii)，显然 

有 毛 =0． 

综上所述，并结合引理 1，容易得到 

定理1 最优化问题(10)的最优解(丌 ， ) 

为：若 0一>1，则7r tl-=0一； ：=0一一1．若0 < 

1，则7r tl-=0 ； ： 0；最后，若0一≤1且0 ≥1， 

则，丌 tl-=1， =0． 

定理 1确定的策略使式(8)的被积函数取最 

大值，它是可能的最优解，但还不能肯定确是如 

此，称它为试探解．这是因为当前策略影响后面时 

刻财富的变化，故“局部”最优不一定是“全局” 

最优． 

3 最优策略的充分性证明 

为简化叙述 ，记 

即 + 

卢z一 + ． (21) 

一  

1 2
+ 
1 
lD 2 

以及对应策略{丌 ，毛， }0≤ ≤r的t时刻条件目 

标函数值 

； E[扣 I ] (．22) 
又记 

f卢l，若 0一>1 

卢一{ ，若0 <1 (23) 
，若 0一≤1，0 ≥1 

定理 2 若投资者选择如下策略{丌 ，毛， 

u}o≤u≤r： 

r丌 tl-=0一， ：0一一1， =0，若0一>1 

{7r tl-=0 ， =0， =1—0 ，若0 <1 
7r tl-

= 1， =0， =0，若0一≤1，0 ≥1 

(24) 

则有 

J ， ， (t，置) 

霹exp(卢(T一￡))，0≤ ￡≤ T (25) 

证明 若0一≤1，且0 ≥1，将策略{7r ，毛， 

}0≤ ≤r代入式(5)，得 

dX．= dM+ d ，0≤ M≤ T 

解之，得 

： x,oxp(( 一 z)(T一￡)+ 
( 一 )) (26) 

将式(26)代人目标函数(22)，推出定理相应 

结论成立．其他情形的证明类似，兹略． 

定理3 式(24)给出的策略是优化问题(4)， 

(5)的最优解．在任意时刻 t(0≤t≤T)的条件最 

优目标函数为 厂 ， ， (t，置)．特别地，优化问 

题(4)、(5)的最优目标函数为 
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，一 (0，Xo)= exp(／S'T) (27) 

证明 设 { ，毛， }o≤ ≤r为任一容许策 

略，X是由式(5)确定的相应财富过程．对任意给 

定时刻 t，定义停时序列 

暑 ( 一 ) A i {u∈[0， ]； 
Xa≥ n，或 Xa≤ 1， 

或r ff ff dr=a td 0 (28) 
由 It6积分性质，有 E1 I exp(fl(T— r rr 

z))xfwr d ]=0．由It6公式，得 

0≤E[ 强exp(p( 一驯 ]= 
exp(p( 一 ))+ 

r r 

EI I exp(fl(T—u))· 

冠(一詈+r+ 一r)一 
( 一，)+ 1(1D

一 1) 2丌2 )du J ] 
根据定理 1，容易得出 

一 詈+r+ 一r)一 (R—r)+ 

吉(1D一1) 2丌2 ≤0 
其中，只有当容许策略{ ， ， Io≤ ≤r为{丌 ， 

， }o≤ ≤r时，等式才成立．于是，得出 

0≤E[ 豫exp(p( — ))I ]≤ 

吉 exp(p( 一 )) 
因此，由Fatou引理，得 

E[扣 ]= 

E[1i 吉强exp(p( — ))l ]≤ 
lim ifIfE『 砰exp( ( — ))l ]≤L 
n一∞ P ‘ ⋯ 。 ～ 

霹exp(p( 一 )) (29 
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对任一容许策略{ ， ， }o≤ ≤ 均成立．容易 

看出，容许策略取为式(24)时，式(29)成为等式， 

故式(24)确定的策略为最优投资策略．定理的余 

下部分是显然的． 

1)最优投资比例{ ， ， }o≤ ≤7’表明， 

在任意时刻 u(0≤ ／／,≤ )，风险资产购买量为 

丌： ，贷款额为 ，存款额为 Xa，从中容 

易看出存贷利率差对投资者的具体影响；2)从最 

优解{丌 ， ， fo≤ ≤r看出，若贷款额为正值， 

则不存款，若存款为正值，则不贷款，这与直观结 

论是一致的；3)也可采用随机动态规划求解这一 

问题 ，但最后需求解～个难以求解的二阶偏微分 

方程，本文避免了这种困难的计算；4)本文得到 

的投资策略，可帮助投资者确定什么时候贷款，什 

么时候存款，存贷款数量，以及风险投资额，所有 

决策手算即可确定，易于实时操作；4)若存贷利 

率相同，即R=r，则由式(24)可得存贷利率相同 

时的最优投资策略，通过式(27)计算对应目标函 

数的差异，易于算出存贷利率不同对福利的影响． 

4 结束语 

在投资者具有幂效用函数的假设条件下，不 

同于通常存、贷利率相同的假设，本文基于贷款利 

率高于存款利率的实际，代替复杂的随机动态规 

划方法，用猜测 一证明(guess and verify)的新方法， 

分析投资者的最优投资决策问题，得到了投资决 

策的显式解．研究结果切实可行，易于实时操作， 

对投资者的决策有直接的指导意义． 

不同的投资者有不同的风险偏好(效用函 

数)，因而有必要研究其他效用函数下的对应投资 

决策问题，然而，一般难以得到显式解，猜测一证 

明法也很可能会失败，有待用其他方法深入研究； 

另一方面，为使模型更贴近实际，有必要引入交易 

成本、部分信息限制等，这些研究更复杂，但也更 

具实际意义． 
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M 面蜘 expected utility from terminal wealth under case of different rates 

between borrowing and saving 

YANG Zhao-jun，HUANG Li一 
College of Mathematics and Econometrics，Hunan University，Changsha 410082，China 

Abstract：This paper studies the optimal investment strategies of maximizing expected utility from terminal wealth． 

According to the fact that the borrowing  rate is higher than the saving  rate，and by adoption of the utility function of 

U( )=xO／p，0<P<1 for the investor，we develop a new method of Guess-Verify instead of stochastic dyr~ c 

programming with It6 formula and nonlinear programming technique to solve the optimal investment strategies ，which 

is easy to handle． 

Key words：investment in risk asset；stochastic optimal control；methods of trial solution；It6 form ula；explicit 

so．1l1t；oils 
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