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摘要：建立一类新的 DEA模型，即 Max．min DEA模型．该模型通过最大化最小效率单元的效 

率，结合了自评与互评的思路，在一定程度上克服了仅仅采用自评思想的经典 DEA模型的缺 

陷．文中Max．min均衡模型问题在于保护“弱小”单元的同时，有可能损害其它单元的效率．为 

克服该问题，文章通过Nash讨价还价模型求解Ma)【．mill均衡模型与CCR模型的讨价均衡解． 

最后用算例进行了演示计算． 
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0 引 言 

经典的 DEA方法 (CCR模型)是 由 Charnes， 

Cooper和 [ ]建立的，该方法在社会各领域 

得到了广泛的应用[2-8]．但是，该方法仅适合非盈 

利性组织的效率评估，如对军队[ ]学校[ ]公共政 

府部门[ ]和医院[6]的效率评估等．经典的DEA模 

型采用自评的观点，分别优化各个DMU自身的效 

率，约束是其它各 DMU满足效率的定义，即以下 

模~(CCR)Is】．该模型没有深入考虑各 DMU之间 

的竞争，也必然难以对盈利性组织进行有效评估． 

(CCR) 

m o．x 

{s．t．擘 一一 L 
≥ 0， ≥ 0 

其中：墨，y』分别为单元DMUi的投入和产出， ， 

为对应的权重向量．模型(CCR)存在两个内在 

的关联问题 ：弱识别能力和不合理权重发布．这 

主要是由于对单元效率的约束过于宽松，导致待 

评定单元选择最利于自己的权重，而这可能会严 

重损害其它单元的效率．从经济学的角度来讲，经 

典的DEA模型没有考虑到竞争的存在．实际上， 

任何一个经营组织既是产品或服务的提供者也是 

市场的消费者．各个组织将在两个市场上竞争：一 

方面降低消费成本，另一方面提升产品或服务价 

值．由于同类产品或服务必然存在竞争，而竞争又 

必定会对各个单元的效率产生影响． 

在考虑竞争公平性 的基础上，建立了 

Max．min DEA模型．该模型通过最大化最小效率 

单元的效率，结合了自评与互评的思路，在一定 

程度上克服了仅仅采用 自评思想的经典 DEA模 

型．采用文章Max．min DEA模型求解，各个决策单 

元(DMu)对其它DMU的最优权重在效率上是无 

差异的，从而使DEA判别能力和指标权重的设计 

均有较大程度的改善．由于 Max．min DEA模型在 

某种程度上仍然存在不公平，采用 Nash讨价还价 

的思想对受损较大的单元进一步进行效率补 

偿[91． 

1 Max,min DEA模型 

设有 几个 DMUj(j=1，⋯，儿)，其输入与输出 

向量 ， 以及输入与输出权向量 U，V分别为 

= (Xlj，x2j，⋯，Xmj)T>0， 
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_『=1，⋯，n V=( l， 2，⋯， )T 

= ( lJ，物 ，⋯，的)T>0， 

_『=1，⋯，n U =(ul，u2，⋯，u )T 

考虑如下模型 

(7CCR) 

一 nll·n ： 。n似l F 

』s．t． ≤- 一，n 
L Ur≥ 0

，
Vr≥ 0 

令一 mi n 老’贝lJ( 'Cel1)转变为模型(_ccR) 
( ccR) 

，cCR 
m llx y = 口 

』s．t．0≤a≤ ≤- ，⋯，n 
L Ur≥ 0

，
Vr≥ 0 

模型( cel1)表明各 DMU在效率的竞争上在 
一 定程度上是公平的．这体现在优化目标只与全 

体DMU中的最小者相关，而与其它具体的某个 

DMU无关．另外，在各DMU的效率约束域中增加 

了下限，体现了互评的含义． 

对任意单元进行 Chames．Cooper变换，即令 

￡ = 
1 

，V ∈[1，n]，∞=tV， =￡|=，则模型 

( cR)转变为模型(FccR)． 

(FccR) 
． T，cclt 
m llx y P = 口 

s．t． ∞ T 
一  T ≥ 0

，_『=1，⋯，n (1) 
口∞ T 

一  T ≤0 (2) 

∞T置 ：1 (3) 

∞T≥ 0
， 

T≥ 0 

关于规划( ccR)和(FccR)有如下关系： 

定理 1 规划(P)与(P)在下列意义下等价： 

1)若|=， ，y 为(P)的解，则∞ =t V ， 

=t U 为(P)的解，并且(P)与(P)的最优 

值相等，其中I = ． 
r 0 

2)若 ∞ ， 为(P)的解，则 ∞ ， 也是 

(P)的解，并且(P)与(P)的最优值相等． 

证明 事实上，规划( ccR)和(FccR)的约束 

域相同，该定理显然成立． 

从规划( ccR)中可知，规划(FccR)的目标值 

a与任何单个 DMU无关，而与全体 DMU相关，亦 

即改变规划(FccR)约束(3)的待评价单元，最优目 

标值不变，但是，∞与 的值可能变化． 

设求解规划( )后的最优解为(a ，∞ ， 

)，则所有 DMU可分为 2类： 

DNIJ~i．『l∈ l，Jl={．『I口 ∞ 一 =0}， 

DNIJ~ j2∈ ， ={_『I口 ∞ — >0} 

其中， l U J2=[1，2，⋯，n]． 

在上述优化基础上可以形成进一步的优化模 

型(F ccR) 

(FlCCR) 

∞ T 
一  T ≥ 0 V ∈ J2 

姗 T 
一  T ≤0 V_『∈J2 

口 ∞ T 
一  

T 
= 0 V_『∈Jl 

∞T墨 = 1 

∞T≥ 0， T≥ 0 

由于(a ，∞ ， )是(FlccR)的可行解，所 

以(F cR)有最优解．记(F ccR)的最优解为(a ， 

∞去， )，类似(F ccR)模型可以进一步形成优化 

模型．最后，得到最优解(a，，∞矗， 矗)，将所有单 

元分成 Z(Z≤ n)类，且 1≥口，>O／l _l>⋯ > 

口 >0[ 01
．  

DM ： ∈ ， =Ij I a ∞矗 一 =ol， 

= 1．⋯ ．Z 

其中， U =[1，2，⋯，n]． 
I．⋯ ．‘ 

不失一般性，记 ∞矗T=∞ T 去T= T．若 

选择不同的 DMU ，则可以得到 n组权重 w = 

(∞ ， )，i=1，⋯，n． 

记弓(w 糍 ，⋯ 贝lJ由上 
述优化过程可知 

日(w )=毋(w )，V i，．『=1，⋯，n 

其中，日(w )是在公平竞争下的自评效率． 

日(w )是在公平竞争下的它评效率． 

因此可以得到第2节中的定理与算法． 
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2 基于 Max．min DEA模型的均衡 

与性质 

定义 1 (Max．rain均衡技 术效率 )：若记 

wi=(oJ )_ ，⋯ 若 

( )= ( )，则称 (wi)为对于 DM 的 

均衡技术效率． 

定理2 对于模型(FccR)，存在一组策略权重 

W =(fOi ， )，i=1，⋯，n，使得每个DMU有 

均衡技术效率，并且均衡技术效率值为a ． 

证明 由以上分析过程可知，该定理成立． 

’ 

推论 若' =(∑ ，∑ ifl )， 
、 i=1 i=1 

≥0， =1，⋯，n，则 

(' )=a 

证明 显见式(4)成立． 
a ∞ T 

一  T y『=0 (4) 

式(4)中的每个方程左右两边同乘C：( ，， 

2，⋯， )， f≥0，i=1，⋯，n，得到式(5)． 

aj (∞ TC) 一( TC) =0 (5) 

结论成立． 

定理 2的意义在于：每个 DMU都可达到均 

衡．此时，v i，_『，有 ( )=Ef(w )，即各 DMU 

的最优效率对其它DMU的最优权重无差异，因此 

各DMU无偏离该均衡点的动力． 

根据定理2及其证明，求解DEA均衡的算法 

如下： 

步骤 1 后=1； 

步骤2 求解规划( R)． 

(FccR) 

m o．x o／ 

s．t． ∞ T 
一  T ≥ 0

， 

彻 T 
一  T ≤ 0 

∞T = 1 

∞T≥ 0
， 

T≥ 0 

_『∈[1，⋯，n] 

_『∈[1，⋯，n] 

得到最优解(a ，fOl i， )． 

步骤 2．1 Z=2； 

步骤 2．2 求解以下规划(F ccR) 

(F ) 

s．t． ∞ T 
一  T ≥0 VJ∈ 

a 
T 

一  T ≤0 V．『∈ 

a l∞ T 
一  

T 
= 0 VJ∈ 一l 

； 

a ∞ T 
一  

T 
= 0 VJ∈_，l 

∞ T 
= 1 

∞T≥ 0
， 

T≥ 0 

其中， ={ I o~t fOT 一 T =0}， 

t= 1，⋯ ，l一 1 

_，f= { I O／l-I∞T 一 T <0} 

I u )U =[1，2，⋯，n] 、
t=1，⋯ 。l一1 

步骤 2．3 若 ≠ ，则 z=z+1并转入步 

骤 2．1． 

否则，转步骤 3． 

步骤 3 记录达到均衡时的最优权重(∞ ， 

)和均衡效率a ，t=1，⋯，z； 

步骤 4 若 后<n，则 后=后+1并转入步 

骤 2． 

否则，程序结束． 

上述算法可以求得达到均衡时各 DMU的最 

优权重和各 DMU的均衡技术效率 ．如果只需要计 

算各 DMU的均衡技术效率，只需要选择任意 

后(后∈[1，⋯，n])，并执行步骤2到步骤3，因为 

V后∈[1，⋯，n]，w =(∞ ， )． 

令 el=o／ 为相对于DMUf的均衡技术效率， 

0 为由CCR模型得到的技术效率．引入虚拟单元 

DMUf ：(a 置， )=(置 ， )，i=1，⋯，n，与 

原来 n个DMU合并，则共有2n个DMU待评价． 

定理3 在扩展的可能集上(引入虚拟单元 

以后)的CCR模型与在经典的CCR可能集上求解 

均衡的模型等价． 

证明 在引入虚拟单元以后的 CCR模型 

(L)即 

(L) 

mi'n = 0 

s．t．∑ +∑a， ≤0X0 
=1 =1 

‘  

∑ +∑ ≥y0 
j=1 j=l 

≥0， ≥0，．『=1，⋯，n，a 已知 

其对偶规划(M)为 

(M) 
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max = pTYo 

s．t．OJTxj— T ≥ 0
， _『=1，⋯，，l 

aj oJT 一 T ≥ 0 

OJTXo 1 

OJ≥ 0，p ≥ 0 

模型(M)为第1节中所阐述的经典CCR可能集上 

求解的均衡解模型．故命题得证． 

3 效率讨价还价解 

Max．min均衡模型采用最大化最小效率单元 

的效率的思路，可能导致的问题是：仅仅保护“弱 

小”单元，会“损害”其它单元的效率，尤其是某些 

有效单元的效率．下面通过 Nash讨价还价模型 

(6)求解 Max-min均衡模型与CCR模型的讨价均 

衡解 ． 

m

⋯

oq i( )( ) 
j≠t，t∈ lE 

s．t． 

口，≤ ： 一，，l， ≠z(6) ≤ 
，⋯ ，n， ≠ ‘ 

UT≥ 0， ≥ 0 

其中：口 ， 分别为 Max-min DEA均衡模型及 

CCR模型计算的效率，腰为通过Max-min DEA均 
ITTy  

衡模型计算的有效单元指标集． 表示参与讨 

价过 程 的单 元 DMUj的 效率． 由于单 元 

DMUz(Z∈ 腰)被 Max-min DEA均衡模型与 CCR 

模型同时判定为有效，故它(们)不再参与Nash讨 

价还价过程．模型(6)以最大化各参与单元的 

Nash讨价还价乘积为目标L11]．设模型(6)最优解 

为( ，y )，则参与 Nash讨价还价过程得到的 

各单元均衡效率解为 
，， Ty

． 

08；= (_『≠z，z∈腰) 

最终所有单元的效率为 

，(_，≠z，z∈腰，J=1，⋯，忍)， ，(z∈ )． 

4 算例分析 

算例包括5个DMU，数据见表1．应用经典CCR 

DEA模型计算，得到各DMU的最优效率(表2)． 
裹 1 例子原始数据 

Tablel 0rigirlal date 

E 

6 

1．5 

l 

输入 1 

输入 2 

输出1 

裹2 CCR模型量优解 

Table2 Optlm~ solution 0fCCR model 

DMUA DMUB D删 C DMUD DMUE 

输入权重 l 0．272 7 0 0 0．2 0 

∞2 0．181 8 l l 0．13 0．67 

输出权重 l l l 0．73 0．67 

CCR效率 l l l 0．73 0．67 

裹3 Max-min均衡解 

a'able3 Max-rain equatibfium 

m A m B m C m D mIU E 

均衡效率 0．555 61 1 0．714 2690．555 61 0．555 61 

输人权重 ∞ 0．111 1 0．2 0．142 86 0．111 1 0．111 1 

∞ 0．222 2 0．4 0．285 7 0．2222 0．222 2 

输出权重 ’ 0．5．556 1 0．7143 0．555 6 0．5556 

比较表2与表3的结果，单元 DMUA由有效变为 

无效，受“损害”程度较大，有必要进行调整．这一 

点通过图l显示的Max．rain均衡解与 CCR解可以 

得到进一步说明．图l中，各单元由原来点A，B， 

c，D，E投影到A’，B’，c’，D’，E’．各单元的前沿 

面由分段线性面 ABC移动到线性面 A’D’E’． 

圈 1 M~-min均衡解与 CCR解 

Fig．1 Max-min equilibrium solution and CCR solution 

利用模型(6)的Nash讨价还价方法得到4个 

单元的讨价均衡解为 DMU A：0．777 8；DMU C： 

0．858 7；DMU D：0．733 3；DMU E：0．675 4；最终单 

元排序为 DMU B>DMU C>DMU A>DMU D> 

DMU E．所有被评估单元被有效的区分开来． 
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5 结 论 

DEA模型应用广泛[12]．本文建立了 Max—min 

DEA模型，该模型通过最大化最小效率单元的效 

率，考虑了DMU之间竞争的公平性，结合了自评 

与互评的思路，在一定程度上克服了仅仅采用 自 
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M ax-mill DEA model and corresponding Nash bargaining solution 

WU De—sheng ，SHI Qin2，WANG Ming 
1．School of Business，University of Science and Technology of China，Hefei 230026，China； 

2．School ofMachinery and Automobile Engineering，Hefei University ofTechnology，Heifei 230069，China 

Ab~met：A new data envelopment analysis(max．min DEA)model is proposed by maximizing the efficiency of the 

minimal efficiency Units．The idea combing self-rated and other-rated schema is adopted in the propo~ mode1． 

Th us ，to some extent，two inter-relatod problems that are weak discrimi nating power and unrealistic weight distribu· 

tion occurred in classical DEA are solved．In this model，efficiency criteria inoi~restrictive than the classical one 

11 yield fewer efficient DMUs and will allow 1ess flexibility for input／output weight distribution．The DEA-Nash e— 
quilibrium methods may hurt the efficiency of other DMUs in order to“protect”the mi nimal efficiency DMU．Tb 

deal with the problem，Nash Bargaining approach is applied to yield a solution that characterizes the evaluation pro‘ 

cess．Finally．conclusions a弛 demonstrated by an  example． 

Key words：data envelopment analysis；Nash equilibrium；programming；weight；bargaining solution 
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