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摘要：考虑合作对策中支付函数是模糊数的情形，利用模糊数学相关理论，对 Shapley提出的 

三条公理进行拓广，并构造了模糊 Shapley值．针对局中人在合作完成后需要对具体的联盟收 

益进行分配的情况，文中利用构造的模糊 Shapley值隶属函数给出了确定的收益分配方案．最 

后将该方法应用到动态联盟伙伴企业收益分配的实例中． 
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0 引言与预备知识 

合作对策是局中人共同取得尽可能大的利益 

的竞争决策分析模型，在合作对策过程中，局中人 

要考虑如何结成联盟以及如何重新分配联盟的 

支付． 

二元组 (，， )称为局中人集合 ，= {1，2， 
⋯

， n}上的合作对策，如果 是，的所有子集形 

成的集合2 上的映射，即 ：2 一 尺满足 

(i) ( )=0 

(ii)对于 ，L c，且 n L = ，则有 

(K U L)≥t7(K)+t7(L) 

映射 称为支付函数，，的任意子集 称为联盟． 

从测度论的观点看， 是集合 2 上的一个超可加 

集函数． 

合作对策有多种解的定义，Shapley值是合作 

对策中最常用的一种解概念．1953年，Shapley提 

出了求解多人合作对策问题的一种公理化方 

法l1,2j，即首先设置了三个人们普遍接受的公理， 

公理1(对称性) 如果局中人 i， ∈，，对于 

任意的联盟 c ，＼{i，，l总有 ( U {i})= 

( U { })，习 么 ( )= (口)． 

公理2(有效性) 如果对于所有包含 i的子 

集 都有 (K)= ( 一{i})，则 ( )=0， 

( )= (，)． 
i∈， 

公理 3(可加性) 对于任意两个合作对策 

(，， 。)和(，， 2)，如果存在一个合作对策(，， 

1+ 2)，对于任意的联盟 K c，总有( 1+ 2)X 

(K)= 1(K)+ 2(K)，则 ( 1+ 2)= ( 1)+ 

( 2)，i E ，． 

然后，求出唯一满足这三个公理的各个局中 

人的支付值 f( )一 尺， 

如)：∑ × 
KC 1 

( (K)一 ( 一{i}))，V i E ， (1) 

其中：k为联盟 中的人数，n为局中人的个数． 

( )= ( i( ))i∈j为 Shapley值 向量，简称 

Shapley值，它是支付函数 的单调非减函数(证 

明见文献[1])，在具有超可加性的合作对策中表 

示一特定的分配． 

Shapley值是定义在经典合作对策理论上的 
一 种解的形式，经典的合作对策基于两个假设：① 

局中人完全参与到一个特定的联盟之中，即每个 

局中人要么参加某个联盟，要么不参加某个联盟， 

不存在局中人以一定的参与率或参与程度参加某 
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个联盟的情况；② 局中人在合作之前完全清楚地 

知道不同的合作策略所产生的收益，以及自身参 

与特定联盟的所得分配．但是，现实中的对策问题 

原型往往不满足以上两个假设，现实中更多的情 

况是局中人分别以不同的参与率或参与程度参加 

多个联盟，并且在合作之前，他们对不同合作策略 

下的收益以及 自己在特定联盟下的所得分配知道 

地不精确、不确定，甚至是不清楚． 

现实问题对合作对策理论提出的更高要求， 

促使国外许多学者展开了不确定环境下的对策理 

论研究，模糊合作对策的研究就是其中的方向之 
一

，它的研究重点主要集中在：① 局中人参与联 

盟程度模糊化条件下合作对策解的求解；② 支付 

函数模糊化条件下合作对策解的求解．这些具有 

模糊信息的合作对策统可称为模糊合作对策． 

对于研究重点 ①，Aubini J首先提出了模 

糊合作对策的概念，指出局中人可以以不同的参 

与率参加多个联盟，这个参与率用一个介于[0， 

1]之间的模糊数来表示；Butnariul6 J在Aubin提 

出的模糊合作对策概念的基础上，定义了模糊 

Shapley值，然而他定义的模糊 Shapley值与经典 

的Shapley值相比，既不单调非减又不连续 ，不能 

很好的适应现实的应用要求；Tsurumi等_l o_在 

Butnariu的基础上构造了一个在 Choquet积分上 

的模糊 Shapley值，使其单调非减且连续． 

对于研究重点②，Mareg[“ j于 1995年拓展 

了模糊合作对策的概念，指出具有模糊支付函数 

的合作对策也是模糊合作对策的一种形式．Mareg 

在文献[12，13]中仿照经典的 Shapley值定义了 

模糊 Shapley值 

)： ( ( )0 
KC 1 ‘： 

(一 (K一{ })))，V i∈ ， (2) 

其中：k为联盟 中的人数，n为局中人的个数， 

(K)为模糊 支付 函数．然而他 定义 的模 糊 

Shapley值很难满足 Shapley提 出的三条公理， 

Mareg最终仅是求得 Shapley值的模糊隶属函数， 

而没有给出具体的联盟收益分配方案． 

另外，Aarts[ J等人研究了单调集合对策的 

Shapley值，相比之下，模糊集合的 Shapley值具有 

更广泛的研究意义．本文考虑合作对策中支付函 

数是模糊数的情形，利用模糊数学相关理论，对 

Shapley提出的三条公理进行拓广，构造了模糊 

Shapley值，并在此基础上给出了确定的联盟收益 

分配方案． 

1 模糊合作对策的Shapley值 

二元组(，， )称为局中人集合 ，= {1，2， 
⋯

， n}上的模糊合作对策，其中 是定义在2 上， 

取值在模糊数集合刃上的模糊支付函数，即 ： 

2 一 刃且 ( )=0． 

设 ( )( )是模糊数 (K)的隶属函数，对 

于任意的 a∈[0，1]， (K)的a截集为 。(K)= 

{ ∈R l ( )( )≥口}，这里，口可以看作是置信 

水平或置信度．由模糊数的性质可知， (K)的a 

截集可以用区间[ ( )， ( )]来表示． 

定义1 在模糊合作对策(，， )中，如果任意 

两个联盟 ，L c，， n L= ，对于给定的 

口∈[0，1 J总有 

( U L)≥ (K)+ (L) 

( U L)≥ L(K)+ (L) (3) 

则称模糊支付函数具有 a一超可加性．它们表示 

在置信水平 a上，没有一个局中人愿意接受比自 

己单干所获收益少的合作策略[17,181． 

定义2 对于给定的a∈[0，1]，如果分配 ： 

( ) ∈，满足 

≥ L({i})，V i∈ ， 

砖(，)≤∑ ≤ (，) (4) 
i∈1 

则称 =( ) ∈，为模糊合作对策(，， )的一个 

口 一 分配_l71 ． 

定义 3 对于模糊合作对策(，， )和给定的 

a∈[0，1]，如果有联盟 c，满足 

。(S N K)= 。(S)，V S c， (5) 

则称 为模糊合作对策(，， )的a一承载．这时有 

(．s n )= (．s)且 (．s n )= (．s)． 

在定义了a截集上的上述模糊合作对策相关 

概念以后，可将经典Shapley值满足的三条公理拓 

广如下， 

公设 1 (a一对称性)如果局中人 i， ∈，，对 

于任意的联盟 K c，＼{i， 总有 -。L(K U { })= 

( U { })， ( U { })= ( U{ })，那么 
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( )： ( )， ( )： ( ) 

该公设表示，在置信水平a上，每人的分配与他被 

赋予的记号 i无关． 

公设 2 (a一有效性)如果对于所有包含 i 

的子集K都有 。(K)= 。(K一{i})，则 

( )： ( )：0，且∑ ( )： (，)’ 
iE， 

∑ ( )： (，)． 

该公设表示，若成员 i在置信水平a上对每个他参 

加的合作没有贡献，那么他不应从全体合作在置 

信水平 a上的收益中获得报酬．另外在置信水平 

a上，各成员分配之和应等于全体合作的收益． 

公设3 (a一可加性)对于任意两个模糊合 

作对策(，， ．)和(，， 2)，如果存在一个模糊合作 

对策(，， l+ 2)，对于任意的联盟 K C，总有 

( l+ 2) (K)= }。(K)+ (K)和( l+ 

2) (K)= J『。(K)+ g。(K)，那么它们对应的 

Shapley值应满足 

( l+ 2)： ( 1)+ ( 2)， 

( l+ 2)： ( 1)+ ( 2)，V i∈， 

该公设表示，当n人同时进行两项合作时，在置信 

水平 a上，每人的分配是两项合作的分配之和． 

定理1 对给定的a∈[0，1]，存在唯一满足 

公设 1、2、3的 Shapley值 ( )和 ( )满足 

( )：∑ × 
KC ， ” 

( ( )一 (K一{i}))， 

( )：∑ × 
KC ， ” 

( (K)一 (K一{i}))，V i∈ ， (6) 

其中：k为联盟 中的人数，n为局中人的个数． 

(定理1的证明方法与经典Shapley值满足三条公 

理的证明方法类似，详细的证明过程可参考文献 

[1]．) 

通过定理 1可以得到不同置信水平 a上的 

shapley值左右端点 ( )和 ( )，以下的讨论 

中，则将左右端点形成的区间组成集合套，从而得 

到模糊 Shapley值隶属函数． 

引理1 对于任意的al，。2∈[0，1]且 al> 

总有 ( )≤ (Pa 
l
( )， ( )≤ ( )． 

证明 由模糊数学集合套的性质可知，对于任 

意的 otI，a2∈E0，1]且 Ot1>a2，总有[砖(K)， 

(K)]C[ 
，(K)，缓(K)]，即矗(K)<％L，(K)， 

(K)< (K)．再由shapley值关于支付函数 单 

调非减的性质，有 ( )≤ ( )， ( )≤ ( )． 

命题 1 如果对于任意的 a∈ E0，1]，都有 

( )≤ ( )，则[ ( )， ( )]。∈[o，。]构成 

集合套． 

证明 对于任意两个 al，口2∈ Eo，1]且 

a。>a2，已知 ( )≤ ( )， 兰( )≤ 誉( )， 

且由引理1得 ( )≤ 善( )， iR，( )≤ 要( )， 

故[ 善( )， ( )] [ 兰( )， 芝( )]，[ ( )， 

( )]。∈[o，1]，构成集合套． 

定义4 如果存在 a∈ Eo，1]，使 ( )> 

( )，则令 

ao：inf{a I a∈Eo，1]，使 ( )> ( )} 

命题2 对于任意的 a，a0∈ Eo，1]且 a> 

总有 ( )> ( )． 

证明 已知 a，ao∈Eo，1]且 a>a0，由引 

理1有 篆( )≤ ( )， ( )≤ 芝( )，再由 

定义4知 毒( )> ( )，故 ( )≥ ( )> 

芝( )≥ ( )，即 ( )> ( )． 

命题 3 对于任意的 。o，al，。2∈ Eo，1]且 

aO≤a2< 有[ ( )， ( )]C[ ( )， ( )]， 

即 ( )≤ ( )， ( )≤ ( )． 

证明 已知 al，a2∈ Eo，1]且 al>a2，由 

引理1有 兰( )≤ 善( )， ( )≤ ( )．又知 

a。> a2≥ Ot0,由命题 2得 (云)> ( )， 

兰( )> 芝( )，故[ 嚣( )， ( )]C[ ( )， 

( )]． 

推论 若ao=0，则[ 。( )， 。( )]。∈『o1。]构 

成集合套． 

以上构成集合套的情况讨论后，根据表现定 

理可刻画模糊 Shapley值隶属函数如图 1所示． 
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图 1 ( )≤ ( )时模糊 Shapley值隶属函数 

Fig．1 The membership function of fuzzy Shapley value when 

( )≤ ( )for any a E [0，1] 

l() 

(J 8 

()6 

0 4 

()2 

O f) 

图 2 ( )> (引 时模糊 Shapley值隶属函数 

Fig．2 Th e memb ership function of fuzzy Shapley value when 

( )> ( )for any a E[0，1] 

2 基于模糊 Shapley值的分配方案 

的确定 

对于一个具体的联盟收益，局中人仅仅接受 

前面所得的模糊 Shapley值隶属函数是不满意的， 

合作的结束要求将联盟获得的具体收益以确定的 

形式分配给各个盟员，因此，必须根据求得的模糊 

Shapley值隶属函数设计确定的收益分配方案． 

根据模糊隶属函数的特点可知，在一个联盟 

K中，对于任意给定的收益值 (K) ，总有一个 

隶属度，也就是置信度 a 相对应．由前面的分析 

讨论可知，如果对于任意的 a∈ [0，1]，都有 

( )≤ ( )，则根据前面构造的模糊 Shapley 

值隶属函数(图 1)找到与 a 相对应的分配值 

( )和 器( )，并在 ( )和 嚣( )中选取 

与 (K) 同侧(相对于模糊隶属函数的核心来 

说，隶属度不等于 1的模糊变量要么处在核心的 

左边，要么处在核心的右边)的数作为 ；如果 

对于任意 a∈[0，1]，都有 ( )> ( )，则根 

据前面构造的模糊 Shapley值隶属函数(图2)找 

到与 1一a 相对应的分配值 ( )和 ( )， 

并在 ( )和 墨( )中选取与 (K) 异侧的数 

作为 ．这里的~Pi 就是联盟收益 (K) 所对应 

的Shapley值． 

3 模糊 Shapley值在动态联盟企业 

收益分配中的应用 

在动态联盟中，原本相互独立的企业彼此进 

行核心能力的优化整合，以追求整体经济利益的 

最大化，因此，动态联盟的经济活动可看成是多人 

合作对策，联盟伙伴的收益分配可看成是多人合 

作对策的收益分配问题．在模糊 Shapley值的模型 

中，，为n个企业的联盟体，K为，中若干企业合作 

的联盟子集， (K)为联盟 K产生的收益， (K一 

{ })为联盟 K中除去企业 i产生的收益．现假设 

有A、B、C三家企业(分别代表 1，2，3三个局中人) 

欲合作一个工程项 目，如单干则每企业获利约 5 

万元，如 A、B联合则可获利约 35万元，如 A、C联 

合，则可获利约 25万元，B、C联合则可获利约 2O 

万元，如 A、B、C联合则可获利约 5O万元．上述支 

付函数用模糊数表示为 

{lI( )= {2}( )= {3I( ) 

： 

考一6， ∈I3o，35] 
一

38
一

旦
， ∈ (35，38]3 3 ， u ， 

0， 其它 

一

2 3
， ∈ [23，25]2．5 一 ， ， 

27
一  

， ∈(25，27]／ 一 ， ， 

0． 其 

考一3， ∈[15，20] 
23

一 詈， ∈(20，23] 一 ， ， 

0， 其它 

l詈一9 ∈[45，50] 

1 11一 ， ∈(50，55] 

以0．2为单位在Eo，1]区间上改变置信水平 
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a，可得模糊支付函数的 a截集如表 1所示 

表 1 模糊支付函数的 。截集 

Table 1 The口一level sets of fuzzy payoff functions 

口 = 0．8 口 = 0．6 口 = 0．4 口 = 0．2 

{1} l4．8，5．2j [4．6，5．4] [4．4，5．6] [4．2，5．8] 

{2} l4．8，5．2 J [4．6，5．4] [4．4，5．6] [4．2，5．8] 

{3} l4．8，5．2 J [4．6，5．4] [4．4，5．6] [4．2．5．8] 

{1．2} [34．0，35．6] l33．0，36．2 J l32．0，36．8 J [31．0，37．4] 

{1，3} [24．6，25．4] l24．2，25．8 J l23．8，26．2 J l23．4，26．6J 

}2，3} [19．0，20．6] l18．0，21．2j l17．0，21．8 J l16．0，22．4J 

{1，2，3} l49．0，51．0J l48．0，52．0j l47．0，53．0J l46．0，54．0J 

_ =====⋯⋯ ⋯⋯． 

暑≥ ≥ ‘ ⋯ ⋯ 
“  ⋯  

、 一 

通过公 式 (6)，计算不 同置信 水平 。上 

Shapley值的取值区间，如表 2所示． 

表2 不同置信水平上Shapley值的取值区间 

Table 2 The intervals of Shapley、alues 

口= 0 8 口= 0．6 口= 0．4 口 =0 2 

l( ) [19．8，20．3] [19．5，20．6： l19 3，20．9 19．1 21．2 

2( ) [17．0，17．9] l16．4，18．3 J l15．9，18．7 J 15．4．19．1 

％( ) [12．3，12．8] l12．0，13．1j ll1．8，13．4j [11．6，13．7： 

根据表2的结果，刻画局中人 1，2和3的模糊 

Shapley值隶属函数，如图3所示． 

z 

图3 局中人 1，2和3的模糊 Shapley值隶属函数 

Fig．2 The fuzzy Shapley membership functions of player 1，2 and 3 

为了选择适宜的合作策略，局中人需要根据 其中局中人 1分得 20．45万元，局中人 2分得 

上面得到的模糊 Shapley值隶属函数进行决策．以 18．10万元，局中人 3分得 12．95万元． 

局中人 1为例，假设他希望决策具有较高的置信 

水平，选取 a=0．8，且保守的认为不同联盟的收 

益以及自己的所得分配应该取置信水平 0．8的下 

限．由此可得 6．8( )=[19．8，17．0，12．3]，局中 

人 1选取的合作策略是与局中人 2、3共同结成联 

盟．同理，局中人 2、3通过类似局中人 1的方法得 

到联盟 K = {1，2，3}是他们的最优策略．这样， 

联盟 K = {1，2，3}就组建了． 

当联盟 K = {1，2，3}合作结束时，联盟的 

实际收益 {1，2，3}=51．5，通过计算可得，实 

际收益 {1，2，3}对应于模糊支付函数 {1，2， 

3}的隶属度为 a =0．7，处于隶属函数核心的右 

侧，通过图 3可以找到隶属度为0．7，且与 {1， 

2，3}同侧的 Shapley值分别为 

= 20．45 = 18．10 = 12
． 95 

以上的计算结果就是在联盟结束时，对于动态联 

盟总体收益为 51．5万元时每个盟员的所得分配， 
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Shapley value for fuzzy 

CHEN Wen，ZHANG Qiang 

Department of Management and Economics，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China 

Abstract：In this paper，we make a study of the Shapley values with the fuzzy characteristic functions from the 

viewpoint that the payoff of each coalition are often only imprecisely or ambiguously known to the players．Axioms of 

the fuzzy Shapley value are extended on the basis of the deterministic one．From the viewpoint that the allocation for 

each player should be a crisp value rather than a fuzzy membership fun ction at the end of cooperation，we proposed 

a crisp allocation scheme based on fuzzy Shapley values．Finally，we apply the method to profit allocation scheme a． 

mong partners in virtual enterprises． 
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