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参数不确定性下资产配置的动态均值 -方差模型
①

李仲飞 , 袁子甲
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摘要:现有关于资产配置的动态均值 -方差模型的研究均假设投资者准确知道与资产收益率

相关的参数 ,从而忽略了参数不确定性对投资决策的影响.本文研究引入参数不确定性和贝叶

斯学习时的动态均值 -方差模型 ,使用鞅方法求解得出最优投资策略的解析表达式 ,并导出了

均值 -方差有效边界.在此基础上 ,利用中国证券市场的实际数据进行了实证分析 ,结果表明

参数不确定性对最优投资策略以及投资效果有较大的影响.
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0　引　言

Markowitz
[ 1]
提出了资产配置的均值 -方差

模型.这项影响深远的研究一直被视为现代投资

组合理论的开端和基石.然而直到近年来 ,均值 -

方差分析框架在动态情形下的研究才有所突破和

发展.Li和 Ng
[ 2]
使用动态规划方法求解了离散时

间多期均值 -方差投资组合选择问题 , Bajeux-

Besnainou和 Portait
[ 3]
, Zhou和 Li

[ 4]
则分别使用鞅

方法和随机 LQ控制方法求解了连续时间情形下

的动态均值 -方差模型 ,并且都得到了最优投资

策略的解析表达式.在此基础上 ,很多研究通过引

入金融市场中的一些现实因素对动态均值 -方差

模型进行推广 ,例如 , Li等
[ 5]
考虑了存在卖空限

制时的动态均值 -方差模型 , Bielecki等
[ 6]
引入

了破产限制 ,而 Xie等
[ 7]
则求解了连续时间情形

下存在负债时的均值 -方差投资组合选择问题.

然而 ,以上研究都假设投资者准确地知道与

金融资产相关的各种参数(例如资产收益率的期

望和方差),但这一假设在现实情形中难以满足.

投资者在进行投资决策时往往并不知道参数的真

实取值 ,而根据其可观测到的信息对参数进行估

计 ,与此同时产生的估计偏差会给投资组合选择

带来估计风险 (estimationrisk, 参见 Bawaet

al.
[ 8]
),忽视估计风险会导致投资决策处于非最

优状态.如何将这种参数不确定性(parameterun-

certainty)或估计风险引入到投资组合选择的决策

模型中 ,并分析其对最优投资策略产生的影响已

成为近年学界的焦点.本文的研究内容正是尝试

将这一重要的现实因素引入到动态均值 -方差模

型当中.

国外已有的连续时间情形下考虑参数不确定

性的投资组合研究包括:Gennotte
[ 9]
、Dothan和

Feldman
[ 10]
、 Detemple

[ 11]
、 Brennan

[ 12]
、 Xia

[ 13]
和

Lakner
[ 14]
.国内学者对于这一领域的研究也较为

关注 ,杨朝军和陈浩武
[ 15]
使用中国股票市场中的

实际数据对参数不确定性下的静态资产配置问题

进行了实证研究 ,孟卫东和何朝林
[ 16]
研究了收益

率的前两阶矩均存在参数不确定性时的最优动态

投资组合选择问题 ,郭文旌和雷鸣
[ 17]
则求解了一

个股票价格过程带跳并且投资者只具有部分信息

时的连续时间最优投资消费问题.但是以上这些

研究均假设投资者具有 CRRA型效用函数 ,并且
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遵循期望效用最大化分析框架 ,而非实践中得到

广泛应用的均值 -方差模型.已有文献中与本文

的模型设置最为接近的是 Xiong和 Zhou
[ 18]
,但这

项研究只给出了最优投资策略的数值解法.本文

使用鞅方法
[ 19-20]

来求解连续时间情形下考虑参

数不确定性时的均值 -方差投资组合选择问题 ,

并给出最优投资策略和均值 -方差有效边界的解

析表达式.在此基础上 ,我们利用中国证券市场中

的实际数据分析了参数不确定性对最优投资策略

产生的影响及其原因.最后 ,以夏普比例作为衡量

投资效果的指标 ,通过比较发现在大多数情形下

考虑参数不确定性时的投资效果优于忽视参数不

确定性时的投资效果 ,从而进一步说明了参数不

确定性在投资实践中的重要性.

1　市场设置

假设市场中存在两种可以在计划期 [ 0, T] 内

连续交易的金融资产.第一种资产为无风险的债

券 ,它的价格过程 S0(t)服从如下常微分方程

dS0(t)=S0(t)rdt, t∈ [ 0, T] (1)

其中常数 r为无风险资产的利率.另一种资产为

风险资产股票 ,其价格过程 S(t)满足如下随机微

分方程

dS(t)=S(t)(μdt+σdB(t)), t∈ [ 0 , T]

(2)

其中参数 μ和 σ均为常数 , B(t)是一个标准布朗

运动.

假设投资者可以从市场中观测到风险资产的

价格 S(t),并且准确地知道到参数 r和 σ的取值 ,

但无法观测到瞬时期望漂移率 μ的具体取值 ,从

而也无法观测到布朗运动 B(t)②.所以投资者可

观测到的信息集是由股票价格过程生成的域流

F
S
=∶{F

S
t =σ(S(s), 0≤s≤t)}

该信息集小于包含市场中全部信息的信息集 F=∶

{Ft=σ(B(s), S(s), 0≤s≤t)}.本文即是研究

这种参数不确定情形下的投资组合选择问题 ,也

称为部分信息下(partialinformation)的最优投资

决策问题.

此外在投资者的决策过程中引入贝叶斯学习

(Bayesianlearning).假设投资者在期初具有如

下信念(belief):μ的先验分布为一个期望为 m0、

方差为 v0的正态分布.随着时间的推移和数据的

增加投资者使用基于贝叶斯准则的卡尔曼滤波理

论不断地更新其对 μ的期望和方差的估计 ,进而

将新增加的信息引入到投资决策当中.定义 μ关

于 F
S
t的条件期望为

m(t)=E[ μ F
S
t]

m(t)可以理解为投资者在时刻 t根据其可观测到

的信息对 μ的期望的最优估计.θ=μ-r
σ
是风险

的市场价格(夏普比例),由于其表达式中含有参

数 μ,因此 θ也是不可观测的.同样可以定义对 θ

期望的最优估计为如下条件期望

θ(t)=E[ θ F
S
t]

根据经典 Kalman-Bucy滤波理论 (参见

Liptser和 Shiryayev
[ 22]
),可以得到 θ(t)满足如下

随机微分方程

dθ(t)=γ(t)(dB(t)-θ(t)dt),

θ(0)=θ0 =
m0 -r
σ

(3)

其中 B(t)=B(t)+θt, γ(t)=E[ (θ-θ(t))
2

 

F
S
t] 是 θ的条件方差 ,并且 γ(t)服从如下 Riccati

方程

dγ(t)
dt

=-γ
2
(t), γ(0)=γ0 =

v0
σ

2 (4)

需要注意的是由于dS(t)
S(t)

=μdt+σdB(t)=

rdt+σdB(t),并且r已知 ,所以随机过程 B与股票

价格过程 S一样 ,对于投资者来说是可以观测到

的随机过程.求解上述微分方程(3)和(4)可以

得到 θ(t)和 γ(t)的显式表达式如下

θ(t)=
θ0 +γ0B(t)
γ0t+1

, γ(t)=
γ0

γ0t+1
(5)

根据 Lakner
[ 14]
中的定理 3.1还可以得出 ,参

数不确定情形下投资者主观的状态价格密度
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②现有研究普遍认为统计方法可以较为准确地预测资产收益率的方差 , 而对收益率期望的预测效果较差(参见 Merton[ 21]).此外 ,如果

投资者可以观测到 B(t),则可以反推出瞬时期望收益率 μ.



ζ(t)可以表示为

ζ(t)=exp{-rt-∫
t

0
θ(u)dB(u)+

　　　　　
1

2∫
t

0
θ(u)

2
du}, ζ(0)=1 (6)

利用 Ito公式以及 θ(t)和 γ(t)的表达式可以导出

ζ(t)的显式表达式

ζ(t)=exp{-rt-
1
2

γ0t+1
γ0
θ(t)

2
+

　　　 1
2
ln(γ0t+1)+1

2

(m0 -r)
2

v0
(7)

从式(6)可以看出 , ζ(t)的表达式的结构与完全

信息情形下(μ已知)的状态价格密度过程是极为

相似的.状态价格密度显示表达式的导出为后文

中最优投资策略的求解带来了方便.

2　均值 -方差模型及其求解 ———
鞅方法

均值 -方差模型下投资者偏向于选择终端

财富期望较高和方差较低的投资策略 ,最优投资

策略应在这两个目标中达到平衡.记 π(t)表示时

刻 t投资于风险资产股票的财富份额 ,那么在自

融资投资策略下投资者的财富过程 W(t)满足如

下随机微分方程
[ 23-24]

dW(t)=W(t){[ π(t)(μ-r)+r]dt+

　　　　π(t)σdB(t)}

W(0)=W0 ≥ 0

(8)

其中 W0为初始时刻财富.上节中的式(7)给出了

投资者主观状态价格密度的表达式 , 根据

Lakner
[ 14]
, ζ(t)W(t)在域流 F

S
下是一个鞅 ,也就

是有下述等式成立

E[ ζ(T)W(T) F
S
t] =ζ(t)W(t)

参数不确定性下的动态均值 -方差投资组

合选择问题可以表示为

(P)

min
π
Var[ W(T) F

S
0 ]

s.t.E[ W(T) F
S
0 ] =z

　 dW(t)=W(t){[π(t)(μ-r)+r]

　dt+π(t)σdB(t)}

W(0)=W0

这里参数 μ对于投资者来说是无法观测并需要不

断进行估计的 , F
S
0代表的是投资者在时刻 0可观

测到的信息集.投资者将选择终端财富的期望等

于 z时的最小方差策略③.对应于 z的不同取值 ,将

得到不同的最优投资策略.

采用鞅方法
[ 19-20]

求解上述投资组合选择问

题(P).鞅方法的主要思想是将原问题分解成两

个子问题 ,第一个子问题是在所有可达到的终端

财富中寻找最优的终端财富 W
＊
(T),第二个子问

题则是求解出可以复制出 W
＊
(T)的动态投资策

略 π
＊
.

根据 Lakner
[ 14]
,上述动态投资组合选择问题

(P)可以转化为如下静态投资组合选择问题

(P′)

min
W(T)
　Var0 [ W(T)]

s.t.　E0 [ W(T)] =z

E0 [ ζ(T)W(T)] =W0

(9)

求解问题(P′)可以得到最优可达终端财富.假设

该静态投资组合选择问题存在最优解 W
＊
(T),那

么需要找出投资策略 π
＊
满足如下方程

dW(t)=W(t){[ π(t)(μ-r)+r]dt+

　　　　　　　π(t)σdB(t)}

W(T)=W
＊
(T)

(10)

利用 Bieleckietal.
[ 6]
中定理 2.1的证明方法可

以说明通过求解问题 (9)和(10)得到的投资策

略 π
＊
就是均值 -方差动态投资组合问题(P)的

最优解.下面将分别求解上述两个子问题.

2.1　静态投资组合问题(P′)的求解

定理 1　问题(P′)的最优解为

W
＊
(T)=λ1 +λ2ζ(T) (11)

其中常数 λ1和 λ2为

λ1 =
zE0 [ ζ(T)

2
] -W0E0 [ ζ(T)]

Var0 [ ζ(T)]
,

λ2 =-
zE0 [ ζ(T)] -W0

Var0 [ ζ(T)]
(12)

证明 　事实上问题(P′)是一个静态投资组

合问题.利用标准拉格朗日方法可以得出 , 如果

W
＊
(T)最优化问题 P′,那么 W

＊
(T)也最优化如

下问题
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③ 为了表达方便 ,后文中 E0[·] 表示 E[· F
S
0 ] , Var0 [·] 表示 Var[· F

S
0 ] ,而 Et[·] 则表示 E[· F

S
t] .



min
W
E0 [ W

2
-2λ1W-2λ2ζ(T)W]

通过一阶条件可以求得

W
＊
(T)=λ1 +λ2ζ(T)

其中常数 λ1和 λ2需要满足如下等式

E0 [ λ1 +λ2ζ(T)] =z

E0 [ ζ(T)(λ1 +λ2ζ(T))] =W0

求解该方程组可以得到式(12)成立.

从式(12)中可以看出 ,为了得到 W
＊
(T)的

显示表达式 , 还需要通过下述引理来给出

E0 [ ζ(T)] 、E0 [ ζ(T)
2
] 和 Var0 [ ζ(T)] 的计算

公式.

引理 1　对于任意常数 k,有如下关于 ζ(T)
k

的条件期望的计算公式成立

Et[ ζ(T)
k
] =

G(T)

2cd+1
exp{-

c
2cd+1

θ(t)
2

}(13)

其中 G(T)=exp{k(-rT+
1

2
ln(γ0T+1)+

　　　
1
2

(m0 -r)
2

v0 },

c=
1

2
k
γ0T+1
γ0

, d=
γ
2
0(T-t)

(γ0t+1)(γ0T+1)
.

证明 　已知

θ(t)=
θ0 +γ0Bt
γ0t+1

其中 Bt在概率侧度 (P, F
S
)下是一个布朗运

动
[ 14]
,从而根据 Ito公式有

θ(T) F
S
t ～ N(θ(t),

γ
2
0(T-t)

(γ0t+1)(γ0T+1))

又根据式(7)有

ζ(t)=exp
{
-rt-

1

2

γ0t+1
γ0
θ(t)

2
+

　　　
1

2
ln(γ0t+1)+

1

2

(m0 -r)
2

v0 }

因此

Et[ ζ(T)
k
] =G(T)

2πd∫
+∞

-∞
exp
{
-cx

2
-

　　　　　　　　　
(x-θ(t))

2

2d }dx

=
G(T)

2πd∫
+∞

-∞
exp{-

1

2
d

2cd+1
(x-

θ(t)
2cd+1)

2

-

　　　　　　　
c

2cd+1
θ(t)

2

}dx

=
G(T)

2cd+1
exp{-

c
2cd+1

θ(t)
2

}

其中 G(T)=exp
{
k(-rT+ 1

2
ln(γ0T+1)+

1
2
×

(m0 -r)
2

v0 )}, c=
1
2
k
γ0T+1
γ0
, d=

γ
2
0(T-t)

(γ0t+1)(γ0T+1)
.

对式(13)取 t=0, k分别为 1和 2可以得到

E0 [ ζ(T)] 和 E0 [ ζ(T)
2
] 的计算公式 , 并且可以

得到 E0 [ ζ(T)] =e
-rT
,这一结果也验证了 ζ(T)

就是投资者主观的状 态价格密度.此外 ,

Var0 [ζ(T)]可以通过 Var0 [ ζ(T)] =E0 [ζ(T)
2
] -

E0 [ ζ(T)]
2
来进行计算.

2.2　最优动态投资策略的求解

在上一小节中 ,已经得到了最优终端财富的

表达式.根据鞅方法求解思路的第 2步:找出一个

可以复制最优终端财富 λ1 +λ2ζ(T)的可行投资

策略 ,该策略就是动态均值 -方差模型下的最优

投资策略 π
＊
(t).

定理 2　动态均值 -方差模型下的最优投资

策略 π
＊
(t)为

(i)当 z≤W0 /E0 [ ζ(T)] 时 , π
＊
(t)=0,也

即是将全部财富一直投资于无风险资产;

(ii)当 z>W0 /E0 [ ζ(T)] 时 ,

π
＊
(t)=φ(t)

θ(t)
σ
=φ(t)

m(t)-r
σ

2 (14)

其中

φ(t)=
λ2Et[ ζ(T)

2
]

λ1Et[ ζ(T)] +λ2Et[ ζ(T)
2
]
·

　　　 1

1 -2
γ0T+1
γ0t+1

,

Et[ ζ(T)] 和 Et[ ζ(T)
2
] 的具体表达式由引理 1

给出.

证明 　我们的证明思路便是寻找可以复制

最优终端财富 λ1 +λ2ζ(T)的可行投资策略.根据

期望财富水平 z取值的不同可以分为以下几种情

形进行讨论:

当 z=W0 /E0 [ ζ(T)]时 ,根据式(12)可以得

到 λ1 =W0 /E0 [ ζ(T)]和 λ2 =0.由于 E0 [ζ(T)] =

e
-rT
, 所以 λ1 =W0e

rT
, 从而此时有 W

＊
(T)=

W0e
rT
.显然这种情形下最优投资策略为 π

＊
(t)=

0,也即是将全部财富在整个计划期 [ 0, T] 一直投
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资于无风险资产.

当 z<W0 /E0 [ ζ(T)] 时 ,对于任何可行投资

策略 π, 总是可以得到 Var0 [ W
π
(T)] ≥ 0和

E0 [ W
π
(T)] =z<W0e

rT
,因此对于均值 -方差型

投资者来说 ,在这种情形下 π
＊
(t)=0仍是最优

投资策略.

对于 z>W0 /E0 [ ζ(T)]的情形 ,最优投资策

略的求解要稍显复杂一些.由于投资者的财富过

程 W(t)与状态价格密度 ζ(t)的乘积在域流 F
S
是

一个鞅 ,从而对应于 W
＊
(T)=λ1 +λ2ζ(T)的财

富过程为

W(t)=
1
ζ(t)
Et[ ζ(T)W

＊
(T)]

=
λ1Et[ ζ(T)]

ζ(t)
+
λ2Et[ ζ(T)

2
]

ζ(t)

利用性质 1, 可以计算出
Et[ζ(T)]
ζ(t)

=e
-r(T-t)

,

Et[ ζ(T)
2
]

ζ(t)
=f(t)exp{

1
2
·

1

1-2
γ0T+1
γ0t+1

γ0t+1
γ0
θ(t)

2

}

其中 f(t)=
exp(-rf(T-t))

2cd+1

γ0T+1

γ0t+1
是关于 t

的一个确定性函数 ,这样得到了 W(t)的表达式 ,

它是一个关于 t和 θ(t)的函数.

根据 Ito公式和式(3)可以得到  W(t)
 θ(t)

γ(t)

为 dW(t)的表达式中 dB(t)前的系数.而与此同

时根据式(8), W(t)π(t)σ也是 dW(t)的表达式

中 dB(t)前的系数 ,因此通过比较有如下等式成立

 W(t)
 θ(t)

γ0
γ0t+1

=W(t)π(t)σ

将 W(t)的表达式代入上式 ,可以得到

Et[ λ2ζ(T)
2
]

ζ(t)
1

1 -2
γ0T+1
γ0t+1

θ(t)=

　　W(t)π(t)σ

稍作整理可以得到 π(t)满足式(14). 证毕.

3　均值 -方差有效边界

本节将推导出参数不确定性下的均值 -方

差有效边界.根据 Markowitz
[ 22]
,可以给出均值 -

方差有效边界的定义.用 W
π
(T)表示投资策略 π

下的终端财富.

定义 1　一个可行投资策略 π被称为均值 -

方差有效策略 ,如果不存在其他可行投资策略 π′

满足如下不等式组

Var0 [ W
π′
(T)] ≤Var0 [ W

π
(T)] ,

E0 [ W
π′
(T)] ≥E0 [ W

π
(T)]

并且其中至少有一个不等式严格成立.对于任意

有效策略 π, (E0 [ W
π
(T)] , Var0 [ W

π
(T)] )∈ R

2

称为一个有效点 ,所有的有效点构成的集合称为

均值 -方差有效边界.

定理 3　参数不确定性下的均值 -方差有效

边界可以表示成如下带参数的方程组

E0 [ W(T)] =z

Var0 [ W(T)] =λ1(z)z+λ2(z)W0 -z
2
,

　z≥
W0

E0 [ ζ(T)]

(15)

其中 λ1(z)和 λ2(z)由式(12)给出.

证明 　对应于 E0 [ W(T)] =z,式(11)给出

了参数不确定性情形下使得方差最小的终端财富

W
＊
(T),此时有

Var0 [ W
＊
(T)] =E0 [ W

＊
(T)

2
] -z

2

　 =E0 [ (λ1(z)+λ2(z)ζ(T))W
＊
(T)] -z

2

　 =λ1(z)E0 [W
＊
(T)] +λ2(z)×

　　　E0 [ζ(T)W
＊
(T)] -z

2

　 =λ1(z)z+λ2(z)W0 -z
2

将式(12)中 λ1(z)和 λ2(z)的表达式代入上

式得到

Var0 [W
＊
(T)] =

1
Var0 [ ζ(T)]

[ z
2
(E0 [ ζ(T)

2
] -

　　　Var0 [ ζ(T)])-2zW0E0 [ζ(T)] +W
2

0 ]

　　　 =
1

Var0 [ζ(T)]
[z

2
(E0 [ζ(T)] )

2
-

　　　　　2zW0E0 [ ζ(T)] +W
2
0 ]

不难看出 ,当 z≥
W0

E0 [ ζ(T)]
时 , Var0 [ W

＊
(T)]是

关于 z的严格递增函数 ,而当 z<
W0

E0 [ ζ(T)]
时 ,

Var0 [ W
＊
(T)] 是关于 z的严格递减函数.因此根

据均值 -方差有效边界的定义 , 只需考虑 z≥
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W0

E0 [ ζ(T)]
的部分 ,从而参数不确定性下的均值 -

方差有效边界可以由式(15)给出. 证毕.

至此 ,完整地求解了参数不确定性下的动态

均值 -方差投资组合选择问题 ,得到了最优投资

策略和均值 -方差有效边界的解析表达式.下一

节中将利用中国金融市场中的历史数据 ,就参数

不确定性和贝叶斯学习对最优投资策略以及投资

效果的影响进行比较静态分析.

4　最优投资策略和投资效果分析

4.1　参数不确定性对最优投资策略的影响

在本节中使用中国证券市场中的真实数据来

说明参数不确定性对最优投资策略的影响.选择

上海证券交易所股票价格综合指数代表风险资

产 ,其收益率数据来自于 Wind数据库.无风险利

率则选择银行间同业拆借市场名义利率 ,数据来

自于中经网统计数据库.根据 1997年 1月份至

2009年 1月份之间的历史数据所进行的估计得到

r=0.015, μ=0.080 7, σ =0.264④.此外 ,假设

初始信念 m0的取值与 μ相同 ,投资者终止时刻的

目标期望财富 z=1.1,投资计划期长度 T=2.图

1给出了初始时刻投资于风险资产的比例 π
＊
(0)

随投资计划期长度 T的变化而变化的图形.图中

实线代表的是考虑参数不确定性的情形 (v0 =

0.024 3),而虚线代表的是忽略参数不确定性的

情形(v0 =0).从图中可以看出:引入参数不确定

性和学习之后初始时刻投资于股票的最优财富比

例总是小于忽略参数不确定性的情形.

在股票价格服从几何布朗运动的假设下 ,如

果不考虑参数不确定性和估计风险 ,投资者主观

认为在时刻 T股票的对数收益率服从期望为 Tμ、

方差为 Tσ
2
的正态分布.在引入参数不确定性和

学习之后 ,投资者一旦观测到较高的真实收益率

会提高其对未来收益率期望的估计.所以从投资

者的角度来看 ,股票前后不同期的收益率并不是

相互独立的 ,而是存在正的序列相关性.这样投资

者主观认为收益率的方差大于 Tσ
2
,并且随着 T

增加而增加的速度超过线性增长速度.因此 ,对于

均值 -方差型投资者来说 ,股票资产的风险显得

更大了 ,从而投资于股票的财富比例小于忽略参

数不确定性的情形 ,它们之间的差称作由参数不

确定性引致的对冲需求(hedgedemand).

图 1　参数不确定性对最优投资组合的影响

Fig.1Theeffectofparameteruncertaintyonoptimalportfolio

4.2　考虑参数不确定性对投资效果的影响

本小节将分析均值 -方差模型下考虑参数

不确定性对投资效果的影响 , 选择夏普比例

(Sharpe' sratio)作为衡量投资效果的指标

Sharpe=
E[ WT] -W0e

rT

Var[ WT]
(16)

这里 E[·] 和 Var[·] 分别代表资产收益率在真

实概率分布下的无条件期望算子和方差算子.

假设有两类投资者 ,第 I类投资者考虑参数

不确定性 ,随着信息的增加不断重新估计 μ的取

值;而第 II类投资者则忽略参数不确定性 ,他们在

整个投资计划期中认为瞬时期望收益率就是 m0.

下述指标可用于衡量考虑参数不确定性对投资效

果产生的影响

ΔS=
E[ W

I
T] -W0e

rT

Var[ W
I
T]

-
E[ W

II
T] -W0e

rT

Var[ W
II
T]

(17)

其中 W
I
T为考虑参数不确定性的投资者在终止时

刻的财富 ,也就是式(11)所给出的 λ1 +λ2ζ(T).

—6— 管　理　科　学　学　报 2010年 12月

④实证研究表明在 1997年前后中国股票市场收益率的变化规律发生较大变化 ,为了避免指数收益率数据在时间序列上的结构性转变 ,

只选择 1997年至今的数据进行分析.



而 W
II
T代表的是忽略参数不确定性的投资者在终

止时刻的财富.当 ΔS>0时第 I类投资者的投资

效果较好 ,当 ΔS<0时则说明第 II类投资者的投

资效果更好.

由于难以求出 ΔS的解析表达式 ,使用模拟方

法对 ΔS进行近似计算⑤.模拟方法如下:对经济

体进行 100 000次模拟 ,对于每一条生成的路径 ,

可以得到标准布朗运动在投资期终止时刻 T的一

个取值 B(T),从而结合式(5)、(7)和(13)可以

计 算 出 对 应 路 径 的 ζ(T)、E0 [ ζ(T)] 和

Var0 [ ζ(T)] 的取值.然后通过式(11)和(12)计

算出相应的终端财富的取值 W
I
(T).这样得到了

W
I
(T)的一个样本数量为 100 000的样本空间.该

样本空间的均值便是 E[ W
I
T]的近似值 ,而样本空

间的方差则是 Var[ W
I
T] 的近似值.类似地 ,可以

计算出不考虑参数不确定性时的终端财富

W
II
(T)在真实概率下的期望和方差.这样通过式

(17)可以计算出 ΔS的近似值.

图 2给出了 ΔS随初始信念 m0取值的变化而

发生变化的图形⑥.从图中可以看出 ,只要当 m0

与 μ存在一个较小的偏差时便有 ΔS>0成立 ,考

虑参数不确定性可以带来投资效果的显著提高.

这是因为与第 II类投资者相比 ,第 I类投资者可

以通过不断学习新增信息和重新估计来提高对 μ

估计的准确性 ,进而带来投资效果的改善.只有在

m0与 μ的真实取值十分接近时 ,第 I类投资者的

投资效果反而较差 ,此时他们考虑了并不需要考

虑的估计风险.

图 3可用于分析投资计划期长度 T对投资效

果的影响.从图 3中可以看出 ,当 m0与 μ存在一个

较小的偏差时 ,对应投资期限较长的曲线位于对

应投资期限较短的曲线的上方.这意味着投资期

限越长 ,考虑参数不确定性带来投资效果的改善

更为显著.事实上 ,随着 T不断增大 ,第 I类投资者

在整个投资过程中可以利用的新信息更多.因而

在投资期的后半部分 ,对参数的估计也更为准确 ,

从而会带来投资效果更为明显的提高.这说明 ,对

于投资计划期较长的投资者来说 , 考虑参数不确

定性是更为重要的.

5　结束语

本文研究了连续时间情形下引入参数不确定

和学习时投资组合选择的动态均值 -方差模型 ,

使用鞅方法导出了最优投资策略和均值 -方差

有效边界的解析表达式.在此基础上 ,深入讨论了

参数不确定性对最优投资策略和投资效果产生的

影响及其原因 ,并以此说明了参数不确定性在投

资实践中的重要性.后续的研究工作可以围绕以

下两个方面展开:首先 ,从资产配置到资产定价是
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⑤

⑥

计算过程中仍然使用根据中国证券市场实际数据进行估计所得到的参数:r=0.015, μ=0.080 7, σ =0.26.并且假设第I类投资者的

初始信念 v0 的取值为 0.024 3.而第 II类投资者不考虑参数不确定性 ,自然有 v0 = 0.

投资计划期长度 T= 2.



金融学中常见的研究思路 ,参数不确定性将如何

影响均衡状态下的资产价格具有十分重要的研究

意义;其次 ,本文可以看作是对标准投资组合理论

引入现实因素的初步探讨 ,如何进一步引入收益

率的可预测性 、投资者非理性的信念 、交易成本 、

收益率的非正态性等现实因素以及将这些因素综

合考虑无疑都将是未来金融学领域的重要研究

方向.
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Adynamicmean-variancemodelofportfolioselectionunderparameter

uncertainty

LIZhong-fei, YUANZi-jia
Lingnan(University)College, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China

Abstract:Thestandardmean-varianceportfolioselectionmodelassumesthatinvestorsexactlyknowthesecur-

ityparameters, neglectingtheeffectofparameteruncertaintyonportfolioselection.Thispaperinvestigatesa

continuous-timemean-varianceportfolioselectionproblemunderparameteruncertaintyandBayesianlearning.

Theproblemissolvedbyusingamartingaleapproach, andtheoptimalinvestmentstrategyandthemean-vari-

anceefficientfrontierarederivedinclosedform.Basedontheseresults, wegiveanempiricalanalysiswith

datafromChinesesecuritymarkets.Theanalysisshowsthatparameteruncertaintyhasagreateffectontheop-

timalinvestmentstrategyandtheinvestmentperformance.

Keywords:parameteruncertainty;mean-variancemodel;dynamicportfolioselection;Bayesianlearning;

efficientfrontier
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