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需求替代的两产品动态批量最优预测时阈研究
①

慕银平
(电子科技大学经济与管理学院 , 成都 610054)

摘要:研究了存在需求单向替代的两产品动态批量决策的最优预测时阈问题.构建了包含替

代成本 、生产转换成本和库存成本在内的成本最小化模型 ,分析得出在只存在 3类再生点(Ⅰ

类 、Ⅱ类和Ⅲ类)情形下的再生点单调性特征.同时 ,设计出了多项式时间的前向动态规划算

法.运用数值试验分析了最优预测时阈与生产转换成本 、替代成本 、需求特征(需求增长性和

需求波动性等)之间的相互关系 ,并比较分析了存在替代和不存在替代情形下最优预测时阈

的相对大小 ,发现需求替代将显著增加预测时阈的长度.
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0　引　言

为了应对日益加剧的市场竞争 ,满足不断增

长的消费者多样化 、个性化的需求 ,大量的企业对

自己的产品线进行了扩展 ,在基本产品的基础上

衍生出大量存在细微(颜色 、口味 、款式等)差异

的系列产品.运用系列产品来细分市场需求 ,迎合

顾客追求差异 、彰显个性的心理 ,从而达到提高企

业竞争力 、扩大市场份额 、增加利润的目的.高露

洁在 1970年代仅销售两种牙膏 , 今天扩展到了

19种;哈根达斯在 1961年生产 3种口味的冰淇

淋:香草 、咖啡和巧克力 , 2004年增长到了 36种.

研究表明大多数的消费品生产企业所拥有的产品

种类以每年 10%的速度增长
[ 1]
.实际上 ,这种增

长不是仅局限于消费品行业 ,其他行业也具有同

样现象 ,信用卡行业由 20世纪 60年代只有少数

几种卡发展到今天提供数千种品类
[ 2]
.然而 ,多

产品的生产 ,在深受消费者欢迎的同时 ,却给企业

的生产决策带来了巨大的挑战.由于多产品之间

往往存在替代效应 ,且在生产中 ,企业对同一类产

品 ,往往采用混合生产的方式(如 ,采用同一条生

产线交替生产某一类产品).这些特点使得在做

决策时不能简单地将多产品划分为多个独立单产

品的组合 ,必须要考虑产品之间的替代性 、混合生

产等因素对决策的影响 ,从而使企业的生产决策

变得更加复杂和困难.

在企业的实际运作中 ,运营经理在做当前生

产决策时 ,通常需要分析今后一定时期内的订单

(按订单生产 , MTO)或预测数据信息(按库存生

产 , MTS).在获取这些(需求 、成本等)数据信息

的基础上 ,通过优化方法决策出合理的生产批量.

因此 ,运营经理在决策时面临的首要问题是:应该

分析今后多长时间的数据信息 ?这一问题在运营

管理领域被定义为预测时阈 (forecasthorizon)问

题.预测时阈 ,即当前周期的决策需要依托未来一

定时期内的信息数据的最短时间周期.它的确定

对企业至关重要 ,因为其长短与未来(需求 、成本

等)数据信息的收集紧密相关 ,较长的预测时阈

意味着更多的未来信息和数据的加工处理 ,预示

着大量的人力 、物力和时间消耗 ,而较短的预测时

阈又可能会导致未来信息和数据不完整 ,从而影
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响当前决策结果的准确性.因而 ,合理预测时阈直

接决定着企业成本的高低和决策结果的准确性 ,

进一步影响企业的运营效率.所以 ,这一问题已经

成为企业动态批量决策中的关键问题.同时 ,也是

企业应用 ERP等决策支持系统的先决条件.

由于多产品具有替代效应 、混合生产等不同

于单产品的特点 ,使得多产品的预测时阈决策较

单产品更为复杂.在前期调研中发现 ,在无法得到

科学依据的前提下 ,运营经理在确定预测时阈时

通常忽略了多产品的替代效应 、混合生产等因素 ,

将多产品作为单产品来处理.这种决策方式大大

降低了决策准确性 ,从而导致企业中大量存在同

类产品过剩和短缺并存的现象 ,企业一方面挣扎

于某种产品的高昂的库存成本和过期库存处理费

用 ,另一方面却忙于加班加点以应付即将到期的

另一种产品的订单合同.

Wagner和 Whitin
[ 3]
首次提出了预测时阈的

概念.他们采用前向算法(forwardalgorithm)分析

了单一产品生产的预测时阈问题 ,这就是著名的

W-W模型.其后 ,单产品预测时阈问题得到了大

量的研究 ,诸如 ,能力约束问题 、大宗订购问题 、易

逝品库存问题 、离散需求问题等
[ 4-8]

.同时 ,在更

广泛的应用领域得到了进一步的拓展:包括能力

扩张问题
[ 9-10]

,现金管理问题
[ 11-12]

,库存管理问

题
[ 11, 13 -15]

,机器设备更换问题
[ 16-17]

,工厂选址问

题
[ 18-19]

,生产计划问题
[ 20-22]

,以及排序和排程问

题
[ 23-24]

等等.关于单产品预测时阈理论和应用研

究更为详尽的文献综述请参见文献 [ 25] .然而 ,

这些研究是在假设企业只生产 1种产品的前提下

进行分析的 ,结论只适用于产品品种比较单一的

企业 ,或者即使生产多种产品 ,但产品之间相互独

立.这样可将多产品分解为多个单产品 ,并分别针

对每种产品运用单产品预测时阈的研究结论.如

果多产品之间相互关联 ,则单产品预测时阈的研

究结果将不再适用.

多产品预测时阈的研究文献非常少 ,在可检

索的范围内获得惟一一篇文献(文献 [ 24] ),该文

研究了存在生产转换成本(changeovercost)的多

产品动态批量模型问题 ,通过建立前向分支定界

算法分析了最优生产批量和预测时阈问题.但没

有考虑多产品之间的替代性 ,而替代性恰好是本

文考虑的重点所在.另外 ,与本文研究相关的还有

多产品动态批量模型研究 , 如:Leopoulos和

Proth
[ 26]
研究了存在联合生产成本的多产品动态

批量模型 , 并通过设计算法求解最优结果;Xu

等
[ 27]
设计了一套基于动态规划的启发式算法 ,分

析了数量折扣的多产品动态批量模型问题.但这

两篇文献都没有考虑多产品之间的替代性 ,也没

有涉及预测时阈问题.Swaminathan和 Kucukya-

vuz
[ 28]
研究了一家生物技术公司的最优生产批量

问题.该公司生产的 DNA扩增试剂 ,大包装产品

能够被转化为特定小包装产品.然而 ,该试剂由一

种形态转化为另一种形态是复杂且昂贵的过程 ,

因为在转化期间 ,试剂必须进行合成.他们针对该

问题分别建立了 EOQ模型和 DLS模型.在 DLS

模型中 ,假设启动成本 、库存成本和转化成本不随

时间变化 ,并加入了产品生命周期 、最大转化数量

等约束条件 ,采用带约束的最短路径算法进行模

型求解.Hsu等
[ 29]
研究了单向替代的多产品动态

批量模型.他们考虑了两种情形:1)一种产品在

用于满足另一种产品的需求之前 ,需要先通过物

理转化为后者方可替代 ,该情形会产生转化成本

(conversioncost);2)一种产品可以直接用于满足

另一种产品的需求而不需要经过任何转化.他们

证明了两种情形下多产品的 DLS问题都是 NP-

难问题 ,并运用动态规划方法设计有效算法 ,进行

了可行解的计算
[ 29]
.然而 ,他们的研究都是在给

定预测时阈的前提下进行的 ,没有考虑最优的预

测时阈.国内学者在生产批量计划
[ 30]
、动态算法

设计
[ 31-32]

等方面有大量研究 ,但都没有涉及最优

预测时域的分析.因此 ,本文将深入研究解决替代

性多产品最优预测时阈的问题.

1　模型构建

为了简化模型 , 重点研究存在向下替代

(downwardsubstitution)的两产品问题.假定企业

1条生产线交替生产两种产品:产品 1和产品 2,产

品 1在技术或者材料上优于产品 2.每次只能生产

1种产品 ,当产品 2缺货而产品 1有存货时 ,企业

可以选择生产产品 2或用产品 1进行替代以满足

产品 2的需求.生产从一种产品转换到另一种产

品将发生生产转换成本 K(K>0),用高等级产品

替代低等级产品将产生替代成本 w(w>0)(如 ,
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高等级产品多支出的原材料成本 、加工成本 、存储

成本等).产品从一个周期储存到下一周期会发

生库存成本.这种现象在现实中是比较普遍的 ,一

些中小企业通常一条生产线生产两种及两种以上

的系列产品 ,产品生产过程中存在生产转换 ,同时

产品之间存在需求替代.如 ,曾经调研的某中药生

产企业一条生产线生产多种药品 , 当生产从一种

药品转换到另一种药品时 ,需要清洗生产线且晾

干 ,期间需要停产 ,且同一种药品不同剂型之间存

在替代性 ,如口服液可以替代胶囊.本文的研究模

型可以拓展到两种以上产品的情形.

1.1　符号定义

在模型构建中需要定义如下符号.

T:时间周期;

P(t):t-周期问题 , t=1, 2, …, T;

dit:周期 t产品 i的需求 , i=1, 2, t=1, 2, …, T;

hit:周期 t产品 i的单位库存成本 , i=1, 2,

t=1, 2, … , T;

xit:周期 t产品 i的生产数量 , i=1, 2, t=1,

2, …, T;

Iit:周期 t期末产品 i的库存水平 , i=1, 2, t

=1 , 2, … , T;

Yt:周期 t产品 1替代产品 2的数量 , t=1, 2,

… , T;

s1:生产从产品 1转换到产品 2的转换点(转

换周期);

s2:生产从产品 2转换到产品 1的转换点(转

换周期);

S
i
:生产转换点集合 , i=1, 2.

令

δ(xi, t-1 , xjt)=
1,当 xi, t-1 >0且 xjt>0, i≠j,

0,其他

因此 ,当且仅当生产从产品 1转换到产品 2或

从产品 2转换到产品 1, δ(xi, t-1 , xjt)等于 1.企业的

目标是在最优的预测时阈 T的范围内达到生产转

换成本 、库存持有成本和替代成本之和最小.目标

函数表述为

∑
T

t=2
∑
2

i=1
∑
2

j=1
Kδ(xi, t-1 , xjt)+∑

T

t=1
∑
2

i=1
hitIit+ω∑

T

t=1
yt

(1)

约束条件

I1t=I1, t-1 +x1t-yt-d1t, t=1, 2, …, T(1a)

I2t=I2, t-1 +x2t+yt-d2t, t=1, 2, …, T(1b)

Ii0 , IiT =0 , i=1, 2 (1c)

x1t≤ (d2t+∑
T

l=t
d1l)z1t, t=1, 2, …, T(1d)

x2t≤ (∑
T

k=t
d2k)z2t, t=1, 2, …, T (1e)

z1t+z2t=1, t=1, 2, … , T (1f)

Iit≥ 0, i=1, 2, t=1, 2 , …, T (1g)

xit≥ 0 , i=1, 2, t=1, 2, …, T (1h)

yt≥ 0, t=1, 2, … , T (1i)

zit∈ {0 , 1}, i=1, 2, t=1, 2, …, T (1j)

约束条件(1a)和(1b)分别代表产品 1和产

品 2的库存平衡.(1c)表示期初和期末两种产品

的库存均为 0.(1d)—(1f)和(1j)表示每期仅生

产 1种产品 ,产品 1或产品 2,以及每种产品各周

期的最大生产量.其余的约束条件保证了库存水

平 、生产数量以及替代数量的非负性.

1.2　再生点 、转换点及其基本假设

寻找预测时阈的基本思想是:对于周期 t,若

T(>t)之后所有周期的需求 、成本等因素的变化

不会影响周期 t的决策 ,则 T为周期 t的预测时阈.

为了进一步分析该问题 ,需要界定如下定义.

定义 1　给定 T-周期问题的最优解 ,若 Iit=

0, i=1, 2, 1≤ t<T,则定义周期 t为再生点

(regenerationpoint).

定义 2　给定T-周期问题的最优解 ,若 xi, t-1 >

0且 xj, t>0, i≠j, 1≤t<T,则定义周期 t为转换点

(switchingpoint).

直观上讲 ,再生点是动态生产批量的重新启

动点 ,而转换点是生产由一种产品转换到另一种

产品的时间点(周期).根据相邻两个再生点之间

产品转换的次数(转换点的个数),可以将再生点

分为不同的类型.

1)Ⅰ 类再生点 考虑再生点 j,假设周期 j+1

生产产品 1仅满足两种产品在该周期的需求.因

而周期 j+1结束时两种产品的库存均为 0,故周

期 j+1也是再生点(见图 1),定义这样的再生点 j

为 Ⅰ 类再生点.

2)Ⅱ类再生点 考虑再生点 j,假设周期 j+1

生产产品 1以满足 l(≥2)周期产品 1的需求和一

周期产品 2的需求.周期 j+2生产从产品 1转换到

产品 2,直到周期 j+l,每期仅生产产品 2以满足
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产品 2当期的需求(见图 1).因而 , j+2是生产转

换点 , j+l是再生点.定义这样的再生点 j为 Ⅱ类

再生点.

3)Ⅲ类再生点 考虑再生点 j,假设周期 j+1

生产产品 1以满足 l(≥2)周期产品 1的需求和一

周期产品 2的需求(见图 1).周期 j+2生产从产

品 1转换到产品 2,直到 j+l-1,每期仅生产产品

2以满足产品 2当期的需求.周期 j+l生产产品 2

以满足 k(≥ 2)周期产品 2的需求.周期 j+l+1

生产从产品 2转换到了产品 1,直到 j+l+k-1,

每期生产产品 1仅满足产品 1当期的需求.因此 ,

j+2, j+l+1是生产转换点 , j+l+k-1是再生

点.定义这样的再生点 j为 Ⅲ类再生点.

图 1　3类基本的再生点示意图

Fig.1Thethreetypesofregenerationpoints

综上 ,考虑两个连续的再生点 j和 k, 1)如果 j

和 k之间没有发生生产转换 ,则 j是 Ⅰ 类再生点;

2)如果 j和 k之间只发生 1次生产转换 ,则 j是 Ⅱ

类再生点;3)如果 j和 k之间有两次生产转换 ,则

j是 Ⅲ类再生点.

以此类推 ,如果 j和 k之间存在 n-1(n≥ 1)

次生产转换 ,则 j将是 n类再生点.图 2显示了 Ⅵ

类再生点的结构.因此 , T-周期问题的预测时阈

求解将显得异常复杂.相关的研究文献给出了同

样的结论.Mukhopadhyay
[ 33]
研究的多产品共用

仓库容量问题 , Sulem
[ 34]
研究的多产品联合启动

成本问题 ,都无法得出最优策略的结构.

图 2　Ⅵ 类再生点示意图

Fig.2TheregenerationpointoftypeⅥ

现实中 , 再生点代表了新的生产计划的开

始
[ 35-36]

,因此在存在转换成本的条件下 ,企业通

常不会频繁转换生产品类.因而 ,本文将集中研究

两个相邻再生点之间存在不超过两次生产转换的

问题.这一假设将再生点的类型限制在只有 3类 ,

即 Ⅰ 类 、Ⅱ类和 Ⅲ类.该假设一方面使得预测时

阈问题在求解上变得可行.因为从理论上来讲 ,要

获得最优预测时阈 ,必须保证各再生点的单调性 ,

而如果考虑 n种类型的再生点 ,则再生点的单调

性将无法获得 ,从而将难以求得最优预测时阈.另

一方面 ,只有 3类再生点的问题 ,其解是原问题很

好的近似解 ,比较数值仿真的 8910个问题发现 ,

只有 3类再生点的问题的计算结果与最优解的平

均偏差为 8.40%.最大偏差出现在两种极端的情

况下:1)转换成本非常低的(占 22.9%);2)替代

成本非常高的(占 13.4%).在这种极端情况下 ,

可能会没有替代发生 ,因为转换成本小于替代成

本(现实中这种情况几乎不可能发生).当去掉这

些极端情况后 , 近似解和最优解之间仅相差

1.96%.因而 ,这样的假设是非常合理 ,也是非常

可行的.

从而 ,得到如下定理.

定理 1　设 s
1
i, s

2
i是任意连续的生产转换点 ,

且{s
1
i, s

2
i}∈ S

i
(i=1 , 2),则 s

1
i, s

2
i之间至少存在 1

个再生点.

定理 2　设 s
1

i, s
2

i是任意连续的生产转换点 ,

且{s
1
i, s

2
i}∈ S

i
(i=1, 2),若 s

1
i, s

2
i之间存在正的

需求替代 ,则 P(T)的所有再生点一定属于 Ⅰ类 、

Ⅱ类或 Ⅲ类.

定理 1可以通过定理 2直接获得 ,因此 ,下面

重点证明定理 2.

证明 　基于生产转换的次数 ,分别从 3方面

证明该定理.

1)考虑生产转换集合 S
1
(生产从产品 1转换

到产品 2)中 3个相邻的转换点 s
1
1 , s

2
1和 s

3
1(s

1
1 <
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s
2
1 <s

3
1),必然有 1个转换点 s

1
2 ∈ S

2
(或 s

2
2 ∈ S

2
)存

在于 s
1
1和 s

2
1(或 s

2
1和 s

3
1)之间(如图 3所示).因此 ,

替代一定会发生在周期 s
1
2 , s

1
2 +1, … ,或 s

2
1 -1(或

s
2
2 , s

2
2 +1, … ,或 s

3
1 -1),并直到 s

2
1 -1(或 s

3
1 -1)

结束.如果替代开始于周期 s
1
2 ,则周期 s

1
2 -1直到

s
2
1 -3都是 Ⅰ类再生点.如果替代开始于周期 s

1
2 +

1,则周期 s
1
2直到 s

2
1 -3都是 Ⅰ 类再生点.周期

s
2
1 -2在任何情况下都是再生点 ,它的类型取决于

周期 s
2
2和 s

3
1 -1之间发生替代的情况.如果替代开

始于周期 s
2
2 ,则周期 s

2
1 -2是 Ⅱ类再生点;否则 ,

是 Ⅲ类再生点.

2)假设计算结果中 ,生产转换集合 S
1
中只有

两个转换点 s
1
1和 s

2
1 ,那么其间必然存在 1个转换

点 s
1
2 ∈ S

2
.如果 s

2
1和 T之间存在另一个转换点

s
2
2 ∈ S

2
,则讨论过程和 1)类似.否则 ,不难看出 ①

存在于 s
1
1和 s

2
1之间的再生点属于 Ⅰ类或 Ⅱ类;②

周期 s
1
1之前的再生点属于 Ⅰ 类 、Ⅱ 类或 Ⅲ类的

任何一类.

图 3　定理 2证明的再生点和生产转换点示意图

Fig.3TheswitchingpointandregenerationpointofTheorem 2

3)假设计算结果只有一个转换点 s1 ∈ S
1
,则

再生点的类型取决于是否存在转换点 s2 ∈ S
2
.如

果存在 s2 ,则 s1和 T之间有替代发生 ,因此 s1和 T

之间所有的再生点都是 Ⅰ 类再生点.否则 ,如果

s1和 T之间没有任何生产转换 ,则 s1和 T之间不存

在再生点 ,而周期 S1之前的再生点属于 Ⅰ 类或

Ⅱ类. 证毕.

上述定理表明在企业的生产计划中 ,如果任

意相邻两次生产转换(一次从高(低)质量产品转

换到低(高)质量产品 , 一次从低(高)质量产品

转换到高(低)质量产品)之间 ,企业采用高质量

产品替代了低质量产品的部分需求 ,则该生产计

划的生产转换次数一定不会超过两次.该定理为

企业判定生产计划的合理性提供了简便易用的经

验法则.

2　最优预测时阈

对于多周期的动态批量决策问题 ,决策时阈

(decisionhorizon)是指当前必须做出的今后一

定时期 τ的决策.而预测时阈 T指周期 N≥T+1

的(需求 、成本等)因素不影响决策时阈 τ的决策

结果.因此 ,如果 T是预测时阈 ,则 τ的最优决策

在T-周期问题和 N-周期问题下是相同的.从

而 ,便没有必要预测 T周期以后的数据信息.为了

验证 T是 否 为 预 测 时 阈 , 引 入 再 生 集

(regenerationset)的概念.该概念由 Lundin和

Morton
[ 37]
提出 ,令 j

＊
(T)>0表示 P(T)最优解

的最后一个再生点 , 〈j
＊
(T), T-1〉 ={j

＊
(T),

j
＊
(T)+1, … , T-1},在 j

＊
(T)单调的情况下 ,任

意更长周期的问题 P(N), N≥T+1,至少有 1个

最优解的再生点属于集合 〈j
＊
(T), T-1〉.因此 ,

如果所有的问题P(r), r∈ 〈j
＊
(T), T-1〉存在共

同的 τ周期决策 , 则 T为预测时阈.其中 , 集合

〈j
＊
(T), T-1〉定义为再生集.因此 ,要判断 T是

否为预测时阈 ,首先必须验证 j
＊
(T)的单调性 ,并

在此基础上建立再生集.

2.1　再生点单调性分析

对于问题 P(T)的最优解 ,假设 j
＊
i(T)是最

后 1个 i(i=1 , 2, 3)类再生点(如果存在的话),

否则 , j
＊
i(T)=0.

引理 1　最优生产转换点 s
＊
2 (生产从产品 2

转换到产品 1)在 T周期内是单调的.即 , s
＊
2 (T+

1)≥s
＊
2 (T).

证明 　令 Cj＊
3
(T)(T)表示最后 1个再生点是

j
＊
3 (T)时 P3(T)的最优成本 ,其中 , P3(T)表示仅

存在 Ⅲ类再生点的 T-周期问题.C(j
＊
3 (T))表

示问题 P3前 j3期的最优成本;C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T),

s
＊
2 (T), T)表示问题 P3从 j3 +1期到 T期的最优

成本 ,其中 ,生产在 s1从产品 1转换到产品 2,在 s2

从产品 2转换到产品 1.假设 s
＊
2 (T)是 P3(T)最优

解的最后 1个生产从产品 2转换到产品 1的转换点 ,

s
＊
2 (T+1)是 P3(T+1)最优解的最后 1个产品 2转

换到产品 1的生产转换点.则

Cj＊
3
(T)(T)=C(j

＊
3 (T))+C(j

＊
3 (T),

　　　　　s
＊
1 (T), s

＊
2 (T), T)
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对于 k∈ {0, 1, … , s
＊
2 (T)-s

＊
1 (T)-1},有

C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T), T)≤C(j

＊
3 (T),

　　　　s
＊
1 (T), s

＊
2 (T)-k, T)

对于问题 P3(T+1),有

C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T), T)+∑

T+1

t=s＊
2
(T)

h2td2, T+1 ≤

　C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T)-k, T)+

　 ∑
T+1

t=s＊
2
(T)-k

h2td2, T+1

因为

C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T), T+1)=

　　C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T), T)+

　　 ∑
T+1

t=s＊
2
(T)
h2td2, T+1

且

C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T)-k, T+1)=

　　C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T)-k, T)+

　　 ∑
T+1

t=s＊
2
(T)-k
h2td2, T+1

因此 ,

C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T), T+1)≤

　　C(j
＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T)-k, T+1)

从而 ,可得 s
＊
2 (T+1)≥s

＊
2 (T). 证毕.

下面分析各类再生点的单调性.

定理 3　对于每一类再生点(Ⅰ 类 、Ⅱ 类或

Ⅲ类),最后 1个最优的再生点在周期 T内是单调

的.即 , j
＊
i(T+1)≥j

＊
i(T), i=1, 2, 3.

证明 　分别针对每一类再生点进行分析.

1)Ⅰ 类再生点 　假设 j
＊
1 (T)是 P(T)最优

解的最后 1个 Ⅰ类再生点 , j
＊
1 (T+1)是 P(T+1)

最优解的最后 1个 Ⅰ 类再生点.如果 j
＊
1 (T)=t,

(0≤t<T),则当 P(T+1)最优解的最后 1个再

生点是 Ⅰ类再生点 , j
＊
1 (T+1)=T;当 P(T+1)

最优解的最后 1个再生点是 Ⅱ类或 Ⅲ类再生点 ,

j
＊
1 (T+1)=t.因此 , j

＊
1 (T)≤j

＊
1 (T+1).

2)Ⅱ类再生点 　假设 j
＊
2 (T)是 P(T)最优

解的最后 1个 Ⅱ类再生点 , j
＊
2 (T+1)是 P(T+

1)最优解的最后 1个 Ⅱ类再生点.由于

Cj＊
2
(T)(T)=C(j

＊
2 (T))+C(j

＊
2 (T), s

＊
1 (T), T)

且

Cj＊2 (T)(T+1) =C(j
＊
2 (T))+C(j

＊
2 (T),

s
＊
1 (T), T+1)

对于 k∈ {0, 1, …, j
＊
2 (T)}, 有 Cj＊

2
(T)(T)≤

Cj＊
2
(T)-k(T).因此 ,对于 P(T+1)问题 ,有

Cj＊
2
(T)(T)+∑

T+1

t=s1

h1td1, T+1≤Cj＊
2
(T)-k(T)+∑

T+1

t=s1-k
h1td1, T+1

因为

Cj＊
2
(T)(T+1)=Cj＊

2
(T)(T)+∑

T+1

t=s1

h1td1, T+1

且

Cj＊
2
(T)-k(T+1)=Cj＊

2
(T)-k(T)+∑

T+1

t=s1-k
h1td1, T+1

所以

Cj＊
2
(T)(T+1)≤ Cj＊

2
(T)-k(T+1)

从而 ,可得 j
＊
2 (T)≤j

＊
2 (T+1).

3)Ⅲ类再生点 假设 j
＊
3 (T)是 P(T)最优解

的最后 1个 Ⅲ类再生点 , j
＊
3 (T+1)是 P(T+1)最

优解的最后 1个 Ⅲ类再生点.由于

Cj＊
3
(T)(T)=C(j

＊
3 (T))+C(j

＊
3 (T), s

＊
1 (T), s

＊
2 (T), T)

且

Cj＊
3
(T)(T+1)=C(j

＊
3 (T))+C(j

＊
3 (T),

　　　　s
＊
1 (T), s

＊
2 (T+1), T+1)

由引理 1知道 , s
＊
2 (T)≤ s

＊
2 (T+1).为了简

化方程式 ,令 s
＊
2 表示 s

＊
2 (T), s

＊＊
2 表示 s

＊
2 (T+1).

对于 k∈ {0, 1, …, j
＊
3 (T)}, 有 Cj＊

3
(T)(T)≤

Cj＊
3
(T)-k(T).考虑问题 P(T+1),有

Cj＊
3
(T)(T)+∑

s＊＊
2
-1

t=s＊
2

∑
s＊＊
2
-1

p=t
h1td1p-∑

s＊＊
2
-1

t=s＊
2

∑
s＊＊
2
-1

p=t
h2td2p+

　　　　∑
T+1

t=s＊＊2

h2td2, T+1 ≤

Cj＊
3
(T)-k(T)+∑

s＊＊2 -1

t=s＊2
∑
s＊＊2 -1

p=t
h1td1p-∑

s＊＊2 -1

t=s＊2
∑
s＊＊2 -1

p=t
h2td2p+

　　　　∑
T+1

t=s＊＊2

h2td2, T+1

因此 , Cj＊
3
(T)(T+1)≤Cj＊

3
(T)-k(T+1),从而

可得 , j
＊
3 (T)≤j

＊
3 (T+1). 证毕.

定理 3表明对每一类再生点来说 ,最后 1个最

优再生点在周期 T内是单调的.然而 ,对 T-周期

问题 ,最优解是 3类再生点任意可能的组合 ,因此

最后 1个再生点并非一定是单调的.该定理告诉

企业制定可替代多产品的生产计划较单一产品需
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要考虑今后更长期的需求及成本信息.令 ti∈

{1, 2, … , T}(i=1, 2, 3)代表问题 P(ti)的最优

解含有 i类再生点的最大周期 ,则由定理 3立即可

得如下推论.

推论 1　j
 ＊
=min{j

＊
1 (t1), j

＊
2 (t2), j

＊
3 (t3)},则

j
 ＊
在周期 T内是单调的.即 j

 ＊
(T+1)≥j

 
＊
(T).

2.2　再生集构造

根据推论 1的结论 ,如果 j
 ＊
>0,则构造集合

GT(T)={j
 ＊
, j
 ＊
+1, … , T-1}.对于 r∈ GT(T),

令 F
r
(T)表示 r作为最后再生点的 T-周期问题.

在 F
r
(T)的最优结果中 ,令 x

＊
11(r)表示周期 1的

最优(产品 1)生产数量 , f
＊
1 (r)表示 x

＊
11(r)覆盖

的需求周期数.根据 Lundin和 Morton
[ 37]
, Sethi和

Chand
[ 38]
可得如下特性:

如果对于任意 r∈ GT(T), x
＊
11(r)保持不变 ,

则 T是预测时阈 , f
＊
1 (r)是相应的决策时阈.

下面需要设计算法求解 F
r
(T),其中 r表示

T-周期问题最后的再生点 , 并比较再生集合中

所有元素作为最后再生点的 T-周期问题的最优

结果是否具有相同的 x
＊
11(r).因此 ,对于每一个 r

需要计算 P(r), r<T.从而只要能够设计出一款

算法计算 P(T),则该算法同样可以很容易的计

算出 P(r).

对于 P(T), 由前面的符号定义可知 , C(T)

表示最优成本 , C(T) = min
0≤j≤T
{Cj(T)}, 其中 ,

Cj(T)表示当 j作为最后 1个再生点时 P(T)的最

优成本.因为 j是最后 1个再生点 ,因此 , j和 T之间

存在 3种可能性(由定理 2知):1)没有生产转换 ,

即 j=T-1;2)只有 1次生产转换 ,即 0≤j≤T

-2;3)有两次生产转换 ,即 0≤j≤T-3.因此 ,

Cj(T)=C(j)+

　

C(j, T), 　　　　如果 j=T-1

C(j, s1, T), 　　　如果 j=T-2

min
j+3≤s2≤T

{C(j, s1, T), C(j, s1 , s2 , T)},

　　　如果 0≤j≤T-3

(2)

其中

a)C(j)是问题 P期初 j周期的最优成本;

b)C(j, T)是问题 P从周期 j+1到 T的最优

成本 , 且 j和 T之 间 没 有 生 产 转 换.因

此 , C(j, T)=ωd2T.

c)C(j, s1 , T)是问题P从周期 j+1到 T的最优

成本 ,且在周期 s1生产从产品 1转换到产品 2.因此

C(j, s1 , T)=ωd2, j+1 +K+∑
T

l=j+2
∑
T

k=l
h1ld1k

d)C(j, s1 , s2 , T)是问题 P从周期 j+1到 T的

最优成本 ,且在周期 s1生产从产品 1转换到产品

2,周期 s2生产从产品 2转换到产品 1.因此 ,

C(j, s1 , s2 , T)= min
j+3≤s2≤T

　
{
ωd2, j+1 +2K+∑

s2-1

l=j+2
∑
s2-1

k=l
h1ld1k+∑

T

q=s2
∑
T

p=q
h2qd2p}

直观来讲 ,如果最后 1个再生点是 j=T-1,

则 j和 T之间没有生产转换点.因此 ,该再生点为

Ⅰ 类再生点 , Cj(T)=C(j)+C(j, T).如果最后 1

个再生点是 j=T-2,则 j和 T之间一定存在 1个

生产转换点.因此 , 该再生点为 Ⅱ 类再生点 ,

Cj(T)=C(j)+C(j, s1 , T).如果最后 1个再生点

j≤ T-3,则有两种可能:

① j和 T之间仅有 1个生产转换点 ,则

Cj(T)=C(j)+C(j, s1 , T)

② j和 T之间有两个生产转换点 ,则

Cj(T)=C(j)+C(j, s1 , s2 , T)

由于两种可能都必须考虑 , 因此 Cj(T)=C(j)+

min
j+3≤s2≤T

{C(j, s1 , T), C(j, s1 , s2 , T)}

运用 Wagner和 Whitin
[ 3]
采用的前向算法通

过递归方程(2)来计算 P(T)的最优结果.算法的

复杂度为:首先 ,需要计算 Cj(t)(j=0, 1, …, t-

1, t=1, 2, …, T)的值 O(T
2
)次.对于固定的 j和

t,在方程(2)中需要考虑 3种可能性 ,总共需要考

虑 O(t-j-2)次 s2(j+3≤s2 ≤t)的值.因此 ,

计算 P(T)最优值的时间复杂度为 O(T
3
).

下面举例分析最优预测时阈的求解过程.

例 1　假设产品 1和产品 2前 10周期的需求

分别为 (3, 4, 6, 4, 2, 3, 7, 4, 2 , 4)和 (2 , 3, 5, 3, 1,

2, 6, 3, 1 , 3).生产转换成本 K=7,替代成本 w=

4,库存持有成本 hit =1(i=1, 2;t=1, 2, …,

10).令 x
＊
2t表示产品 2在周期 t=s

1
2 -1的最优产

量 ,其中s
1
2表示生产从产品 2转换到产品 1的第一

个转换点.令 f
＊
2 表示 x

＊
2t所覆盖的需求周期数.设

C(0)=0, C0(0)=0.通过前向算法的计算 ,结果

如表 1所示.
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表 1　例 1最小预测时阈计算结果

Table1Theminimalforecasthorizonofexample1

T j＊1 (T) j＊2 (T) j＊3 (T) j ＊(T) x＊11(T) x＊2t(T) f＊1 (T) f＊2 (T) C(T)

1 0 0 0 0 5 0 1 0 8

2 0 0 0 0 9 3 2 1 19

3 0 0 0 0 9 8 2 2 31

4 0 0 0 0 9 11 2 3 37

5 0 0 0 0 9 12 2 4 40

6 5 0 0 0 9 12 2 4 48

7 5(T= 6) 5 0 0 9 12 2 4 62

8 5(T= 6) 5(T= 7) 4 4 9 12 2 4 70

9 5(T= 6) 5(T= 7) 4 4 9 12 2 4 73

10 5(T= 6) 5(T= 7) 5 5 9 12 2 4 83

　　因为 , j
 ＊
(8)=4 >0,因此G8(8)={4, 5, 6,

7}.从表 1可以看出 , x
＊
11(4)=x

＊
11(5)=x

＊
11(6)=

x
＊
11(7)=9.因此 ,周期 T=8是周期 1决策的最小

预测时阈.相应的决策时阈是 f
＊
1 =2.

值得一提的是 ,本文研究的问题与单产品的

DLS问题存在一个重要的差异.对于单产品问题 ,

周期 1的决策通常覆盖了第一个再生点之前所有

周期的需求.然而 ,这种结论在本文研究的两产品

问题中不一定成立.由例 1可以看出 , x
＊
22(4)≠

x
＊
22(5),因此可知 , T=8并不是第 1个再生点(周

期 4)的预测时阈.由于 j
 
＊
(10)=5, x

＊
11(5)=

x
＊
11(6)=… =x

＊
11(9)=9,且 x

＊
22(5)=x

＊
22(6)=

… =x
＊
22(9)=12 ,因此 T=10是决策覆盖第 1个

再生点的最小预测时阈.

接下来 ,比较存在替代和不存在替代的两产

品最优预测时阈.用前向算法分别独立计算产品

1和产品 2的最优预测时阈 , 计算结果如表 2

所示.
表 2　两产品独立时的最小预测时阈

Table2Theminimalforecasthorizonforwithoutsubstitutionbetweentwoproducts

产品 1 产品 2

T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d1t 2 3 5 3 1 2 6 3 1 3 d2t 3 4 6 4 2 3 7 4 2 4

f＊1 (T) 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 f＊2 (T) 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

j＊(T) 0 0 2 2 2 2 6 6 6 9 j＊(T) 0 0 2 2 2 5 6 6 6 9

1 ⑦ ⑩ 20 29 33 43 79 100 108 135 1 ⑦  11 23 35 43 58 100 128 144 180

2 14 19 25 28 36 66 84 91 115 2 14 20 28 34 46 81 105 119 151

3  17  20  22  28 52 67 73 94 3  18  22  26 35 63 83 95 123

4 24 25 29 47 59 64 82 4 25 27 33 54 70 80 104

5 27 29 41 50 54 69 5 29  32 46 58 66 86

6 29 35 39 42 48 6 33 40 45 49 56

7  35  38  40 49 7  39  43  47 59

8 42 43 49 8 46 48 56

9 45 48 9 50 54

10  47 10  54
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　　由表 2可知 j
＊
(3)=2 >0, G3(3)={2}.因

此 ,周期 T=3分别是产品 1和产品 2的最小预测

时阈 ,与存在替代的最小预测时阈 T=8相比 ,替

代导致预测时阈增加 167%((8 -3)/3 =

167%).然而 , 替代的灵活性使总成本减少

18%((47 +54 -83)/101 =18%).

上述计算结果表明 , 产品替代和混合生产

可以降低企业成本和提高企业效益 , 但与此同

时却增加了企业生产决策的复杂性 , 即预测时

阈长度增加.因此 , 企业在实际生产运营决策

中 ,要利用产品替代和混合生产等方式提高经

营效率 ,必须同时提高获取和处理未来数据信

息的能力.

3　数值实验及管理启示

通过构造数值试验来进一步理解存在替代的

两产品预测时阈的特征.根据 Chand和 Morton
[ 11]

和 Dawande等
[ 8]
的研究 , 设计了本文的实验环

境.通过函数 Di, t+1 =Di0(G)
t
(i=1 , 2),来产生

各周期的需求均值 ,其中 G反应了市场需求递增 、

递减和不变的特征 ,分别取值 1.000(需求不变),

1.005(需求递增),和 0.995(需求递减).当需求

均值确定之后 , 各个周期的实际需求通过函数

Di, t+1 =Di0(G)′+SDi0ξ(i=1 , 2)产生.其中 ξ为

标准正态变量 , S表示需求波动的程度 ,分别取值

0.15, 0.50和 1.15.产品 1的基准需求 D10设为

20 ,产品 2的基准需求 D20分别取值 15、20和 25.

任何情况下 ,如果产品需求小于 1则设定为 1.设

库存成本 hi(i=1, 2)为 1,取替代成本 w为 2, 4,

6.生产转换成本 K取 10个值:10, 15 , 20, 30 , 50,

75 , 100, 150, 200和 300.对每一组参数组合 ,运行

11次(为了方便找到中值).因此 , 本实验运行的

总次数为 3 ×3 ×3 ×3 ×10 ×11 =8 910.

图 4描述了预测时阈作为生产转换成本和产

品 2基准需求函数的变化趋势.其中产品 2的基准

需求 D20取 15, 20, 25, S为 0.50, G等于 1.000, w

设为 4.对于 D20的每一个值 ,预测时阈中值随着

生产转换成本的增加而显著递增.在给定生产转

换成本不变的前提下 ,预测时阈中值随着产品 2

基准需求 D20的增大而减小.主要原因是当 D20增

加时 ,产品 2的需求将增大 ,因而生产从产品 1转

换到产品 2的周期将缩短 ,即生产转换点减少 ,从

而最优预测时阈将减小.

从而告诉企业 , 如果企业生产的低等级产

品的市场需求较高 , 则在做生产决策时只需要

考虑未来较短时期的数据信息 ,反之 ,则需要处

理较长周期的数据信息 , 以确定更为准确的生

产批量.同时 ,如果生产转换成本较低 , 则考虑

未来信息的周期较短 ,否则 ,需要分析更长周期

的数据信息.

图 5描述了预测时阈作为生产转换成本和替

代成本函数的变化趋势.替代成本 w取 2, 4, 6,

S为 0.50, G等于 1.000, D20设为 20.对于 w的每
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一个值 ,预测时阈中值随着生产转换成本的增加

而显著递增.在生产转换成本不变的前提下 ,当生

产转换成本很小时 ,预测时阈中值随着 w的增加

而递增 ,当生产转换成本较大时 ,预测时阈中值随

着 w的增加而递减.主要原因是一方面 ,随着 w的

增加 ,生产从产品 1转换到产品 2的周期将会缩

短 ,另一方面 , w的增加会延长生产从产品 2转换

到产品 1的周期.因此 ,存在一个权衡 ,当生产转

换成本很低时 , w增加导致生产从产品 2转换到

产品 1的周期延长 ,超过了生产从产品 1转换到产

品 2的周期缩短 ,因而表现出最优预测时阈随着

w增加而递增.当生产转换成本较大时 , w增加导

致生产从产品 2转换到产品 1的周期延长小于生

产从产品 1转换到产品 2的周期缩短 ,因而表现出

最优预测时阈随着 w增加而递减.

因而 ,企业在实际生产决策过程中 ,还需要根

据替代成本与生产转换成本的相对大小来确定采

集未来需求 、成本信息的周期.如果替代成本相对

生产转换成本较大 ,则随着替代成本的增加 ,对未

来信息的需求周期将会加长;如果替代成本相对

生产转换成本较小 ,则随着替代成本的增加 ,对未

来信息的需求周期将会缩短.

同样发现 ,预测时阈中值随着生产转换成本

的增加而递增 ,随着需求增长参数 G和需求波动

参数 S的增加而递减(图 6(a),图 7(a)).直观的

解释是随着需求增长参数 G的增加 ,下一周期的

需求将会增大 ,从而增加了生产转换的频率 , 因

此最优预测时阈将减小.对于需求波动参数来

说 ,越大的 S预示着需求的波动更大 ,从而遇到

较大需求的概率将提高.因此 , 最优预测时阈将

缩短.

从而 ,对企业来说 ,如果今后需求的总体趋势

是逐渐增长的 ,且需求波动很大 ,则在做当前的生

产计划时 ,只需要分析相对较短时期的未来数据

信息;反之 ,如果需求的总体趋势是递减的 ,且需

求比较平稳 ,则反而需要考虑今后更长一段时期

的需求 、成本信息.

接下来分析两种产品之间存在替代和不存在

替代对最优预测时阈的影响.通过比较发现 ,当产

品之间存在替代时 ,将会显著增加预测时阈的长

度(如图 6, 7, 8所示).主要原因是:替代带来了额

外的决策柔性从而扩展了可行决策的集合.直观

上讲 ,相对于没有替代而言 ,替代增加了每个周期

决策的 “复杂性” ,因此 ,当期的决策要求在更大

的可行解集合中进行选择 ,而该可行解集合只

有通过优化具有更长决策期限的问题才可以

得到.

实际中 ,如果企业想利用需求替代性来增加

企业的效益 , 则必须具有处理复杂决策的能力.

即 ,较不考虑需求替代的单一产品而言 , 需要收

集 、处理更长周期的未来信息 ,以做出更加准确的

当前生产决策.

—19—第 3期 慕银平等:需求替代的两产品动态批量最优预测时阈研究



　　综上 ,企业当前的生产决策受到今后需求 、

成本等信息的影响 ,而收集 、分析未来数据信息

的合理周期受产品替代性 、生产转换成本 、低等

级产品的需求大小 、需求的发展趋势以及需求

波动性等多种因素的影响.因此 ,企业在生产决

策时 ,必须综合考虑各种因素 , 以期取得合理的

决策结果.

4　结束语

需求替代对运营决策的影响在运营管理理论

和实践中都是非常重要的研究课题.而目前大多

数的研究文献集中在分析替代如何影响安全库

存 ,而本文主要研究了替代对周期性库存的影

响.利用再生点单调性思想设计算法 ,计算最优

预测时阈 ,并通过数值试验分析得出预测时阈

中值随着生产转换成本的增加而递增 , 随着产

品基准需求 、需求增长参数及需求波动参数的

增加而递减 , 随着替代成本的增加先递增后递

减.通过与不存在替代的两产品最优决策比较

得出 ,当产品之间存在替代时 ,预测时阈的长度

将会显著增加.
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本文可以从几个方面进行拓展:一方面 ,本文

局限于 3种类型(Ⅰ 类 、Ⅱ类和 Ⅲ类)再生点的

条件下研究最优预测时阈 ,因此 ,一个有意义的拓

展将是分析 n, n≥ 4种类型再生点的最优预测时

阈问题.另一个是将本文的两种产品的情形扩展

到多种产品.另外 ,本文是在确定性需求的环境

下进行分析问题的 , 因此考虑随机需求是一个

非常值得拓展的方向.随机需求模型可以用来

同时分析需求替代对安全库存和周期性库存的

影响 ,因而可以将现有的两个相互独立的研究

领域合二为一 ,得出更加实用和有意义的研究

结果.
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Forecasthorizonofdynamiclot-sizefortwoproductsunderdemandsubstitu-

tion

MUYin-ping
SchoolofManagementandEconomics, UniversityofElectronicScienceandTechnologyofChina, Chengdu

610054, China

Abstract:Thispaperanalyzesthedynamiclot-sizeproblemandforecasthorizonforthetwodownwardsubsti-

tutionproducts.Bydevelopingapolynomial-timeforwarddynamicprogrammingalgorithm, wecomputethe

optimaldecisionofproductionandsubstitutionquantitiesforaT-periodproblemtominimizethechangeover

cost, holdingcostandsubstitutioncost.Weobtaintheminimallastregenerationpointsmonotonicityproperties

foranoptimalsolution, thisenablesustoestablishahighlyefficientforwardalgorithmtoevaluatetheminimal

forecasthorizonandthecorrespondingdecisionhorizon.Finally, weuseacomputationalexperimenttocom-

paretheminimalforecasthorizonsbetweenwithandwithoutsubstitutionoftwoproductsandconcludethatthe

substitutionincreasestheminimalforecasthorizon.

Keywords:forecasthorizon;demandsubstitution;dynamiclot-size;forwardalgorithm
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