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摘要: 针对一个面向两个需求类的生产企业，根据客户每次订货是否可分批交货，提出了当客
户订货可分割和不可分割时供应商的最优生产和库存配给策略． 分析表明，供应商的最优生
产控制策略可用一个取决于系统状态的基准库存水平表示，最优的库存配给策略则用一个多
层的取决于状态的配给水平向量表示． 随后，该结论被推广至包含任意多个需求类的生产系
统． 数值分析验证了文中最优策略的有效性．
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0 引 言

库存配给( inventory rationing) 策略是指当某
个库存量或产能受限的企业服务于多个客户时，
每个客户的订货会使企业发生不同的成本或是对
于企业而言具有不同价值，企业如何在这些客户
之间分配有限的库存． 当客户的订货不能立刻得
到满足时，企业会发生相应的积欠订货( back-
order) 成本和( 或) 销售损失 ( lost sales) 成本． 在
应用库存配给策略的过程中，企业需要根据每个
客户的积欠订货成本和销售损失成本将其划分成
若干个需求类，处于同一需求类的所有客户有相
同或相近的积欠订货成本和销售损失成本．此外，
部分学者［1 － 3］在研究企业库存配给策略时，是按
照顾客愿意支付的价格对其进行分类． 本文中考
虑的是前一种情形．

库存配给在企业的实践中是一个常见的问
题，具体的事例可参见文献［4］． 文献［5］于 1965
年首次提出并研究这一问题． 文献［4，6］对相关
的研究成果进行了综述． 文献中一部分［5 － 8］研究
纯粹的库存配给问题，假设企业的补货时间忽略

不计，且补货量不受限制．显然，这些假设并不适
用于很多制造型企业． 文献［9］首次将生产控制
和库存配给问题联系起来加以考虑．文献［10］研
究了一个面向两个需求类的系统中，所有不能立
刻得到满足的需求均视为积欠订货时，企业最优
的生产与库存配给策略．文献［11］在文献［10］的
基础上，将研究延伸至多需求类系统． 文献［12］
分析了有效的生产控制和库存配给策略对企业利
润的影响和作用． 文献［13］研究了由两种组件、
三类顾客需求组成的按单装配系统的组件生产控
制与库存分配问题，分析了生产与库存联合最优
控制策略的结构性质． 文献［9 － 13］均假设每个
客户单件订货． 对于批量订货的情形，文献［14］
研究了两种类型的系统: 一个是面向多需求类的
考虑销售损失的制造系统，另一个是面向两个需
求类的考虑积欠订货的制造系统． 由于当未满足
的需求被作为积欠订货处理时，企业的可用库存
和积欠订货会出现同时为正的情况，在建模和分
析过程中需要考虑更多的状态．因此，上述关于积
欠订货模型的研究主要考虑两个需求类的情况．
文献［15］在文献［14］的基础上，研究了当多类顾
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客以批量形式订货，且未能得到立刻满足的顾客
需求全部被企业当作积欠订货处理时，企业最优
的生产与库存配给策略． 以上文献中建模的一个
前提是当企业的库存不足时，到达的订货作为积
欠订货或是拒绝掉而成为销售损失． 这个前提条
件在大部分情形下和实际不相符合，因为前者意
味着客户有无限的耐心进行等待，而后者则意味
着客户毫无耐心． 为真实反映这一问题，文献
［16］首次同时考虑积欠订货和销售损失，研究了
将所有以单件订货的客户分为两个需求类时企业
的最优生产和库存配给策略． 此外，文献［17］研
究了包含多台串行服务器的生产系统中生产与库
存配给策略．

本文在文献［16］的基础上，研究企业面向多
个需求类时的生产控制和库存配给策略，处于不
同需求类的企业均以批量形式订货． 企业以面向
库存的方式组织生产，对于所有未能立刻得到满
足的订货，一部分作为积欠订货，剩余部分则作为
销售损失．另外，当客户以批量形式订货时，客户
可能会接受供应商分批进行交货，即对于供应商
来讲，客户的订货是可分割的( order split) ．但是，
当这种分批交货使得客户产生额外的成本时，客
户可能不会接受分批交货，即订货不可分割．本文
针对这两种情形，分别研究供应商的最优生产控
制与库存配给策略． 数值分析的结果验证了文中
最优策略的有效性，同时说明了客户订货批量的
大小对供应商最优成本的影响．

1 模型框架

考虑一个生产单一种类产品的制造型企业，
企业根据每个客户的积欠订货成本和销售损失成
本将客户划分成 n 个需求类． 同一时间内企业只
能对一个产品进行加工，单位产品的生产时间服
从均值为 1 /μ的指数分布． 每个产成品的单位时
间库存成本用 h表示．类 i( 1≤ i≤ n) 需求的到达
服从速率为 λ i 的 Poisson 过程． 文中关于产出率
和需求到达率的假设和大多数关于生产 — 库存
系统的文献［11－16］一致． 在以上假设条件下，系统
可看作是无记忆性的，决策点可限制在系统状态
发生变化的时刻．为便于分析，文中不考虑生产准

备成本．
需求类 i的订货量为 di ．在任意时刻点，对于

到达的需求类 i的订货，企业可以选择: 部分或全
部由可用库存即刻满足; 部分或全部作为积欠订
货;以及部分或全部作为销售损失． 下文中，“满
足”表示企业用库存即刻满足订货，“接受”则表
示“满足”或积欠订货． 对于积欠订货部分，企业
发生积欠订货成本．对于拒绝掉的订货，企业发生
销售损失成本．用 bi和 ci分别表示对应于需求类 i
的单位时间单位积欠订货成本和单位销售损失成
本． 不失一般性，假设 b1 ＞ b2 ＞ … ＞ bn和 c1 ＞ c2
＞ … ＞ cn．
在任意时刻点，企业还需做出是否生产以及

产成品如何分配的决策，即选择: 不生产; 生产以
及产成品用于增加可用库存; 或生产并将产成品
用于减少现有的积欠订货． 令 x( t) = ( x1 ( t) ，
x2 ( t) ，…，xn ( t) ) 表示时刻 t系统的可用库存量和
积欠订货量，x1 ∈ ，xk∈

+，1 ＜ k≤ n． x +
1 ( t) 表

示时刻 t的可用库存量，x－
1 ( t) 表示时刻 t需求类1

的积欠订货量，xk ( t) 表示时刻 t 需求类 k( 1 ＜ k
≤ n) 的积欠订货量． Sn = × ( + ) n－1 表示问题
的状态空间，x( t) ∈ Sn．

定义策略 π，其规定任意时刻点上给定 x( t)
时应采取的行动．令 aπ ( x) = ( aπ

0 ( x) ，aπ
1 ( x) ，…，

aπ
n ( x) ) 表示与 π对应的控制行动． aπ

0 ( x) 为状态
( x) 下的生产控制，aπ

1 ( x) 表示当需求类1的订货
到达时采取的控制行动，aπ

k ( x) 则表示需求类 k
的订货到达时应采取的行动． 给定控制策略 π 和
初始状态( x) ，用 α( 0 ＜ α ＜ 1) 表示折扣因子，
Ni ( t) 表示至时刻 t需求类 i被拒绝的订货量，则
企业的长期期望总成本 vπ ( x) 为

vπ( x) =Eπ [x ∫
∞

0
e－α (t hx+

1 + b1x
－
1 +∑

n

k =2
bkx )k dt +

∑
n

i =1
∫
∞

0
e－αt cidNi ( t ]) ( 1)

由文献［18］，令 α + μ +∑
n

i = 1
λ i = 1． vπ ( x) 的

最优值 v* ( x) 满足如下优化方程

v* ( x) = hx+
1 + b1x

－
1 +∑

n

k = 2
bkxk + μT0v

* ( x) +

∑
n

i = 1
λ iTiv

* ( x) ( 2)
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其中，ei 表示 n维空间上第 i维单位向量
T0v( x) =
min{ v( x)，v( x + e1)，v( x － ek ) }，xk ＞ 0，

1 ＜ k≤ n
min{ v( x)，v( x + e1) }，xk = 0，k，1 ＜ k≤

{
n

T1v( x) = min
0≤q1≤d1

{ v( x － q1e1) + ( d1 － q1) c1}

Tkv( x) =

min
0≤q1k≤min{ x1，dk}

0≤q2k≤dk－q1k
0≤q1k+q

2
k≤dk

{ v( x － q1ke1 + q2kek ) +

( dk － q1k － q2k ) ck}，x1 ＞ 0

min
0≤qk≤dk

{ v( x + qkek ) + ( dk － qk ) ck}，x1 ≤













0

2 两需求类系统的最优策略

本节首先分析订货不可分割情形下企业的最
优生产控制和库存配给策略．由文献［19 － 21］可
知，在能力受限的系统中，当订货不可分割时，如
果每个需求类的订货量不相等，则最优的控制策
略不具备任何的单调性特征，在实际应用中很不
方便．因此，在本节第一部分，仅讨论每个需求类
的订货量相等时的最优策略．当订货可分割时，则
放松这一条件．本节中状态向量和状态空间变成
了 x( t) = ( x1 ( t) ，x2 ( t) ) 和 S2 = × + ．
2． 1 订货不可分割时的最优策略

对于一个量为 d的需求类 j( j = 1，2) 的订货，
其可能会全部被满足，全部被作为积欠订货或是
全部被拒绝．相应地，式( 1) 可改写为

vπ ( x) = Eπ [x ∫
∞

0
e －αt ( hx+

1 + b1x
－
1 + b2x2 ) dt +

∑
2

j = 1
∫
∞

0
e －αt cjdNj ( t ]) ( 3)

对应的优化方程为
v* ( x) = hx+

1 + b1x
－
1 + b2x2 + μT0v

* ( x) +

λ1T1v
* ( x) + λ2T2v

* ( x) ( 4)
其中

T0v( x) =
min{ v( x)，v( x + e1)，v( x － e2) }，x2 ＞ 0

min{ v( x)，v( x + e1) }，x2 ={ 0

T1v( x) = min{ v( x － de1)，v( x) + dc1}

T2v( x) =
min{ v( x－de1)，v( x+de2)，v( x) + dc2}，x1 ≥ d

min{ v( x + de2)，v( x) + dc2}，x1 ＜{ d
首先引入以下几个函数 v 的算子: Δ j v( x) =

v( x + ei ) － v( x) ，Δ12v( x) = v( x + e1 ) － v( x －
e2 ) ，Δ1+2v( x) = v( x+e1 + e2 ) － v( x) ，Δ1Δ2v( x) =
Δ1v( x + e2 ) － Δ1v( x) ．令 V表示定义在 S2 上的函
数集，其具备如下的性质．各性质的解释可参考文
献［10，16］．

定义1 如果有 v∈ V，则有1) 当 x1 ＜ 0时，
Δ1v( x) ≤ 0;当 x2 ＞ 0时，Δ1v( x) － Δ12v( x) ≤ 0;
2) 当 x1 ＜0且 x2 ＞0时，Δ12v( x)≤0; 3) Δ jΔ j v( x) ≥
0; 4) Δ1Δ2v( x)≤0; 5) Δ1Δ12v( x)≥0; 6) Δ1+2v( x) －
Δ12v( x) ≥ 0; 7) Δ1v( x) ≥－ c1 ．

命题 1 如果 v∈ V，则有 T v∈ V和 v* ∈ V，
Tv = hx+

1 + b1x
－
1 + b2x2 + μT0v( x) + λ1T1v( x) +

λ2T2v ( x) ．
证明 由于本命题的证明过程较为冗长，此

处略去②．
在定义 1 和命题 1 的基础上，可得到如下的

结论．
定理 1 对于两需求类系统，如果订货不可

分割且每个需求类的订货量相等，则存在一个取
决于状态的最优生产基准库存水平 s* ( x2 ) 和对
应于每个需求类且取决于系统状态的最优库存配
给水平 r*j ( x2 ) ．最优策略具有如下性质:

1) 当 x2 ＞ 0且0≤ x1 ＜ s* ( x2 ) ，或 x2 = 0且
0 ≤ x1 ＜ s* ( 0) 时，生产以增加可用库存

s* ( x2) =

min{ x1 | v* ( x+e1) －v* ( x － e2) ＞ 0}，x2 ＞0

min{ x1 | v* ( x + e1) － v* ( x) ＞ 0}，x2 ={ 0

2) 当 x1 ＜ 0时，生产以减少需求类 1的积欠
订货;

3) 当 x2 ＞ 0且 x1 ≥ s* ( x2 ) 时，生产以减少
需求类 2 的积欠订货;

4) 当 x2 = 0 且 x1 ≥ s* ( 0) 时，停止生产;
5) 对于需求类1的订货:当 x1≥ d时，由可用
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库存即刻满足;当 r*1 ( x2 ) ＜ x1 ＜ d时，全部作为
积欠订货; 当 x1 ≤ r*1 ( x2 ) ，全部拒绝，r

*
1 ( x2 ) =

min{ x1 | v* ( x) － v* ( x － de1 ) ≥－ dc1 } ;

6) 对于需求类 2的订货:当 x1 ≥ s* ( x2 + d)
时，由可用库存即刻满足; 当 r*2 ( x2 ) ＜ x1 ≤
s* ( x2 + d) 时，全部作为积欠订货;当 x1≤ r*2 ( x2 )
时，全部拒绝，

r*2 ( x2) =

min{ x1 | v* ( x) － min{ v* ( x － de1)，

v* ( x + de2) } ≥－ dc2}，x1 ＞ 0

min{ x1 | v* ( x) －v* ( x + de2)≥－dc2}，x1 ≤
{

0

证明 性质P1 － P4的证明和文献［16］中相
同．性质( 5) 中第一部分是由于需求类 1 有最高
的积欠订货成本和销售损失成本，因此，系统中只
要有足够的可用库存，就应即刻满足其需求．后面
两个部分则根据 v对 x1的凸性以及 r1 ( x2 ) 和订货
分割的定义得到． 由 r1 ( x2 ) 的定义，如果 x1 ＞
r*1 ( x2 ) ，则有 v* ( x － de1 ) + dc1 ≥ v* ( x － de1 －
e1 ) ，这意味着在接受了当前的 d 个需求类 1 的订
货之后，至少还能接受一个单位来自于该类的订
货．因此，当 x1 ＞ r*1 ( x2 ) 时，接受需求类 1的订货
是最优的．同样，当 x1 ≤ r*1 ( x2 ) ，拒绝需求类 1的
订货时最优的． 性质( 6) 可根据 v 对 x2 的凸性得
到，但和 P5中不一样．给定状态 x，当且仅当 v( x －
de1 ) ≤ v( x + de2 ) 时，需求类 2 的订货才会被即
刻满足．由 s* ( x2 ) 的定义可得 x1 ≥ s* ( x2 + d) ．
其余部分同( 5) ．

定理 1 中，前四个性质定义了最优的生产控
制策略，剩余的为最优库存配给策略．最优生产控
制策略和文献［16］相同． 令 d = 1，则能得到和
［11］类似的库存配给策略．此外，根据［16］中的
定理 2，可以推断上述最优策略在长期平均成本
的优化标准下同样是有效的．
2． 2 订货可分割时的最优策略

当各个需求类的订货可分割时，任意时刻需
求类 j的订货可以是部分或全部被满足，部分或全
部被作为积欠订货，或部分或全部被拒绝掉．此时
可以有 d1 ≠ d2 ．相应地期望成本和最优值函数需
满足的优化方程可表示为

槇vπ ( x) = Eπ [x ∫
∞

0
e －αt ( hx+

1 + b1x
－
1 + b2x2 ) dt +

∑
2

j = 1
∫
∞

0
e －αt cjdNj ( t ]) ( 5)

槇v* ( x) = hx+
1 + b1x

－
1 + b2x2 + μ槇T0

槇v* ( x) +

λ1
槇T1

槇v* ( x) + λ2
槇T2

槇v* ( x) ( 6)
槇T0

槇v( x) =

min{ 槇v( x)，槇v( x + e1)，槇v( x － e2) }，x2 ＞ 0

min{ 槇v( x)，槇v( x + e1) }，x2 ={ 0
槇T1

槇v( x) = min
0≤q1≤d1

{ 槇v( x － q1e1) + ( d1 － q1) c1}

槇T2
槇v( x) =

min
0≤q12≤min{ x1，d2}

0≤q22≤d2－q12
0≤q12+q

2
2≤d2

{ 槇v( x－q12e1 +q
2
2e2) +( d2 －q

1
2 －q

2
2) c2}，

x1 ＞ 0

min
0≤q2≤d2

{ 槇v( x + q2e2) + ( d2 － q2) c2}，x1 ≤













0

命题 2 如果 槇v∈ V，则有

1) 槇q*1 ( x，d1) =

0，Δ1
槇v( x) ＜ －c1

max{ 槇q1 | Δ1
槇v( 槇x－q1e1)≥－ c1，

0≤槇q1≤d1}，Δ1
槇v( x)≥－c

{
1

2) 槇q1*2 ( x，d2) =

0，Δ1
槇v( x) ＜ － c2

max{ 槇q12 | Δ1
槇v( 槇x－q12e1)≥－c2，0≤

槇q12≤min{ x1，d1} }，Δ1
槇v( x)≥－ c

{
2

槇q2*2 ( x，d2，槇q
1*
2 ) =

1，Δ2
槇v( 槇x － q1*2 e1) ＞ c2

max{ 槇q22 | Δ2
槇v( 槇x － q1*2 e1 + ( 槇q22 － 1) e2) ≤

c2，0≤槇q22≤d2 槇－q1*2 }，Δ2
槇v( 槇x － q1*2 e1)≤c

{
2

3) 槇q*2 ( x，d2) =

1，Δ2
槇v( x) ＞ c2

max{ 槇q2 | Δ2
槇v( x+( 槇q2 － 1) e2)≤c2，

0≤槇q2≤d2}，Δ2
槇v( x)≤ c

{
2

4) 槇q*1 ( x + e1，d1) =
槇q*1 ( x，d1) = 0，Δ1

槇v( x + e1) ＜ － c1
槇q*1 ( x，d1) = d1，Δ1

槇v( x － ( d1 － 1) e1) ≥－ c1
槇q*1 ( x，d1) + 1，

{
其它

;
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5) 槇q*1 ( x － e2，d1) =

槇q*1 ( x，d1)，Δ1
槇v( x－e2) ＜ －c1 或

Δ1
槇v( x － d1e1 － e2) ≥－ c1

槇q*1 ( x，d1) + 1，
{

其它

6) 槇q1*2 ( x + e2，d2 ) 等于 槇q1*2 ( x，d2 ) 或 槇q1*2 ( x，d2 ) +

1，槇q2*2 ( x + e2，d2，槇q
1*
2 ( x + e2，d2 ) ) 等于 槇q2*2 ( x，d2，

槇q1*2 ) 或 槇q2*2 ( x，d2，槇q
1*
2 ) + 1，槇q*2 ( x + e2，d2 ) 等于

槇q*2 ( x，d2 ) 或 槇q*2 ( x，d2 ) + 1．
证明

1) 槇T1
槇v( x) 槇= v( x) + d1c1 － {max ∑

q1

γ = 1
( Δ1

槇v( x －

γe1 ) +c1 }) ，arg min
0≤q1≤d1

槇T1
槇v( x) = arg min

0≤q1≤d1
∑
q1

γ = 1
( Δ1

槇v( x －

γe1 ) + c1 ) ．由定义1中的3) ，如果Δ1
槇v( x) ＜ － c1，

则有Δ1
槇v( x － γe1 ) ≤Δ1

槇v( x) ＜ － c1对于所有 γ都

成立．因此，有arg min
0≤q1≤d1

∑
q1

γ = 1
( Δ1

槇v( x － γe1 ) + c1 ) =

0．如果 Δ1
槇v( x) ≥－ c1，由于 Δ1

槇v( x － γe1 ) 是 γ的

非增函数，必然存在一个 槇q*1 ( 槇= q*1 ( x，d1 ) ) 使得

Δ1
槇v( 槇x － q*1 e1 ) ≥－ c1和Δ1

槇v( x － ( 槇q*1 + 1) e1 ) ＜ －
c1 成立．

2) 如果 x1 ＞ 0，则 槇T2
槇v( x) 可写成 槇T2

槇v( x) =

min
0≤q12≤min{ x1，d2}

0≤q22≤d2－q12
0≤q12+q

2
2≤d2

{ 槇v( x －q12e1 +q
2
2e2 ) + ( d2 －q

1
2 －q

2
2 ) c2 } =

槇v( x) + d2c2 + {min 0， {max 0，∑
q12

ξ = 1
( Δ1

槇v( x － ξe1 ) +

c2 ) －∑
q22－1

ζ = 0
( Δ2

槇v( x － q12e1 + ζe2 ) － c2 } }) ．因此有

槇q1*2 ( x，d2 ) = arg min
0≤q12≤d2

∑
q12

ξ = 1
( Δ1

槇v( x － ξe1 ) + c2 ) 和

槇q2*2 ( x，d2，槇q
1*
2 ) = arg min

0≤q22≤d2 槇－q1
*

2

∑
q22－1

ζ = 0
( Δ2

槇v( x － q12e1 +

ζe2 ) － c2 ) ．由于 槇q1*2 ( x，d2 ) 独立于 q22，因此可以运

用 1) 中相似的方法求得 槇q1*2 ( x，d2 ) ，在此基础上

再求解 槇q2*2 ( x，d2，槇q
1*
2 ) ．由定义 1 中的条件 4) ，如

果Δ2
槇v( 槇x－q1*2 e1 ) ＞c2，则有Δ2

槇v( 槇x － q1*2 e1 + ζe2 ) ≥

Δ2
槇v( 槇x － q1*2 e1 ) ＞ c2对于所有的 ζ都成立．因此有

槇q2*2 ( x，d2，槇q
1*
2 ) = 1．如果 Δ2

槇v( 槇x － q1*2 e1 ) ≤ c2，由

于 Δ2
槇v( 槇x － q1*2 e1 + ζe2 ) 是 ζ的非减函数，必然存

在一个 槇q2*2 ( 槇= q2*2 ( x，d2，槇q
1*
2 ) ) 使得 Δ2

槇v( x －

槇q1*2 e1 + ( 槇q2*2 － 1) e2 ) ≤ c2 和 Δ2
槇v( 槇x － q1*2 e1 +

槇q2*2 e2 ) ＞ c2 成立．
3) 可由 2) 中方法求得． 4) － 6) 和文献［14］

中引理 1 的证明相似，此处略去．
根据命题 2，可得下述结论．

命题 3 如果 槇v∈ V，则有 槇槇Tv∈ V和 槇v* ∈ V，

槇槇Tv = hx+
1 + b1x

－
1 + b2x2 + μ槇T0

槇v( x) + λ1
槇T1

槇v( x) +

λ2
槇T2

槇v( x) ．
证明 和命题 1 相似．
由此，可以定义订货可分割时两需求类系统

中的最优策略如下．
定理 2 对于两需求类系统，如果每个需求

类的订货均可分割，则存在一个取决于系统状态

的最优生产基准库存水平 槇s* ( x2 ) 和对应于每个
需求类且取决于系统状态的最优库存配给水平

槇r*j ( x2 ) ．最优策略具有如下性质:

1) 当 x2 ＞ 0且 0≤ x1 槇＜ s* ( x2)，或 x2 = 0且

0≤ x1 槇＜ s* ( 0) 时，生产以增加可用库存，槇s* ( x2) =

min{ x1 | 槇v* ( x + e1) 槇－ v* ( x － e2) ＞ 0}，x2 ＞ 0

min{ x1 | 槇v* ( x + e1) 槇－ v* ( x) ＞ 0}，x2 ={ 0
;

2) 当 x1 ＜ 0时，生产以减少需求类 1的积欠
订货;

3) 当 x2 ＞ 0且 x1 ≥ 槇s* ( x2 ) 时，生产以减少
需求类 2 的积欠订货;

4) 当 x2 = 0 且 x1 ≥ 槇s* ( 0) 时，不生产;
5) 需求类 1 的订货到达时，被即刻满足的部

分: x1 ≥ d1 时，为 d1 ; 0 ＜ x1 ＜ d1 时，为 x1 ;
6) 需求类 1 的订货到达时，被积欠订货的部

分: x1 ＞ 0且 槇r*1 ( x2 ) ＜ x1 － d1 ＜ 0时，为 d1 － x1 ;

0 ＜ x1 ≤ 槇r*1 ( x2 ) + d1 时，为 槇－ r*1 ( x2 ) － 1; x1 －

d1 ≤ 槇r*1 ( x2 ) 且 槇r*1 ( x2 ) ＜ x1 ≤ 0 时，为 x1 －
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槇r*1 ( x2 ) ; 槇r
*
1 ( x2 ) + d1 ＜ x1 ＜ 0时，为 d1，槇r

*
1 ( x2 ) =

min{ x1 | 槇v* ( x) 槇－ v* ( x － e1 ) ≥－ c1 } ;

7) 需求类 1 的订货到达时，被拒绝的部分:

0 ＜ x1 ≤ 槇r*1 ( x2 ) + d1时，为 槇r*1 ( x2 ) + d1 + 1 － x1 ;

x1 － d1 ≤ 槇r*1 ( x2 ) 且 槇r*1 ( x2 ) ＜ x1 ≤ 0 时，为
槇r*1 ( x2 ) + d1 － x1 ; x1 ≤ 槇r*1 ( x2 ) 时，为 d1 ;

8) 需求类 2 的订货到达时，被即刻满足的部

分: x1 ≥ 槇s* ( x2 + d2 ) 时，为 d2 ; 槇s
* ( x2 + 1) ＜ x1≤

槇s* ( x2 + d2 ) 时，为 x1 槇－ s* ( x2 + 1) － 1;
9) 需求类 2 的订货到达时，被积欠订货的部

分: 槇s* ( x2 +1) ＜ x1≤ 槇s* ( x2 + d2 ) 且 槇s* ( x2 + 1) +

1 槇＜ r*2 ( x2 ) 时，为 槇s* ( x2 + 1) + 1; 槇s* ( x2 + 1) ＜

x1 ≤ 槇s* ( x2 + d2 ) 且 槇s* ( x2 + 1) + 1≥ 槇r*2 ( x2 ) 时，

为 槇r*2 ( x2 ) ; 槇r
*
2 ( x2 ) ＜ x1 ≤ 槇s* ( x2 + 1) 且 x1 ＜

槇r*2 ( x2 ) + d2时，为 x1 槇－ r*2 ( x2 ) － 1; 槇r*2 ( x2 ) + d2 ＜

x1 ≤ 槇s* ( x2 + 1) 时，为

d2，槇r
*
2 ( x2 ) =

min{ x1 | 槇v* ( x) －min{ 槇v* ( x －e1 ) ，

槇v* ( x +e2 ) }≥－c2 }，x1 ＞ 0

min{ x1 | 槇v* ( x) 槇－v* ( x +e2 ) ≥－c2 }，x1 ≤










0

;

10) 需求类 2 的订货到达时，被拒绝的部分:

槇s* ( x2 + 1) ＜ x1 ≤ 槇s* ( x2 + d2 ) 且 槇s* ( x2 + 1) +

1 ≥ 槇r*2 ( x2 ) 时，为 d2
槇+ s* ( x2 + 1) + 1 槇－ r*2 ( x2 )

－ x1 ; 槇r
*
2 ( x2 ) ＜ x1≤ 槇s* ( x2 + 1) 且 x1 槇＜ r*2 ( x2 ) +

d2 时，为d2 槇+ r*2 ( x2) +1 － x1 ; x1≤ 槇r*2 ( x2) 时，为d2 ．
证明 性质( 1) － ( 4) 和定理1中相同．性质

( 5) － ( 7) 可由定义 1 中的条件( 3) 和( 7) ，命题

2，以及 槇r*1 ( x2 ) 的定义分析得到．性质( 8) － ( 10)
可根据定义 1 中的条件( 4) 和( 5) ，命题 2，以及
槇s* ( x2 ) 、槇r

*
2 ( x2 ) 的定义分析得到．

3 数值算例

算例中假设各个需求类的批量都保持不变．
首先验证上面提出的最优策略的有效性，然后通
过数值结果探讨订货量对最优策略的影响． 数值
算例的结果直接应用值迭代法求得． 在求解过程
中，状态空间截取为［－ m0，m1］ ×［0，m2］，其中
m (  = 0，1，2) 均为正整数．运算过程中，一旦达
到五位数的精度，即停止迭代． 相关参数为 μ =
0. 45，λ1 = 0. 24，λ2 = 0. 2，c1 = 24，c2 = 9，h = 2，
b1 = 1. 8，b2 = 1，d1 = 2，d2 = 2，α = 0. 01．

数值结果见图 1和图 2．图 1中所示的是最优
策略，其中( a) 对应于订货不可分割时的情形．由
图可见，最优策略可以通过一些单调的开关曲线
来进行表示． 令 x2 max = max{ x2 ∶ s* ( x2 ) =
r*2 ( x2 ) }，可得图中实线所包含的区域为常返域，
系统状态一旦进入这个域，即不会离开． 图 1( b)
对应的是单件需求的系统．这里给出图1( b) 的目
的是因为，当订货可分割时，无论是批量订货还是
单件订货，供货企业会采用相同的生产控制和库
存配给策略．比较图 1( a) 和( b) 可知，低优先权
需求类可能的积欠订货量会随所有需求类的订货
量递减．

( a) ( b)
图 1 最优策略

Fig． 1 The optimal policies
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图 2 订货量对供应商成本的影响
Fig． 2 The effect of order size on the supplier’s costs

图 2 表示的是订货量对供应商成本的影响．
当订货不可分割时，供应商成本是每个需求类订
货量的拟凸函数．当订货可分割时，供应商的成本
则随需求类1和2的订货量线性增加．这是因为订
货不可分割时，供应商只能严格按照各个需求类
的订货量进行交货，会存在一个使得供应商成本
最小的订货量，这符合经济批量的基本思想．当订
货可分割时，供应商可以选择分批交货和接受订
货，其会按照自己的最优策略来进行选择．当每个
需求类的订货量增加时，供应商只会发生额外的
积欠订货或销售损失成本，这些成本是订货量的
线性函数．

4 多需求类系统的最优策略

本节中相关的定义和命题和第 3 节中非常相
似，因此在本节中将不再赘述，而是直接给出结
论．对于订货可分割的多需求类系统，优化方程如
( 2) 所示．对于订货不可分割的多需求类系统，优
化方程( 2) 改写为

v̂* ( x) = hx+
1 + b1x

－
1 +∑

n

k = 2
bkxk + μT̂0 v̂

* ( x) +

∑
n

i = 1
λ i T̂i v̂

* ( x) ( 7)

其中

T̂0 v̂( x) =

min{ v̂( x) ，v̂( x + e1 ) ，v̂( x － ek ) }，xk ＞ 0，

1 ＜ k≤ n

min{ v̂( x) ，v̂( x + e1 ) }，xk =
{

0

T̂1v( x) = min{ v̂( x － de1 ) ，v̂( x) + dc1 }

T̂k v̂( x) =

min{ v̂( x － de1)，v̂( x + dek )，v̂( x) +dck}，x1≥d

min{ v̂( x + dek )，v̂( x) + dck}，x1
{ ＜ d
定理 3 对于一个多需求类系统，当每个需

求类的订货量都相等且不可分割时，存在一个取
决于系统状态的最优生产基准库存水平
ŝ* ( x－1 ) ，x－1 = ( x2，x3，…，xn ) ，以及对应于每个
需求类且取决于系统状态的库存配给水平
r̂*i ( x－1 ) ．最优策略有如下性质:

1) 当存在 k( 1 ＜ k≤ n) 使得 xk ＞ 0且 0≤

x1 ＜ ŝ* ( x －1 ) ，或 xk = 0 且 0 ≤ x1 ＜ ŝ* ( 0 ) 时，
生产以增加可用库存，

ŝ* ( x －1 ) =

min{ x1 | v̂* ( x +e1 ) － v̂
* ( x －ek ) ＞ 0} ，

xk ＞ 0

min{ x1 | v̂* ( x + e1 ) － v̂* ( x) ＞ 0} ，

xk =













0
2 ) 当 x1 ＜ 0 时，生产以减少需求类 1 的积

欠订货;
3 ) 当 xk ＞ 0 且 x1 ≥ ŝ* ( x －1 ) 时，生产以减

少需求类 k的积欠订货;
4 ) 当 xk = 0 且 x1 ≥ ŝ* ( 0 ) 时，不生产;
5 ) 对于需求类 1的订货:当 x1 ≥ d时，由可

用库存即刻满足;当 r̂*1 ( x －1 ) ＜ x1 ＜ d 时，全部

作为积欠订货;当 x1 ≤ r̂*1 ( x －1 ) ，全部拒绝，这里

r̂*1 ( x －1 ) = min{ x1 | v̂* ( x) － v̂* ( x － de1 ) ≥ － d

c1 } ;

6 ) 对于需求类 k的订货: 当 x1 ≥ ŝ* ( x －1 +

dek ) 时，由可用库存即刻满足; 当 r̂*k ( x －1 ) ＜
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x1 ≤ŝ* ( x －1 + dek ) 时，全部作为积欠订货;当 x1
≤ r̂*k ( x －1 ) 时，全部拒绝，

r̂*k ( x －1 ) =

min{ x1 | v̂* ( x) － min{ v̂* ( x － de1 ) ，

v̂* ( x + dek ) } ≥ － dck} ，x1 ＞ d

min{ x1 | v̂* ( x) － v̂* ( x + dek ) ≥ － dck} ，

x1 ≤













d
证明 和定理 1 类似．
定理 4 对于一个多需求类系统，当每个需

求类的订货均可分割时，存在一个取决于系统
状态的最优生产基准库存水平 s* ( x －1 ) ，以及对
应于各需求类并取决于系统状态的最优库存配
给水平 r*i ( x －1 ) ．最优策略有如下性质:

1 ) 当存在 k( 1 ＜ k≤ n) 使得 xk ＞ 0且 0≤
x1 ＜ s* ( x －1 ) ，或 xk = 0 且 0 ≤ x1 ＜ s* ( 0 ) 时，
生产以增加可用库存，

s* ( x－1) =

min{ x1 | v* ( x + e1) － v̂* ( x － ek ) ＞ 0}，

xk ＞ 0

min{ x1 | v* ( x + e1) － v̂* ( x) ＞ 0}，

xk =













0

;

2) 当 x1 ＜ 0时，生产以减少需求类 1的积欠
订货;

3) 当 xk ＞ 0且 x1≥ s* ( x－1 ) 时，生产以减少
需求类 k的积欠订货;

4) 当 xk = 0 且 x1 ≥ s* ( 0) 时，不生产;
5) 需求类 1 的订货到达时，被即刻满足的部

分: x1 ≥ d1 时，为 d1 ; 0 ＜ x1 ＜ d1 时，为 x1 ;
6) 需求类 1 的订货到达时，被积欠订货的部

分: x1 ＞ 0且 r*1 ( x－1 ) ＜ x1 － d1 ＜ 0时，为 d1 － x1 ;
0 ＜ x1 ≤ r*1 ( x－1 ) + d1 时，为 － r*1 ( x－1 ) － 1; x1 －
d1 ≤ r*1 ( x－1 ) 且 r*1 ( x－1 ) ＜ x1 ≤ 0 时，为 x1 －
r*1 ( x－1 ) ; r

*
1 ( x－1 ) +d1 ＜ x1 ＜0时，为 d1，r

*
1 ( x－1 ) =

min{ x1 | v* ( x) － v* ( x － e1 ) ≥－ c1 } ;

7) 需求类 1 的订货到达时，被拒绝的部分:
0 ＜ x1 ≤ r*1 ( x－1 ) + d1 时，为 r*1 ( x－1 ) + d1 + 1 －
x1 ; x1 － d1 ≤ r*1 ( x－1 ) 且 r*1 ( x－1 ) ＜ x1 ≤ 0时，为
r*1 ( x－1 ) + d1 － x1 ; x1 ≤ r*1 ( x－1 ) 时，为 d1 ;

8) 需求类 k的订货到达时，被即刻满足的部分

x1 ≥ s* ( x－1 + dkek ) 时，为 dk ; s
* ( x－1 + ek ) ＜ x1 ≤

s* ( x－1 + dkek ) 时，为 x1 － s* ( x－1 + ek ) － 1;
9) 需求类 k的订货到达时，被积欠订货的部分

s* ( x－1+ek ) ＜x1≤s* ( x－1+dkek ) 且 s* ( x－1+ek ) + 1 ＜
r*k ( x－1) 时，为 s* ( x－1 + ek ) + 1; s* ( x－1 + ek ) ＜
x1 ≤s* ( x－1 + dkek ) 且 s* ( x－1 + ek ) + 1≥ r*k ( x－1 )
时，为 r*k ( x－1 ) ; r

*
k ( x－1 ) ＜ x1 ≤ s* ( x－1 + ek ) 且

x1 ＜ r*k ( x－1 ) +dk 时，为 x1 －r
*
k ( x－1 ) －1; r

*
k ( x－1 ) +

dk ＜ x1 ≤ s* ( x－1 + ek ) 时，为 dk，
r*k ( x－1 ) =

min{ x1 | v* ( x) － min{ v* ( x － e1 ) ，

v* ( x + ek ) } ≥－ ck}，x1 ＞ 0

min{ x1 | v* ( x) － v* ( x + ek ) ≥－ ck}，

x1 ≤













0

;

10) 需求类 k的订货到达时，被拒绝的部分:
s* ( x－1 + ek ) ＜ x1 ≤ s* ( x－1 + dkek ) 且 s* ( x－1 +
ek ) + 1≥ r*k ( x－1 ) 时，为 dk + s* ( x－1 + ek ) + 1 －
r*k ( x－1 ) － x1 ; r

*
k ( x－1 ) ＜ x1 ≤ s* ( x－1 + ek ) 且

x1 ＜ r*k ( x－1 ) + dk 时，为 dk + r*k ( x－1 ) + 1 － x1 ;
x1 ≤r*k ( x－1 ) 时，为 dk ．

证明 和定理 2 相似．
在上述结论的基础上，可以得到一些特例的

最优策略．例如，在定理 3 中，令 d = 1，则可以得
到面向多个单件需求类且同时考虑积欠订货和销
售损失的系统的最优生产控制和库存配给策略，
其可以看作是对文献［9］和［11］中结论的合并
和归纳．

5 结束语

本文研究了面向多个需求类的生产系统的最
优生产控制和库存配给策略．分析过程中，分别针
对订货不可分割和可分割的情形进行讨论． 结论
表明最优生产控制和库存配给策略可以通过一些
单调的开关曲线进行表示．因此，这些策略具有很
强的实用性和可操作性，便于企业在生产实践中
加以应用．在本文的基础上，以下问题可作为下一
步的研究内容和方向:首先，文中数值算例的结论
是通过动态规划来求解的，当需求类的数目很多
或是订货量很大时，由于“维数灾”的存在，将很
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难得到有效的结论，因此，必须设计一种有效的启
发式方法来求解近似最优的各策略参数．其次，在
本文及现有文献中，各需求类通常是根据其积欠订

货或 /和销售损失成本来分类，这隐含地假设成本信
息是对称的．基于信息共享程度的需求类划分及相
应的最优生产控制和库存配给策略可进一步研究．
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Production and inventory rationing with multiple batch demand classes

YE Tao-feng1，2，DA Qing-li2
1． School of Economics ＆ Management，Jiangsu University of Science ＆ Technology，Zhenjiang 212003，China;
2． School of Economics ＆ Management，Southeast University，Nanjing 211189，China

Abstract: We first focus on a system with only two demand types． The optimal production and inventory ra-
tioning policies are discussed according to whether the customers’orders can be split or not． Analytically，the
supplier’s optimal production control policy can be represented by a base stock level that depends on the state
of the system． Similarly，the optimal inventory rationing policy con be shown as a multi-level rationing vector
that also depends on the system state． Moreover，the results for the general system with multiple batch-demand
classes are extended from that of the system with two demand types． Numerical studies，show that the optimal
policies can be illustrated by several monotonic switching curves．
Key words: make-to-stock; backorder; lost sales; production and inventory rationing
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