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具有最优学习率的 RBF神经网络及其应用①
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摘要: 传统固定学习率的 RBF神经网络在金融时间序列预测方面已经有比较成功的应用，但
网络学习率的选择问题却给传统 RBF神经网络的使用带来了不便．利用梯度下降法及优化方
法推导出了 RBF神经网络的动态最优学习率并将其应用于网络学习算法，具有最优学习率的
RBF神经网络能够在保证网络稳定学习的同时兼顾网络的收敛速度．为了检验具有动态最优
学习率的 RBF神经网络的预测效果，对沪深 300 指数波动率进行了预测实验．实验结果表明，
具有动态最优学习率的 RBF神经网络比传统的固定学习率的 RBF神经网络有着更快的收敛
速度，同时也避免了人为选定学习率的不便．
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0 引 言

RBF 神经网络 ( radial basis function neural
networks，径向基神经网络) 是一类流行的人工
神经网络，其优秀的函数逼近能力使其在模式识

别［1 － 4］、函数逼近［5 － 8］、经济预测［9］等领域有着
较为广泛的应用． RBF 神经网络是一种具有三
层结构的神经网络，即: 输入层、隐含层和输出
层． 通常，一个具有 m个输入值、n个隐含节点
及一个输出值的 RBF神经网络结构如图 1 所示．
在图 1 中，RBF神经网络的输入层为( x1，x2，

…，xm ) ，隐含层为( φ1 ( X) ，φ2 ( X) ，…，φn ( X) ) ，
输出层为 f( X) ，而( w1，w2，…，wn ) 为隐含层与输

出层之间的连接权重． 隐含层的每一个节点都使
用非线性函数 φ(·) 作为径向基函数( radial basis
function，RBF) ，也就是说，从输入空间到隐含空
间的变换是非线性的． 输入层将所有数据输入隐
含层的每一个节点，而隐含层节点经线性加权求

和即得出 RBF神经网络的输出( 权重为隐含层与

输出层的连接权重) ． 通常，径向基函数 φ(·) 的

选择有以下几种:

图 1 RBF神经网络结构图

Fig． 1 A general architecture of RBF neural network

1) Gaussian函数［10，11］

φ( r) = exp － r2

2σ( )2 ( 1)

2) Reflected Sigmoidal函数［12］
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φ( r) = 1

1 + exp r2

σ( )2

( 2)

3) Multiquadrics函数［10］

φ( r) = ( r2 + σ2 ) 1 /2 ( 3)
这里 r为径向基函数的半径，而 σ2 为径向基函数

的方差．
在众多可选的径向基函数中，人们通常选择

Gaussian函数作为 RBF神经网络的径向基函数．
因为 Gaussian函数从中心到两边单调递减，所以
其回应是局部有限的，具有更加逼真的生物特

征［13］．与之相对比的是，Multiquadric 函数的回应
是全局且无限的，因为 Multiquadric 函数从中心
到两边单调递增．
选定径向基函数之后，通过对这些函数的结

果进行线性求和，就可以得到输出值． 这样，RBF
神经网络就完成了一个映射 f ∶ Rr→R，公式如下:

f( x) = w0 +∑
n

i = 1
wiφ( ‖x － ci‖) ( 4)

其中 x∈Rr为输入向量，ci ( 1≤ i≤ n) 为RBF神
经网络的中心，范数 ‖·‖ 表示欧氏距离，
wi ( 1 ≤i≤ n) 为线性求和的权重，wo 表示偏差

( bias) ．如上文所述，选择 Gaussian函数作为径向
基函数 φ(·) ．通常，RBF神经网络的中心 ci 被设
为不变［14］．
中心 ci 的选择方法有三类: 1) 固定中心法．

这种方法从输入数据集中随机选择中心，比较适

用于训练数据的分布很有代表性的情况． 其缺陷
是容易使网络表现不理想或使网络体积过于庞

大［10］． 2) 自组织选择法． K － 均值聚类法就是自
组织中心选择法的一种，这种方法将输入数据集

进行聚类，将聚类的中心作为网络的中心．这种方
法的优点是可以将 RBF 中心设置成相对较重要
的数据点，其缺陷是如果初始聚类的中心是准确

的，那最终结果可能会是局部最优解． 3) 有监督
的中心选择法．这种方法需要在网络学习过程中
确定成本函数，中心的确定过程就是使成本函数

最小的过程［15］，这种方法通常要用到梯度下降法

( gradient descent) ． 为了避免上述几种方法所产
生的问题和不便，使用了一种更加完善的中心选

择 方 法: 正 交 最 小 二 乘 法 ( orthogonal
least squares) ［10］．

权重 wi 需要通过反复学习( 训练) 来使神经

网络的输出达到其准确性．在本文中，权重的计算
方法为最小均方算法( least mean square，LMS) ，
网络 的 学 习 算 法 为 梯 度 下 降 法 ( gradient
descent) ． 梯度下降法是优化算法的一种［16］，在
RBF神经网络学习过程中，使权重沿着与目标函
数梯度相反的方向进行逐步调整，最终求得权重

的最优值，使网络最优化． 权重的调整过程可表
示为

w( t + 1) = w( t) － η d
dwEt ( w) ( 5)

其中 t表示迭代的次数，目标函数 Et ( w) 通常为
成本函数( cost function) ，η 为学习率( learning
rate) ，亦称搜索步长．
在 RBF神经网络的使用中，学习率通常被人

为主观地设为一个固定值，在整个网络学习过程

中保持不变，这样的方法存在着很多问题: 如果学

习率设置过大，网络的收敛速度可能会很快，但也

有可能会导致网络不稳定甚至无法学习; 而学习

率过小又会导致网络收敛速度慢，消耗大量的计

算时间，无法满足实际应用的时效要求． 同时，不
同的 RBF神经网络需要选择不同的学习率，这给
RBF神经网络的使用带来了很大的不便．因此，对
于传统 RBF神经网络来说，选择一个合适的学习
率是非常困难的．为了解决这样的问题，将会推导
一种新型的“动态最优学习率”，这种学习率在每
一步迭代都会进行优化计算，是可变的学习率．动
态最优学习率对于每一步迭代来说都是适用的，

在保证网络稳定学习的同时兼顾网络的收敛速

度，提高网络的运行效率．

1 RBF神经网络动态最优学习率

1． 1 RBF神经网络动态最优学习率推导
由 RBF神经网络的结构可知，RBF神经网络

的输出为

f( x) = ∑
n

i = 1
wiφ( ‖x － ci‖) ( 6)

其中，φ( ‖x － ci‖) 为 Gaussian 函数，wi 为连接

权重，偏差( bias) w0 在这里被简化为权重的一部

分． φ( ‖x － ci‖) 可表示为
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φ( ‖x － ci‖) = exp － 1
2σ2‖x － ci‖( )2

i = 1，2，…，n ( 7)
式中———n为网络隐含层节点的个数; ci 为网络
隐含层节点的中心; wi 为隐含层到输出层的连接

权重; σ2 为径向基函数的方差．
设 φji = φ( ‖xj － ci‖) ( j = 1，2，…，m，m为

输入样本总数) 可设矩阵

Φ =

φ11 φ12 … φ1n

φ21 φ22 … φ2n

… … … …
φm1 φm2 … φ













mn

则公式( 6) 可改写为:
φ11 φ12 … φ1n

φ21 φ22 … φ2n

… … … …
φm1 φm2 … φ













mn

w1

w2


w













n

=

y1
y2

y













m

( 8)

若用W =

w1

w2


w













n

表示权重，用 y =

y1
y2

y













m

表示实

际输出值，则公式( 8) 可简写为
ΦW = y ( 9)

用 ŷ表示由网络计算而得到的输出结果，则
第 t次学习的成本函数( cost function) 可定义为

E( t) = 1
2∑

m

j = 1
( yj － ŷj ( t) )

2

= 1
2∑

m

j = 1
e2j ( t) ( 10)

对成本函数 E( t) 采用梯度下降法来进行处
理，由公式( 10) 可知，E( t) 的梯度为

▽wE( t) = ∑
m

j = 1
ej ( t)

ej ( t)
W( t)

= ∑
m

j = 1
ej ( t)

( yj － ŷj ( t) )
W( t)

= －∑
m

j = 1
ej ( t)

ŷj ( t)
W( t)

= －∑
m

j = 1
ej ( t)

( φj·W( t) )
W( t)

= －∑
m

j = 1
ej ( t) φ

T
j ( 11)

设 ΔW( t) = W( t) － W( t － 1) 为第 t次学习
时权重的改变量，利用公式 ( 11) 中的梯度
▽WE( t) ，ΔW( t) 可改写为

ΔW( t) = － η( t) ▽wE( t － 1)

= η( t)∑
m

j = 1
ej ( t － 1) φT

j ( 12)

这里 η表示学习率，若用 e( t) =

e1 ( t)

e2 ( t)

┇
em ( t











)

表示输

出误差，则公式( 12) 可简写为
ΔW( t) = η( t) ΦTe( t － 1) ( 13)
误差的增量可表示为

Δe( t) = e( t) － e( t － 1)

= y( t) － ŷ( t) － y( t － 1) + ŷ( t － 1)
( 14)

设 Δy( t) = y( t) － y( t － 1) 为实际输出值的

改变量，Δŷ( t) = ŷ( t) － ŷ( t － 1) 为网络输出值的
改变量．假设真实输出值改变量的绝对值远小于

网络输出值改变量的绝对值，即 | Δy( t) | ＜ ＜ |
Δŷ( t) |［17－20］，也就是说，实际输出值的改变量对
于网络输出值的改变量来说是可以忽略的． 因为
实际输出值往往受到很多条件的制约，而网络输

出值则不会受到太多的限制，所以这样的假设具

有一定的现实意义． 由此，公式( 14) 可以近似
写为

Δe( t) = e( t) － e( t － 1) ≈－ Δŷ( t) ( 15)
利用公式( 6) 可得误差的改变量为

Δe( t) ≈－ Δŷ( t)
= － ΦΔW( t)
= － Φη( t) ΦTe( t － 1)
= η( t) ΦΦTe( t － 1) ( 16)

则

e( t) = e( t － 1) + Δe( t)
≈ e( t － 1) － η( t) ΦΦTe( t － 1) ( 17)

由公式( 17) 可得第 t次的成本函数，即

E( t) = 1
2 e

T ( t) e( t)

≈ 1
2［e( t － 1) － η( t) ΦΦ

Te( t － 1) ］T·
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［e( t － 1) － η( t) ΦΦTe( t － 1) ］ ( 18)
此成本函数可以看作是关于学习率 η 的函数，通
过最小化 E( t) ，可以得到学习率 η 的最优值． 由
公式( 18) 可以得出一阶条件如下

E( t)
η( t) η( t) = η* ( t)

= － 1
2［ΦΦ

Te( t － 1) ］T ×

［e( t － 1) － η* ( t) ΦΦTe( t － 1) ］－
1
2［e( t － 1) － η* ( t) ΦΦTe( t － 1) ］T ×

［ΦΦTe( t － 1) ］
= 0 ( 19)
二阶条件为

2E( t)
η2( t) η( t) =η* ( t)

= eT( t －1) ΦΦTΦΦTe( t －1) ＞0

( 20)
因为矩阵 Φ是正定的，所以二阶条件即不等

式( 20) 成立，由公式( 19) 可得最优学习率为

η* ( t) = eT ( t － 1) ΦΦTe( t － 1)
eT ( t － 1) ΦΦTΦΦTe( t － 1)

( 21)

1． 2 具有动态最优学习率的RBF神经网络学习
算法

在推导出 RBF 神经网络动态最优学习率之
后，可以设计出具有动态最优学习率的 RBF神经
网络学习算法，这个算法可以看作是对传统固定

学习率的 RBF神经网络学习算法的一种改进，每
一步迭代的最优学习率由公式( 21) 计算得出．具
有最优学习率的 RBF 神经网络学习算法表述
如下:

步骤 1 确定网络隐含层节点数，用正交最
小二乘法［4］ 选定径向基函数中心 c 并计算方差
σ2，求出矩阵 Φ． 设定学习精度 rmse* ，设定网络
学习的最大迭代次数 max t;
步骤 2 设置隐含层至输出层的初始连接权

重W0，计算网络输出值 ŷ = ΦW，并计算实际输出
值与网络输出值的均方根误差 rmse;
步骤 3 判断 rmse ＜ rmse* 是否成立或最大

迭代次数 max t是否达到，如果两者之一成立，进
入步骤5; 如果都不成立，则由公式( 21) 计算动态
最优学习率

η* = eTΦΦTe
eTΦΦTΦΦTe

其中 e = ŷ － y，更新连接权重W = W + η* ▽wE，

▽wE = ΦTe，为成本函数的梯度;

步骤4 更新网络输出值 ŷ = ΦW，更新实际
输出值与网络输出值之间的均方根误差 rmse，进
入步骤 3;
步骤 5 输出最终的均方根误差 rmse、网络

输出值 ŷ，并计算迭代次数．
与传统固定学习率的 RBF神经网络相比，具

有最优学习率的 RBF 神经网络在每一步迭代中
都加入了最优学习率的计算，使得学习率在所有

的迭代过程中都是合适的，所以这种学习率被称

为“动态最优学习率”．上述学习算法在初始化阶
段省去了人为设置学习率的步骤，因而在使用过

程中会更为简便．

2 实 验

在这一部分，将进行金融时间序列预测实验

来验证具有动态最优学习率的 RBF 神经网络的
预测效果．近年来金融时间序列分析引起了我国
学者的广泛研究，周炜星［21］利用拓扑学方法证明

上证指数高频数据不具有多重分形的特性，王春

峰等［22］ 使用了小波分析的方法识别我国股市的

价格跳跃．作为一种智能方法，RBF神经网络在金
融时间序列分析领域也有着较为广泛的应用［9］，

但由于传统固定学习率的 RBF 神经网络不但要
面临学习率的选择问题，而且收敛速度较慢，所以

无法满足实际问题的实效要求，在应用中受到了

很大的制约．利用具有动态最优学习率的 RBF神
经网络对沪深 300 指数日度波动率进行预测，同
时针对具有最优学习率的 RBF 神经网络的运行
状态及预测结果与固定学习率的 RBF 神经网络
以及其他两种神经网络( 基于添加隐含层节点的

RBF神经网络、前向 BP 神经网络) 进行对比． 所
使用计算机的基本配置为: Intel AtomTM CPU
N280，主频 1． 67GHz，内存 1GB; 所使用的模拟软
件为 Matlab7． 0． 4．
实验所使用的数据为2005年1月4日至2010

年 9月 30日沪深 300日度波动率数据，其中 2005
年 1月 4日至 2008年 12月 31日的数据用于网络
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训练与学习，2009 年 1月 5日至 2010年 9月 30日
的数据用于验证网络的预测效果． 为了简化算法
和便于对比，网络的具体参数设置如下:

rmse* ——— 学习精度 ( 均方根误差) 设为
0． 01;

c———隐含层节点中心用正交最小二乘法选
定，容差［10］ 为 0． 1;

W0———隐含层到输出层的连接初始权重全
部设为 0;

max t———最大迭代次数设为 50 000．
在网络学习阶段，自变量为当期波动率的前

1 － 4 期数据生成的输入矩阵，输出为当期波动率
( 即使用前1 － 4期数据预测当期数据) ．网络运行
情况及预测结果如表 1 所示．

表 1 沪深 300 指数日度波动率预测结果对比
Table 1 Results comparisons of HuShen 300 index daily volatility forecasting

学习目标 学习率 运行时间 迭代次数 预测精度

具有最优学习率的 RBF神经网络 0． 01 动态最优 s* 89* 0． 020 2*

具有固定学习率的 RBF神经

网络( 学习率: 0． 02)
0． 01 0． 02 INF INF INF

具有固定学习率的 RBF神经

网络( 学习率: 0． 001)
0． 01 0． 001 62． 434 041 s 1993 0． 020 2

具有固定学习率的 RBF神经

网络( 学习率: 0． 002)
0． 01 0． 002 50． 428 895 s 997 0． 020 2

基于添加隐含层节点的 RBF

神经网络
0． 01 Null 123． 570 084 s ——— 0． 021 9

前向 BP神经网络 0． 01 0． 01 60． 841 414 s ——— 0． 024 7

注:基于添加隐含层节点的 RBF神经网络及前向 BP神经网络的迭代方式有所不同，故在表中略去迭代次数

从实验结果中可以看出，与传统固定学习率

的 RBF神经网络相比，具有最优学习率的 RBF神
经网络并没有提高预测精度，这是因为不论最优

学习率还是固定学习率的 RBF神经网络，其初始
参数都是相同的( 包括隐含层节点、初始权重和
网络半径) ，因而两者在达到学习目标后的网络

形式是相同的，所以造成了预测精度相同．
但同时可以看到，具有最优学习率的 RBF神经

网络迭代次数明显减少，运行效率有所提高，同时也

保证了网络学习的稳定性．可能的原因分析如下:
1) 相比固定学习率而言，动态最优学习率能
够保证每一步迭代都有合适的学习率． 截取了具
有动态最优学习率的 RBF 神经网络学习过程的
前 18 次迭代学习率数据( 见表 2) ，从表 2 中可以
看出，每次迭代的学习率均不相同，最大值为 0．
097 7，最小值为 0． 010 38． 这样的学习率保证了
网络能够以最少的迭代次数达到收敛，同时避免

了学习率过大而导致网络无法学习的问题．
表 2 前 18 次迭代的动态最优学习率

Table 2 The dynamic optimum learning rates in the first 18 iterations

迭代次数 1 2 3 4 5 6

学习率 0． 097 7 0． 008 77 0． 051 616 0． 009 735 1 0． 034 675 0． 010 283

迭代次数 7 8 9 10 11 12

学习率 0． 032 252 0． 010 367 0． 032 02 0． 010 377 0． 032 013 0． 010 38

迭代次数 13 14 15 16 17 18

学习率 0． 032 026 0． 010 382 0． 032 04 0． 010 383 0． 032 054 0． 010 384

2) 动态最优学习率在每一次迭代时都需要
重新计算，比固定学习率多消耗一部分计算时间，

但具有最优学习率的 RBF 神经网络在迭代次数

上已有相当大的缩减，而最优学习率的计算又相

对简单，所以从总体上看，具有最优学习率的RBF
神经网络能够获得非常短的运行时间，提高网络

—45— 管 理 科 学 学 报 2012 年 4 月



的运行效率．
同时，使用固定学习率的 RBF神经网络需要

对不同的学习率进行不断尝试，以找到相对较优

的学习率．这样的过程会耗费大量的时间，而具有
最优学习率的 RBF神经网络则简化了这一过程，
更加便于使用．
对于基于添加隐含层节点的 RBF 神经网络，

其每一次迭代都添加一个隐含层节点，权重则由

公式( 9) 求逆获得，即
W = Φ－1y
当网络的输入数量较多时，为了达到学习目

标，网络在学习过程中不得不添加大量的隐含层

节点，这使得权重的求取变成了庞大的矩阵计算，

严重影响了网络的运行效率．
对于前向BP神经网络，隐含层节点的数量需

要自己设定． 设置的过小，网络学习速度得以保
证，但学习目标难以达到，预测精度也会受到影

响; 设置的过大，网络学习又会非常缓慢． 在输入
数量较多时，前向BP神经网络的学习速度和预测
精度难以两全．
从表 1 中的预测结果可以看出，与以上两种

神经网络及固定学习率的 RBF神经网络相比，具
有最优学习率的 RBF 神经网络不但能够保证较
高的预测精度，同时也能节省大量的网络学习

时间．
使用已学习好的具有最优学习率的 RBF 神

经网络对 2010 年 10月 8日至 2010年 12月 31日
的沪深 300 指数日度波动率进行预测( 结果见图
2) ，图中虚线部分为预测数据． 从图中可以观察
到网络对未来沪深 300 指数波动率的预测情况．

图 2 具有最优学习率的 RBF神经网络对未来沪深 300 指数

波动率的预测结果

Fig． 2 HuShen 300 index daily volatility forecasting using RBFNN

with dynamic optimum learning rates

3 结束语

利用梯度下降法及简单的优化方法推导出了

RBF神经网络的动态最优学习率，并将其应用
于金融时间序列预测，在原有 RBF 神经网络的
学习算法迭代过程中加入了求取最优学习率的步

骤． 因为动态最优学习率对于每一步迭代来说都
是合适的，因此可以避免迭代次数过多或者是网

络不学习等问题．
利用具有动态最优学习率的 RBF 神经网络

学习算法，通过沪深 300 指数波动率预测实验可
以发现:

( 1) 使用动态最优学习率的 RBF 神经网络
进行金融时间序列预测可以降低计算过程中的迭

代次数，节约计算时间，同时可以保证网络正常

学习．
( 2) 使用固定学习率的 RBF 神经网络则要

面临学习率的选择问题，学习率过小会导致冗长

的迭代，而学习率过大又会致使网络无法学习．
( 3) 使用动态最优学习率的 RBF 神经网络

可以达到比前向 BP 神经网络及基于添加隐含层
节点的 RBF 神经网络更小的均方根误差，运行
时间也更短． 因此，动态最优学习率的 RBF 神
经网络在实际应用中有着更为突出的优势．
动态最优学习率的推出，不但可以完善和改

进 RBF 神经网络在金融时间序列预测方面的应
用，还可以应用在其他方面，如工程预测、系统
辨识等等． 举例来说，在工程预测方面，动态最
优学习率的 RBF 神经网络可以更加精确地预测
出工程元件的劣化过程，可以为实际工程建设节

省大量的成本． 在系统辨识方面，RBF 神经网
络本身就具有识别准确度高的特点，而具有动态

最优学习率的 RBF 神经网络则能够更加迅速、
准确地进行识别，将在很大程度上提高系统辨识

的工作效率．
对于具有最优学习率的 RBF 神经网络学习

算法来说，未来还可以做很多工作对其进行完

善，比如如何确定最优的隐含层节点数，怎样将

精度进一步提高，这些都可以成为今后研究的

方向．
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A RBF neural network with optimum learning rates and its application
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2． Academy of Mathematics and Systems Science，Chinese Academy of Science，Beijing 100190，China

Abstract: In this study，a radial basis function ( RBF) neural network learning algorithm with optimum learn-
ing rate is proposed． In this learning algorithm，the dynamic optimum learning rates which are determined by
gradient descent and classical optimization technique are used to adjust the weight changes of RBF neural net-
works in an adaptive way． Using the dynamic optimum learning rates，the RBF neural networks can learn fas-
ter and more stable than the RBF neural networks with fixed learning rates． In order to verify the effectiveness
of the proposed algorithm，volatility forecasting experiments on HuShen 300 index in Chinese stock market are
conducted． The experimental results show the proposed RBF neural network learning algorithm with dynamic
optimum learning rates could learn faster and avoid subjective selection of learning rates．
Key words: RBF neural networks; dynamic optimum learning rate;
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Time-varying information spillover tests and their application to financial
markets
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1． Academy of Mathematics and Systems Science，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China;
2． Wang Yanan Institute for Studies in Economics，Xiamen University，Xiamen 361005，China

Abstract: This paper proposes two types of time-varying information spillover tests by combining Haugh and
Hong statistics with rolling window method，and gives the selection rules of the rolling window size． Monte
Carlo simulations show that both tests have good performances，and Hong’s time-varying tests show better per-
formance． The empirical study on the time-varying information spillover between Shanghai Futures Market
( SHFE) and London Metal Exchange ( LME) copper futures market show that the information spillovers be-
tween the two markets are apparently time-varying and SHFE’s role in global copper markets raises gradually．
Key words: Granger test; information spillover; time-varying character; rolling window method; copper fu-

tures markets
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