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摘要: 在用方差控制投资组合风险的同时，由于方差的对称性导致投资组合的收益也受到限
制． 相比之下，下偏距 ( lower partial moment: LPM) 由于具有只控制风险，而不限制收益的特
点，在近年来倍受关注．但在非正态假设下，LPM 无法获得良好的解析性质． 在对资产收益分
布未知的假设下，通过使用最坏情形下的 LPM 来度量投资组合的损失，提出了具有多元权值
约束的鲁棒积极投资组合问题，并获得了具有 m( m = 0，1，2) -阶 LPM 约束的鲁棒积极投资
组合问题的解析解．通过分析解的性质和比较问题的有效前沿，得到了许多有趣的和新颖的结
果．数值结果比较表明，鲁棒 LPM 模型比经典的均值 －方差模型具有许多更好的性能．
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0 引 言

自 1992 年 Ｒoll［1］首次将 Markowitz［2］的均值
－方差投资理论应用于积极投资组合管理问题以
来，积极投资组合问题在基金管理和投资组合性

能度量方面的应用得到了迅速的发展，涌现出了

许多研究成果，如文献［3 – 8］． 然而这些研究主
要还是基于使用方差来度量投资组合的风险． 正
如 Markowitz［9］提到，方差由于是关于均值对称
的，因此在控制损失的同时，也控制了收益．为了
克服方差的这一不足，许多学者做了大量研究，

如: Bawa［10］提出使用下偏距 ( lower partial mo-
ment: LPM) 来度量风险，也可见文献［11］关于
方差与 LPM 的比较．
与方差相比，LPM 不仅能有效控制投资组合

的损失，而且具有不限制组合收益的特点． 设 X

是随机变量，ρ是预先确定的常数，m 是固定的常
数，m-阶 LPM 可以定义如下

LPMm ( ρ) = E［( ( ρ － X) + )
m］

其中( a) + = max( a，0) ，E［·］表示期望． 根据这
个定义，不难发现，当 m = 0，1，2 时，有

LPMm ( ρ) = E［( ( ρ － X) + )
m］

=
P{ X≤ ρ} ， m = 0
E［( ρ － X) +］， m = 1

E［( ( ρ － X) + )
2］，m =

{
2

( 1)

其中 P［·］表示概率．这表明，LPM0 表示随机变量 X
取值小于常数 ρ的概率，LPM1为X小于 ρ的条件期
望，而 LPM2 是 X的下半方差( semi-variance) ．
虽然 LPM可以克服方差关于损失与收益对

称的不足，但应用 LPM 来度量风险时，除非对资
产收益作正态分布的假设，否则不能像均值 － 方
差模型那样能够获得问题的解析解． 大量的经验
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研究发现，资产收益具有“尖峰厚尾”的分布特
点，因此正态分布假设并不符合资产收益的真实

分布．资产分布不确定性情形下的鲁棒投资组合
问题正是在这一背景下提出来的． 鲁棒模型由于
能有效处理概率分布或参数的不确定性，在近年

来得到快速发展，出现了大批有意义的研究结果，

如 Goldfarb和 Iyengar［12］在区间型参数不确定集
下，研究了鲁棒因子投资组合模型; 他们的模型后

来被 Erdoǧan［13］ 等进一步推广到鲁棒的积极投
资组合管理问题中; El Ghaoui 等［14］ 研究了分布
不确定情形下的最坏 － VaＲ 投资组合模型; 在多
面体不确定性集情形下，Costa 和 Paiva［15］ 研究
了均值 － 方差下的鲁棒跟踪误差投资组合问题．
最近，Zhu等［16］ 基于离散不确定分布的假设，研
究了具有 LPM 约束的鲁棒投资决策问题．
Glabadanidis［17］ 应用序列逐点回归方法，研究了
跟踪误差投资组合问题的有效前沿． 更多关于鲁
棒投资组合问题的研究可以参阅 Fabozzi等［18］的
最近综述论文．
近年来，国内外基金行业发展非常迅速，基金

品种极多，不同类型的基金，往往对其投资对象均

有一定的限制．如在我国的股票型基金中，一般限
定其投资于股票的资金占总资金的比例不得低于

80%或 85%．而在债券基金中，要求投资于股票
的资金占总资金的比例不得高于 20% 等．类似的
还有 ETF，QFII 和 QDII 等基金，均对其投资对象
进行了一定的资金限制． 本文将这种约束称为权
值约束( weights constraints) ． 然而，非常遗憾的
是，在当前的积极投资组合管理研究文献中，很少

有将 权 值 约 束 结 合 到 模 型 中． 最 近，
Bajeux-Besnainou等［19］ 在 Ｒoll 的均值 － 方差跟
踪误差模型中引入了权值约束，研究发现，加入权

值约束后，受到权值约束的资产投资比例会相应

下降，权值约束无论是等式或不等式形式，最优解

总是在权值约束的边界处取到，即权值约束总是

取到等式．另外，对于整个投资组合来讲，权值约
束 会 降 低 组 合 的 超 额 收 益 率 和 信 息 比

( information ratio) 或夏普比( Sharpe ratio) ，因此
在投资组合问题研究中，不能被忽略．
由于文献［19］是使用方差控制投资组合的

风险，因此仍然存在 Markowitz［9］ 提到的不足．另
外，均值 － 方差模型实际上是与资产收益服从正
态分布情形下的二次效用最大化模型等价的，正

如前文提到，资产收益分布与正态分布相差甚远．
再有就是文献［19］仅仅考虑了单权值约束情形，
但实践中会存在多元权值约束，即在限制某些资

产的投资权重不超过某个常数比例的同时，也会

限制另外一些资产的投资比例不会超过另一个常

数比例．
基于文献［19］中的这些不足，本文提出了具

有多元权值约束和分布不确定性的鲁棒跟踪误差

投资 组 合 问 题． 在 假 设 最 坏 情 形 下 的
LPM( worst-case LPM: WCLPM) 不超过投资者能
够承受的风险时，最大化投资组合的期望收益．本
文的研究有两个特色，一是在鲁棒投资决策模型

引入了多元权值约束，以使得模型更加符合现实，

通过构造半定矩阵，能够很好地把权值约束吸纳

到模型中去; 二是获得了模型解析解．一般的鲁棒
投资组合问题由于其考虑问题的复杂性，往往很

难获得解析解，而通过对 WCLPM 进行等价变换，
将问题转化为凸二次规划，可以很方便获得问题

的解析解．通过有效前沿和数值分析发现，0 － 阶
LPM 模型实际上等价于具有多元权值约束的最
大信息比问题，1 － 阶 LPM 模型在获得最大收益
和信息比方面具有比较好优势，而 2 － 阶 LPM 模
型相对比较保守，该模型在某些条件下与传统的

均值 － 方差模型一致．

1 鲁棒跟踪误差投资组合问题

记 n个风险资产的收益率向量为 r = ( r1，…，
rn )

T ∈ Ｒn，其中 ri 表示第 i 个风险资产的毛收益
率． 投资者的头寸记为向量 w = ( w1，…，wn )

T ∈
Ｒn，wi 表示投资于第 i个资产所占全部财富的比
例． 向量 wb ∈ Ｒn 表示基准( benchmark) 投资组
合． 定义投资组合 w 相对于基准 wb 的跟踪误差

为 Δw = ( w － wb )
Tr．下面，不对资产收益率 r的

分布 F作任何假设，仅假设分布 F 属于一大类分
布簇 D中，投资者可以通过经验获得 r 的某些信
息，如均值和方差． 据此，有如下关于 WCLPMm
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的定义．
定义 1 对于任意 m≥ 0和预先给定的实数

ρ，随机变量 X 关于常数 ρ 在分布簇 D 下的
WCLPMm 定义为

WCLPMm ( ρ) = sup
F∈D

E［( ( ρ － X) + )
m］

根据 WCPLM的定义，本文所考虑的具有多元权
值约束的鲁棒均值 － WCLPMm 问题能表示为

max
w

wTμ

s． t． sup
F∈D

E［( ( wT
b r － wTr) + )

m］≤ σm，

eTIiw = ( ≤) qi，i = 1，…，p，

eTw = 1

( 2)

在问题( 2) 中，第2类约束中 Ii { 1，2，…，n} 是
投资组合的第 i个约束资产集; qi∈［0，1］( i = 1，
…，p) 是预先给定的 p个常数; eIi 为 n维向量，如
果它的第 j个元素在资产集 Ii 中，则它的第 j个元
素取值为 1，否则取值为 0; 符号‘= ( ≤) ’表示
可以取等式或不等式两种情形，称这类约束为权

值约束，该约束表示资产集 Ii 中的资产权值之和
不能超过预先设定的比例 qi ．当 p = 1，即得到单
权值约束，这是文献［19］中考虑过的情形．下面，
为了探索简便，仅考虑 m = 0，1，2 阶的 WCLPM
和只有等式约束情形的模型，对于不等式约束，相

关结果可以用同样的方法获得．
因为感兴趣的是探索问题( 2) 的解析解，为

此，假设分布不确定集 D为如下形式
D = { r ∶ E［r］ = μ，Cov( r) = Σ 0}
按照文献［13］和［19］中的处理，将基准投

资组合权值 wb 标准化，即假设其满足 eTwb = 1，
其中 e为 n维全 1向量．现引入新的变量 y = w －
wb，注意到w

Tμ = yTμ + wT
b μ，那么，问题( 2) 等价

地表示成如下问题

max
y

yTμ

s． t． sup
r∈D

E［( ( － yTr) + )
m］≤ σm，

eTIiy = qi － eTIiwb，i = 1，…，p，

eTy = 0

( 3)

称 y为自融资( self-financing) 组合，而 w 为全投
资( fully investing) 组合． 在下面的讨论中，做如
下两个假设:

1) p + 1 个向量 e、eIi ( i = 1，…，p) 是线性独
立的，而且 n ＞ p + 1;

2) 问题( 3) 是可行的．
假设 1 是合理的，因为，如果存在某个 eIk，使

得它能够表示成其他 p 个向量的线性组合，那么
eTIky = qk － e

T
Ikwb便是冗余约束，可以删去． 另外，

根据独立性，如果 n = p + 1，依等式权值约束，所
考虑的问题仅有唯一可行解．
假设 2表示预设常数 σm不能太小，为了理论

探索方便，假设 σm 的选取使得问题( 3) 是可行
的．下面引入几个引理和一些记号．
引理 1［20，21］ 设 ξ是随机变量，其均值和方

差分别为 μξ 和 σξ，ρ是任意的实数． 则下列结论
成立:

1) 当 m = 0 时
sup

ξ ～ ( μξ，σξ)
P{ ξ≤ ρ) =

1
1 + ( ρ － μξ )

2 /σ2
ξ

，ρ ＜ μξ

1， ρ≥ μ
{

ξ

( 4)

2) 当 m = 1 时
sup

ξ ～ ( μξ，σξ)
E［( ρ － ξ) +］ =

ρ － μξ + σ2
ξ + ( ρ － μξ )槡 2

2 ( 5)

3) 当 m = 2 时
sup

ξ ～ ( μ，σ)
E［( ( ρ － ξ) + )

2］ = ［( ρ － μξ) +］
2 + σ2

=
σ2
ξ， ρ≤ μξ
( ρ － μξ)

2 + σ2
ξ， ρ ＞ μ{

ξ

( 6)

引理 2［22］ 对于任意 a∈ Ｒn，记

S1 = { aTr | r∈ D} ，

S2 = { η | E( η) = aTμ，Var( η) = aTΣa}

则有 S1 = S2 ．
引理 3 对于任意 r∈ D，η∈ S2和任意的实

数向量 a∈ Ｒn，下列等式成立

sup
r∈D

E［( ( ρ － aTr) + )
m］=

sup
η ～ ( aTμ，aTΣa)

E［( ( ρ－η) + )
m］ ( 7)

证明 设 槇η = aTr，则根据引理 2 有
sup
r∈D

E［( ( ρ － aTr) + )
m］ =
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sup
槇η∈S1

E［( ( ρ － 槇η) + )
m］ =

sup
槇η∈S2

E［( ( ρ － 槇η) + )
m］ =

sup
η∈S2

E［( ( ρ － 槇η) + )
m］ =

sup
η( aTμ，aTΣa)

E［( ( ρ － η) + )
m］

这即得到引理中的结论． 证毕．
引理 3建立了单个随机变量 η和多元随机向

量 r∈ D之间的联系，这种联系对获得问题 ( 3)
的解析表示非常有用．除非特别说明，用黑体小写
字母表示向量，大写字母表示矩阵，在不会混淆的

情形下，0 既表示实数，也表示向量或矩阵． 为了
简单，记 eIk为 ek，k = 1，…，p，令 di = qi － e

T
Iiwb ．设

M =［e1，…，ep］∈Ｒ
n×p，d = ( d1，…，dp )

T∈Ｒp

则根据假设 1，向量组 e1，…，ep 和 e 是线性独立
的，因此矩阵 M具有列满秩．设

A = MTΣ －1M∈ Ｒp×p

则易知，矩阵 A是正定的．进一步，记
B = I － MA －1MTΣ －1 ∈ Ｒn×n，

C = Σ －1MA －1 ∈ Ｒn×p

其中 I是具有适当维数的单位矩阵． 根据上述记
号，有如下结论．
引理 4
1) BM = 0;
2) MTΣ －1B = 0;
3) BTC = 0;
4) BTΣ －1B = Σ －1B;
5) CTΣC = A －1 ;

6) 矩阵 B是正半定的．
证明 仅仅证明结论6) ，其他结论通过直接

计算即可得到． 根据结论 4) 可知，Σ －1B 是正半
定的． 因为 Σ －1 为正定矩阵． 所以 B 为正半定
矩阵． 证毕．
记

a = eTΣ －1e，b = eTΣ －1μ，c = μTΣ －1μ，
a0 = eTCd，b0 = μTCd，c0 = dTA －1d，

a1 = eTΣ －1Be，b1 = eTΣ －1Bμ，c1 = μTΣ －1Bμ
a2 = a1c1 －b

2
1，b2 = a1b0 －a0b1，c2 = a1c0 +a

2
0

不失一般性，假设 Σ －1B≠ 0，则有

ac ＞ b2，a1 ＞ 0，c1 ＞ 0，a2 ＞ 0，c2 ≥ 0．

2 模型求解

现在根据 m = 0，1，2，将问题 ( 3) 分别转化
为如下 3 个问题

max
y
{ yTμ ∶ sup

r∈D
P［yTr≤ 0］≤ σ0，

MTy = d，eTy = 0} ( 8)
max

y
{ yTμ ∶ sup

r∈D
E［( － yTr) +］≤ σ1，

MTy = d，eTy = 0} ( 9)
max

y
{ yTμ ∶ sup

r∈D
E［( ( － yTr) + )

2］≤ σ2，

MTy = d，eTy = 0} ( 10)
2． 1 最大化信息比问题
首先，考虑问题( 8) ．不等式约束 P{ yTr≤ 0} ≤

σ0 在文献中通常被称为机会约束或 Ｒoy’s 安全第

一准则．注意到 σ0 的取值小于1 /2，所以 1
σ0

－ 1 ＞ 0

于是，根据引理 1，1) 和引理 3，当 yTμ≥ 0时，有

sup
r∈D

p{ yTr≤0}≤σ0 
1

1 + ( － y
Tμ) 2

yTΣy

≤ σ0

 ( － yTμ) 2

yTΣy
≥ 1

σ0
－( )1

 yTμ
yTΣ槡 y

≥ 1
σ0

－( )槡 1

( 11)
上述不等式表明，投资组合的信息比( information
ratio) 不小于预设的常数． 因此，问题( 8) 实际上
是在信息比不小于预设值的情形下，最大化其期

望收益．基于这个特点，考虑问题( 8) 的如下变形
问题

min {y
sup
r∈D

P［yTr≤0］| s． t．MTy = d，eTy = }0

( 12)
应用不等式( 11) ，即得到如下最大化信息比问
题 IＲ-MWC

MAXIＲ = max {y

yTμ
yTΣ槡 y
:MTy = d，eTy = }0

( 13)
当没有权值约束时，容易获得问题( 13) 的解析
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解，见文献［7］．但是，当加入了权值约束时，这些
方法均不能直接应用到问题( 13) 中．本文将考虑
两阶段方法，首先，引入一个参数，对问题( 13) 的
解进行参数化，使问题( 13) 的解是这个参数的函
数．然后，对该参数进行最大化，以获得问题( 13)
的解析解．
定理 1 对于问题( 13) ，存在一个实数 τ0，

使得其解能表示成如下形式

y*τ0 = 1
τ0 Σ －1Bμ －

b1
a1
Σ －1( )Be +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

( 14)

证明 设 y*0 是问题( 13) 的最优解，则 y
*
0 满

足问题( 13) 的一阶最优性条件．因此，有

μ
( y*0 )

TΣy*槡 0

－
( μTy*0 )

( y*0 )
TΣy*槡 0

Σy*0
( y*0 )

TΣy*槡 0

－

λ01e － Mλ02 = 0 ( 15)

其中 λ01 ∈ Ｒ和 λ02 ∈ Ｒp 为 Lagrange乘子．设

λ̂01 = λ01 ( y
*
0 )

TΣy*槡 0 ，

λ̂02 = λ02 ( y
*
0 )

TΣy*槡 0

则等式( 15) 能简化为

μ － τ0Σy
*
0 － λ̂01e － Mλ̂02 = 0 ( 16)

其中 τ0 =
( μTy*0 )
( y*0 )

TΣy*0
为常数．因此，结合式( 16)

和等式约束 MTy*0 = d及 eTy*0 = 0，得到

y*0 =
b1
τ0

Σ －1Bμ
b1

－ Σ －1Be
a( )
1

+ a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

显然，y*
0 是 τ0 的函数，把 y

*
0 记为 y

*
τ0，即得到定理

的结论． 证毕．
把 y*τ0 作为参数 τ0 的函数，因此，在第二阶

段，把 y*τ0 代入到问题( 13) 的目标函数中，并记此

时投资组合 y*τ0 的信息比为 MAXτ0 ． 显然，MAXτ0

也是参数 τ0 的函数． 因此通过参数 τ0 最大化
MAXτ0，即可得到问题( 13) 的解，即

MAXIＲ = max
τ0 ＞ 0

MAXτ0 = max
τ0 ＞ 0

( y*τ0 )
Tμ

( y*τ0 )
TΣy*τ槡 0

( 17)
设 τ*

0 是问题( 17) 的最优解，则投资组合 y*τ*0 便
是问题( 13) 的最优解，因此有如下结论，其证明

是直接的，略去．
定理2 当 a1b0 － a0b1 ＞ 0，问题( 17) 的最优

解为

τ*
0 =

a1b0 － a0b1
a1c0 + a2

0

其对应于问题( 13) 的最优解为

y*IＲ =
( a1c0 + a2

0 )
a1b0 － a0b1 Σ －1Bμ －

b1
a1
Σ －1( )Be +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

问题( 13) 通常和下面的具有多元权值约束的均
值 － 方差决策问题 ( MV-MWC) 联系在一起

MV-MWC ∶
{ yTμ ∶ yTΣy≤ σ'

0，M
Ty = d，eTy = 0} ( 18)

其中 σ'
0是个预设参数． 如果 p = 0，则式( 18) 是

Ｒoll研究的跟踪误差问题． 如果 p = 1，即 M =
e1，这是文献［19］所考虑的单权值约束问题． 因
此问题( 18) 是这些问题的一般化．下面的定理给
出问题( 13) 和( 18) 的解之间的联系．
定理 3 设 y*

τ*0 是问题( 13) 的最优解，其对

应的 τ*
0 是问题( 17) 的解．则存在σ

'
0 ＞ 0，使得两

个问题( 13) 和( 18) 具有相同的最优解．
证明 该定理的证明是直接的． 易见，问题

( 18) 的最优解有如下形式

y*σ0 =
a2( a1σ

'
0 － c2槡 )

a2
Σ －1Bμ －

b1
a1
Σ －1( )Be +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

因此，如果对于某个正数 τ*
0 ，y

*
τ*0
是问题( 13) 的最

优解，那么令
a2 ( a1σ

'
0 － c2槡 )

a2
= 1 /τ*

0 ．解这个关

于 σ'
0 的方程，便得到了该定理所要的结论．

证毕．
设 y*0 是问题( 13) 的最优解，根据定理 1 的

证明，如果 σ'
0 满足

a2 ( a1σ
'
0 － c2槡 )

a2
=
( y*0 )

TΣy*0
μTy*0

( 19)

则问题( 18) 的最优解也是问题( 13) 的最优解．
因此问题( 13) 和( 18) 的联系能表示为: 求解问
题( 13) 将能得到最大信息比投资组合，而问题
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( 18) 的解可能不具有最大信息比，但是如果选取
满足式( 19) 的 σ'

0，则所得问题( 18) 的最优解将
也能达到最大信息比．
2． 2 WCLPM1 约束问题

考虑问题( 9) ．根据引理1和引理3，WCLPM1

约束能写成如下形式

sup
r∈D

E［(－yTr) +］≤σ1

1
2［－y

Tμ+ yTΣy+(－yTμ)槡 2］≤σ1

yTΣy － 4σ1y
Tμ≤ 4σ2

1，

yTμ≥－ 2σ1 ( 20{ )

不难证明下式成立

min
y
{ yTμ ∶ yTΣy － 4σ1y

Tμ ≤ 4σ2
1 } ＞ － 2σ1

这表明不等式 yTμ≥－ 2σ1是冗余的．因此对于任
意预设常数 σ1 ＞ 0，问题( 9) 能表示成如下二次
规划形式( 在后文中记为 WCLPM1 )

WCLPM1 ∶ maxy { y
Tμ ∶ yTΣy － 4σ1y

Tμ≤ 4σ2
1，

MTy = d，eTy = 0} ( 21)
下面定理给出了问题( 21) 的解析解．
定理 4 问题( 21) 的最优解能显式地表

示成

y*1 = ( λ1 + 2σ1 ) Σ －1Bμ －
b1
a1
Σ －1( )Be +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

其中

λ1 = 1
a1c1 － b槡 2

1

［4( a1c1 － b21 + a1 ) σ
2
1 +

4( a1b0 － a0b1 ) σ1 － ( a1c0 + a2
0) ］

1 /2

证明 设 y*1 是问题( 21) 的最优解． 则根据
KKT条件，有
( 1 + 4σ1λ1) μ － 2λ11Σy

*
1 － λ12e － Mλ13 = 0

( y*1 )
TΣy*1 － 4σ1y

*
1 μ = 4σ2

1

My*1 = d

eTy*1 =










0

( 22)
其中 λ1 ≥ 0，λ11 ≥ 0，λ12 ∈ Ｒ和 λ13 ∈ Ｒp 分别是

Lagrange 乘子和乘子向量． 直接求解方程组
( 22) ，能得到定理 4 中 y*1 的解析表示． 证毕．

2． 3 WCLPM2 约束问题

最后，考虑问题( 10) ． 类似地，WCLPM2 约束

能转化为下面等价形式

( ( － yTμ) + )
2 + yTΣy≤ σ2 ( 23)

于是，问题( 10) 可以写成如下问题( 在后文中记
为 WCLPM2 )

WCLPM2 ∶ maxy { y
Tμ ∶ ( 23) ，My*1 = d，eTy*1 = 0}

( 24)
定理 5 问题( 24) 的解能显式地表示成如

下形式

y*2 =
a1v

* － ( a1b0 － a0b1)
a1c1 － b [2

1
Σ －1Bμ －

b1
a1
Σ －1 ]Be +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a[ ]
1

其中

v* =

a1a槡 2 ( a1 +a2 ) ( a1σ2 －c2 ) － ( ( －b2 ) + )槡 2

a1 ( a1 + a2 )
+

a2 ( a1σ2 － c2槡 )
a (
1

1 －
a1

a1 + a槡 )
2

( b2 ) +
b2

+

( a1 + a2 ) b2 + a2 ( － b2 ) +
a1 ( a1 + a2 )

，

σ*
2 ≤ σ2 ≤

b22
a1a2

+
c2
a1

b2
a1

+
a2 ( a1σ2 － c2槡 )

a1
≥ 0，

σ2 ＞
b22
a1a2

+
c2
a

























1

( 25)
其中 σ*

2 为使得问题( 24) 可行的最小跟踪误差．
证明 记 v = yTμ．能重写式( 24) 为
max
y，v

μTy

s． t． ( ( － v) + )
2 + yTΣy≤ σ2，

MTy = d，
eTy = 0，
μTy = v

( 26)

在此，把 v 作为辅助变量． 则该问题的 Lagrange
函数为

L( y，v; λ21，λ22，λ23 ) =

μTy － λ21e
Ty － λT

22 ( M
Ty － d̂) －

λ23［( ( －v) + )
2 +yTΣy－σ2］－λ24 ( μ

Ty－v)
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其中 λ21 ∈ Ｒ，λ22 ∈ Ｒp，λ23 ≥ 0 和 λ24 ∈ Ｒ 是

Lagrange 乘子． 设( y*2 ，v
* ) 是问题( 26) 的最优

解，则解对( y*2 ，v
* ) 满足如下最优性条件

L
y

= － 2λ23Σy
*
2 － λ21e － Mλ22 +

( 1 － λ24 ) μ = 0

L
v

= － 2λ23 ( － v* ) + + λ24 = 0

( ( － v* ) + )
2 + ( y*2 )

TΣy*2 = σ2

MTy*2 = d，eTy*2 = 0，μTy*2 = v















*

( 27)

根据式( 27) 中的第 1 个方程，有

y*2 = － 1
2λ23
［λ21Σ

－1e+Σ －1Mλ22 －( 1－λ24) Σ
－1μ］

将 y*2 代入到方程 MTy*2 = d中，得到

λ22 = －［λ21A
－1MTΣ －1e + 2λ23A

－1d －

( 1 － λ24 ) A
－1MTΣ －1μ］

其中 A = MTΣ －1M． 继续将 λ22 代入 y*2 并应用引
理 4，则有

y*2 = 1
2λ23
［( 1 － λ24) Σ

－1Bμ － λ21Σ
－1Be +

2λ23Cd］

结合方程 eTy*2 = 0，即有

λ21 = ( 1 － λ24 )
b1
a1

+
2a0

a1
λ23

注意到1－λ24 =1－2λ23( － v
* ) + ． 因此，y

*
2 能够简化为

y*2 = 1
2λ23

－(－v* )( )+ Σ －1Bμ －
b1
a1
Σ －1B( )μ +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

将 y*2 代入到式( 27) 中的最后一个方程 μTy*2 =

v* 中，得到

1
2λ23

=
a1v

* － ( a1b0 － a0b1)
a1c1 － b21

+( － v* ) + ( 28)

另外，将 y*2 代入到式( 27) 中的第 3 个方程中，可

以得到
1

2λ23
的另一个表达式为

1
2λ23

= 1
a1c1 － b21
{ ( a1c1 － b21) ［a1σ2 －

( a1c0 + a2
0) － a1( ( － v* ) + )

2］} 1 /2 + ( － v* ) +
( 29)

因此，结合式( 28) 和( 29) ，并注意到引理 4，则
v* 必定满足下面二次方程

a2
1 ( v

* ) 2 + a1a2 ( ( － v* ) + )
2 － 2a1b2v

* +
b22 － a2 ( a1σ2 － c2 ) = 0 ( 30)

下面根据 b2 的符号讨论方程( 30) 的解．
1) b2≥0． 注意到 v* = μTy*2 ＞ 0是自融资策
略 y*2 超额期望收益． 因此，一般来讲，v

* 是σ2的增

函数． 于是方程( 30) 只有唯一的有效正值解

v* =
b2
a1

+
a2 ( a1σ2 － c2槡 )

a1
≥ 0 ( 31)

2) b2 ＜ 0． 如果 v* ≤ 0，且 σ2 满足 σ*
2 ≤

σ2 ≤
b22
a1a2

+
c2
a1
，则方程( 30) 的解为

v* =
b2

a1 + a2
+

a1a槡 2 ( a1 + a2) ( a1σ2 － c2) － b槡 2
2

a1( a1 + a2)
≤ 0

( 32)

如果σ2 ＞
b22
a1a2

+
c2
a1
，方程( 32) 右边是正的，因此

方程( 32) 不是方程( 30) 的解． 因此，当 σ2 ＞
b22
a1a2

+
c2
a1
时，方程( 30) 的解仍然是方程( 31) ．

综上所述，方程( 30) 的解总能表示成式( 25)
的形式． 证毕．

3 有效前沿比较

记 Ｒoll 的均值 －方差模型为MV，根据文献
［1］，MV模型的显式解可表示为

ymv = 槡b a σ槡 mv

ac － b槡 2
umv，

umv = Σ －1μ
b － Σ －1e( )a

于是 ymv 的超额期望收益能写成

EEＲmv = μTy*mv = a( ac － b2槡 )
a TEmv

这是超额收益 － 跟踪误差平面 ( 在后文记为
EEＲ-TE平面) 上一条半直线，见下面图 1 和图 2
中标记为 MV 的半直线的上支，其中 TEmv = σmv

为预设的跟踪误差．
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Δ1 = 0，F1 ＞ 0，b2 ＞ 0，a0 ＞ 0 Δ1 = 0，F1 ＞ 0，b2 ＞ 0，a0 ＜ 0
图 1 WCLPM1和 MV 有效前沿相切的情形

Fig． 1 The tangent case of efficient frontiers of WCLPM1 and MV

Δ1 ＞ 0，F1 ＞ 0，b2 ＞ 0，a0 ＞ 0 Δ1 ＜ 0，F1 ＞ 0，b2 ＞ 0，a0 ＜ 0
图 2 WCLPM1和 MV 有效前沿相交的情形

Fig． 2 The intersectant case of efficient frontiers of WCLPM1 and MV

3． 1 模型 WCLPM1的有效前沿

根据定理 4，基于 WCLPM1 约束的跟踪误差

投资组合问题( 9) 的超额期望收益为
EEＲ1 = μTy*1

=
a槡 2

a1
( a1 + a2) TE

2
1 + 2b2TE1 － c槡 2 +

a2

a1
TE1 +

b2
a1

( 33)

其中 TE1 = 2σ1为跟踪误差． 容易证明，在 EEＲ －

TE平面上，EEＲ1关于 TE1 是一条双曲线． 因为方
程( 33) 能转化为

a1a2TE
2
1 － a2

1EEＲ
2
1 + 2a1a2TE1·EEＲ1 +

2a1b2EEＲ1 － ( b22 + a2c2 ) = 0 ( 34)
方程( 34) 的二次项系数构成的行列式满足

a1a2 a1a2

a1a2 － a2
1

= － a2
1a2 ( a1 + a2 ) ＜ 0

因此，根据曲线理论［23］，式( 34) 确实是双曲线方
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程，见图 1和图 2．在这两个图中，a0s1 为WCLPM1

模型的最小方差投资组合，其中

s1 =
2σ1

a0
u + v =

TE1

a0
u + v，

v = Cd
a0

－ Σ －1Be
a1
，

u = Σ －1Bμ －
b1
a1
Σ －1Be

记问题( 9) 的有效前沿为实曲线 WCLPM1，

即双曲线的上分支．为描述 WCLPM1 与 MV模型
的有效前沿之间的关系，需要考虑 WCLPM1 问题

有效前沿的渐近线．不难计算，均值 －WCLPM1的

有效前沿的渐近线可表示为

EEＲ1 =
a2 + a2( a1 + a2槡 )

a1
TE1 +

( a2 +b2)
2 +a1a槡 2 －( a2( a1 +a2槡 ) －b2)

a2

( 35)
令

s = a( ac － b2槡 )
a ，

F1 = s －
a2 + a2( a1 + a2槡 )

a1
，

Y1 =
( a2 +b2)

2 +a1a槡 2 －( a2( a1 +a2槡 ) －b2)
a2

易见，Y1 是渐近线( 35) 在 EEＲ轴的截距，并满足
Y1 ＞ 0，当 b2 ＞ 0

Y1 = 0，当 b2 = 0

Y1 ＜ 0，当 b2 ＜
{

0
因此，完全决定了渐近线在 EEＲ 轴上截距的位置．
注意到 b2 的符号依赖于权值向量 d，因此，WCLPM1

的有效前沿的位置完全由向量d确定．基于F1和 b2，
能得到如下简单的观察．
观察 1 F1 是个非负数．
因为 F1 是半直线MV与渐近线( 35) 的斜率之

差，如果 F1 ＜ 0，这就意味着半直线 EEＲmv 的斜率

比渐近线( 35) 的小，则在相同 EEＲ-EＲ平面上，存在

实数TÊ，对于所有 TE ＞ TÊ时，EEＲ1 ＞ EEＲmv 成

立． 但是这是不可能的，因为如果令 TE→∞，则均
值 － WCLPM1 和MV的方差约束将不起作用．此时

WCLPM1问题的可行集实际上是MV问题的子集，因
此MV 问题的有效前沿在 WCLPM1 的上方，这与

EEＲ1 ＞ EEＲmv 矛盾，这就得到观察 1的结论．
观察 2 F1 = 0和 b2 ＞ 0不能同时成立．
观察 2可以通过类似观察 1的方法分析．
观察3 当b2≤0时，WCLPM1和MV的有效前

沿不相交．
当b2≤0时，有 Y1≤0，则WCLPM1和 MV的

有效前沿相交的必要条件是 F1 ＜ 0，这与观察 1
矛盾．
现在，考虑 F1 ＞ 0的情形，此时，EEＲmv 的斜率

比渐近线( 35) 斜率大．令
Δ1 = ( b22 + a2c2) ( 1 + 2s) － a1c2s

2

下面的命题描述了WCLPM1 和MV的有效前沿之间
的关系．
命题 1 1) 如果 Δ1 = 0，F1 ＞ 0且 b2 ＞ 0，则

WCLPM1和MV的有效前沿在点TE =
c2s

b2( 1 + 2s) 处

相切，切点所对应的投资组合为

yt =
c2
b2 Σ －1Bμ －

b1
a1
Σ －1( )Be +

a0
Cd
a0

－ Σ －1Be
a( )
1

2) 如果 Δ1 ＞ 0，F1 ＞ 0且 b2 ＞ 0，则均值 －
WCLPM1 和 MV的有效前沿是相交的．

证明 根据 EEＲ1和 EEＲmv的超额期望收益

方程，解如下方程组

EEＲ =
a槡 2

a1
( a1 + a2 ) TE

2 + 2b2TE － c槡 2 +

a2

a1
TE +

b2
a1
，












EEＲ = sT

( 36)

则方程组( 36) 有有效解的条件为 Δ1≥0，F1 ＞ 0

和 b2 ＞ 0． 如果Δ1 = 0，这表明WCLPM1和MV的
有效前沿是相切的，那么方程( 36) 有唯一解

TE t =
c2 s

b2 ( 1 + 2s) ． 将TE t代入定理2的 y*1 中，并

令 2σ1 = TE t，可以得到切点投资组合，记为 y t，
这即是命题的第 1 个结论．第 2 个结论是显然的，
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因为 Δ2 ＞ 0，F1 ＞ 0 和 b2 ＞ 0． 证毕．

对于WCLPM1的最优投资组合 y
*
1 ，定义其信

息比为

IＲ =
μTy*1
TE1

则容易证明命题1中的 yt即是WCPLM1问题最优

解中最大信息比投资组合．特别，当 p = 1且 b2 ＞
0 时，Δ1 能简化为

Δ1 =
2a1 sd

2
1 ( ac － b2 )
eTΣ －1e1

＞ 0．

由 Δ1 ＞ 0易知，WCLPM1 和 MV的有效前沿
在 p = 1和 b2 ＞ 0时必相交．因此，存在“超 － MV

区域”，使得这个区域内所有投资组合均有超越
MV问题的期望收益率，见图 2( a) ． 这也表明，在
WCLPM1模型中，即使某些资产被权值约束限制，

但是仍然能够获得较好的期望收益率．
3． 2 模型 MV-MWC 和 WCLPM2 的有效前沿

根据定理 3 和定理 5，问题 MV-MWC 和
WCLPM2 的超额期望收益能表示为

EEＲMV-MWC = μTy*σ0

=
b2
a1

+
a2 ( a1TE

2
MV-MWC － c2槡 )
a1

EEＲ2 = μTy*2 = v*

( 37)

其中 TEMV-MWC = σ槡 0 ． 通过重新整理定理5中 v
*

的各项，得到，当 b2 ≥ 0 时，有

EEＲ2 =
b2
a1

+
a2 ( a1TE

2
2 － c2槡 )

a1
( 38)

其中 TE2 = σ槡 2 ．当 b2 ＜ 0 时，有

EEＲ2 =

a1a槡 2 ( a1 +a2) ( a1TE
2
2 －c2) －b槡 2

2

a1( a1 + a2)
+

b2
a1 + a2
，σ*

2 ≤ TE2
2 ≤

b22
a1a2

+
c2
a1

b2
a1

+
a2( a1TE

2
2 － c2槡 )

a1
，

TE2
2 ＞

b22
a1a2

+
c2
a



















1

( 39)

易知，当 b2 ＞ 0时，WCLPM2 和MV-MWC具有相

同的有效前沿，均是一条双曲线的上分支( 见图

3) ，图中的 a0v是MV-MWC的最小方差组合．而当
b2 ＜ 0 时，根据式( 39) ，WCLPM2 的有效前沿由

两曲线连接而成．

因为当 b2≥0时，WCLPM2和MV-MWC 具有

相同有效前沿，而当 b2 ＜ 0且 TE2
2 ＞

b22
a1a2

+
c2
a1
时，

两个模型仍然具有相同的有效前沿，因此，他们的

有效前沿有相同的渐近线，为

EEＲ2 =
a1a槡 2

a1
TE2 +

b2
a1

( 40)

令F2 = s －
a1a槡 2

a1
，则对于 F2≤0和 b2≤0，

能够得到类似于 WCLPM1 的 3 个观察．下面仅考

虑 p = 1 的特殊情形，注意到此时 b2 能够简化为

b2 =
abd1

s eT1umv

则定理 2 中的最大化信息比 y*IＲ 能进一步表示为

y*IＲ =
d1

eT1umv

Σ －1μ
b － Σ －1e( )a

易知，此时的 y*IＲ 事实上是当

TE = ac － b槡 2

槡a
d1

beT1umv

时的模型 MV的解．注意到 y*IＲ 也是 MV-MWC 的

解．因此，如果 bd1e
T
1umv ＞ 0，即得到 b2 ＞ 0，则在

EEＲ － TE平面上，WCLPM2 ( 或MV-MWC) 和MV

的有效前沿在

TE = ac － b槡 2

槡a
d1

beT1umv

处相切，见图 3( a) ．如果 bd1e
T
1umv ＜ 0，这时 b2 ＜

0，则 WCLPM2 下半支将和 MV的下半支在

TE = － ac － b槡 2

槡a
d1

beT1umv

处相切．因此，在单权值约束情形下，WCLPM2 和

MV的有效前沿总是相切，不会相交，也不会相

离．那么在多元权值约束下是什么样的呢?来看下
面的命题，其证明与命题 1 类似，略去．
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p = 1，b2 ＞ 0 p1 ＞ 1，b2 ＞ 0，Δ2 ＜ 0
图 3 MV-MWC 和 MV 有效前沿相切的情形

Fig． 3 The tangent case of efficient frontiers of MV-MWC and MV

命题 2 当 p ＞ 1时，如果 Δ2 = 0，b2 ＞ 0和
F2 ＞ 0成立，则WCLPM2 和MV的有效前沿是相
切的，而且切点所对应的投资组合正是具有最大

信息比的投资组合 y*IＲ ; 在其他情形下，两个有效
前沿是相离的，其中

Δ2 = ( b22 + a2c2 ) － a1c2 s
2

不像 p = 1的情形，当 p ＞ 1时，WCLPM2 和

MV不总是相切的． 这种情形并不奇怪，因为当
p ＞ 1 时，更多的资产受到权值限制，这必能导致
相对更小的超额期望收益．值得一提的是，切点处
的投资组合 y*IＲ 与命题 1 中的投资组合 yt 事实上

是相同的．这表明两个事实: 1) 如果MV的有效前
沿和 WCLPM1 或 WCLPM2 的有效前沿相切，则切

点必定有最大的信息比;2) 当b2 ＞ 0时，WCLPM1和

WCLPM2 具有相同的最大信息比投资组合，但在两

个问题中所对应的跟踪误差不相同．
最后，考虑 b2 = 0的特殊情形．根据前面的分

析，WCLPMm ( m = 1，2) 的有效前沿完全由 b2 的
符号决定．如果 b2 = 0，则有 Y1 = Y2 = 0．这就意
味着渐近线( 35) 、( 40) 和半直线MV在TE = 0处
是相交的，但 WCLPMm ( m = 1，2) 的有效前沿和
MV 不会相交． 如果进一步有 d = 0，则
WCLPMm( m = 1，2) 的有效前沿就退化成了一条半
直线．特别，当p = 1时，WCLPM2( 或MV-MWC) 退化
后的半直线与半直线MV会重合．
3． 3 静态比较
为了进一步了解模型WCLPMm ( m = 1，2) 和

均值 － 方差模型，比较两类模型随跟踪误差变化
时，收益率的变化情形．因为 Ｒoll的MV模型没有
考虑权值约束，而 WCLPM2 和 MV-MWC 两个模
型有效前沿是重合的． 故为了简单，在此仅考虑
WCLPM1和MV-MWC 两个模型的静态比较．根据
方程( 33) 和( 37) 中关于 EEＲ1及 EEＲMV-MWC的表

达式，不难得到如下收益率关于跟踪误差的导数

表示式

EEＲ1

TE
=

a槡 2

a1

2( a1 +a2) TE

( a1 +a2) TE
2 +2b2TE－c槡 2

+
a2

a1

( 41)
EEＲMV-MWC

TE
= 1

a1

2a1a2TE

a2 ( a1TE
2 － c2槡 )

( 42)

基于式( 41) 和( 42) ，有如下命题，其证明是直接
的，略去．
命题 3 如果 b2 ＞ 0，则必定存在一个 TE* ，

使得

EEＲ1

TE TE = TE*
=
EEＲMV-MWC

TE TE = TE*

即当 TE ＜ TE* 时，有

EEＲ1

TE
＜
EEＲMV-MWC

TE
而当 TE ＞ TE* 时，有

EEＲ1

TE
＞
EEＲMV-MWC

TE
．

如果 b2 ＜ 0，则对于任意使得两个问题可行的
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TE ＞ 0，均有

EEＲ1

TE
＞
EEＲMV-MWC

TE
命题 3表明，当 b2 ＞ 0时，如果恰当控制 TE，

使得 TE ＜ TE* ，则模型 WCLPM1 得到的组合收

益变化随 TE的变化要比模型 MV-MWC 小，因此
相对更稳定，对应投资组合调整较小．但是如果跟
踪误差继续增大时，模型 WCLPM1 的收益随 TE

的变化增大，因此对应的投资组合调整会更大．图
4和图5是这两个模型分别在 b2 ＞ 0和 b2 ＜ 0时，
其有效前沿及收益对跟踪误差导数的变化图． 在
图 4 中，中间的间隔线是 TE* 所在的位置．
使用第 4 节的实验例子表明，在 p = 2，b2 =

0． 249 8时，临界值 TE* = 0． 085 1 ＜ 10%．因此，
如果跟踪误差不大时，模型 WCLPM1 无论是跟踪

性能还是超额收益，均比均值 － 方差模型优越．

图 4 模型 WCLPM1和 MV-MWC 的有效前沿及其收益对跟踪误差导数在 b2 ＞ 0 时的比较
Fig． 4 The comparisons of the efficient frontiers and the derivative of returns to error in models WCLPM1 and MV-MWC under the case of b2 ＞ 0

图 5 模型 WCLPM1和 MV-MWC 的有效前沿及其收益对跟踪误差导数在 b2 ＜ 0 时的比较
Fig． 5 The comparisons of the efficient frontiers and the derivative of returns to error in models WCLPM1 and MV-MWC under the case of b2 ＜ 0
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4 数值试验

数值试验中，比较了 WCLPM1，MV-MWC、
IＲ-MWC( 见问题 ( 13 ) ) 和 MV 模型的性能．
为了能和文献［19］中的单权值进行比较，本文

的数值例子来自于文献［19］，并考虑了存在两
个权值约束的情形． 在文献［19］所考虑的例子
中，假设存在 5 个国内资产，分别记为( wd

1，w
d
2，

wd
2，w

d
4，w

d
5 ) 和两个国外资产，记为( w

f
6，w

f
7 ) ． 所

有资产的期望年收益率和方差 － 协方差矩阵见
表 1 ．

表 1 7 个资产的年收益率 μ 和协方差矩阵 Σ

Table 1 Ｒeturn μ and covariance matrix Σ of seven assets

资产 wd
1 wd

2 wd
3 wd

4 wd
5 wf

6 wf
7

μ 0． 12 0． 11 0． 12 0． 12 0． 14 0． 16 0． 17

Σ

0． 048 4 0． 023 1 0． 016 5 0． 013 2 0． 023 1 0． 008 8 0． 012 3

0． 023 1 0． 122 5 0． 026 2 0． 021 0 0． 036 7 0． 014 0 0． 019 6

0． 016 5 0． 026 2 0． 062 5 0． 015 0 0． 026 2 0． 010 0 0． 014 0

0． 013 2 0． 021 0 0． 015 0 0． 040 0 0． 021 0 0． 008 0 0． 011 2

0． 023 1 0． 036 7 0． 026 2 0． 021 0 0． 122 5 0． 014 0 0． 019 6

0． 008 8 0． 014 0 0． 010 0 0． 008 0 0． 014 0 0． 040 0 0． 016 8

0． 012 3 0． 019 6 0． 014 0 0． 011 2 0． 019 6 0． 016 8 0． 078 4

考虑如下两种情形的权值约束

p = 1 ∶ w f
6 + w f

7 = 0. 2;

p = 2 ∶
w f

6 + w f
7 = 0. 2

wd
1 + wd

3 ={ 0. 15
相应的矩阵 M分别为

M = ( 0，0，0，0，0，1，1) T

MT =
1 0 1 0 0 0 0[ ]0 0 0 0 0 1 1

对于这两种情形的权值约束，分别计算了 a0，b2，
F1，F2，Δ1 和 Δ2，见表 2．

表 2 a0，b2 和其他相关量分别在 p = 1 和 p = 2 时的值

Table 2 The values of a0，b2 and other parameters at p = 1 or p = 2

参量 a0 b2 TEmin TEmax F1 F2 Δ1 Δ2

p = 1 0． 121 8 0． 334 4 0． 039 3 0． 056 8 0． 141 7 0． 148 8 0． 059 5 0

p = 2 0． 006 7 0． 249 8 0． 048 8 0． 051 9 0． 142 4 0． 149 4 0． 006 9 － 0． 027 9

因为 b2 ＞ 0，因此，WCLPM2和MV-MWC 是
相同的．由于 F1 ＞ 0、b2 ＞ 0和 Δ1 ＞ 0，根据命题
1，对于 WCLPM1 的有效前沿，存在“超 － MV 区
域”，因此，如果跟踪误差满足 TE ∈ ［TEmin，

TEmax］，WCLPM1 将能获得比 MV 更大的期望收
益率，其中

TEmin = max{ 2σ*
1 ， σ*槡 mv } ，

σ*
1 、σ

*
mv是使得WCLPM1可行的最小跟踪误差，而

TEmax 为 WCLPM1 的有效前沿与 MV 较大交点处
对应的跟踪误差值． 选取 TE1 = 5% 和 TE1 =

10%两个跟踪误差进行数值试验，所有数值结果
分别见表 3 和表 4．从这两个表中能有如下结论:

1) 当 p = 1 且跟踪误差取值较小时( TE1 =

5%) ，在所有被考虑的模型中，WCLPM1 有最好

的期望收益( μ* ) 和信息比( IＲ* ) ，并且比模型

IＲ-MWC 所得到的信息比更好，这也证实了
WCLPM1中确实存在“超-MV区域”．当跟踪误差
提高到 10%时，所有模型的期望收益均相应增
加． 特别，MV 的期望收益从 13． 36% 提高到
14. 51%，超过了 WCLPM1 的期望收益 13． 95%．
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另外，随着跟踪误差增加，WCLPM1 和 MV-MWC
的信息比呈下降趋势，MV 的信息比保持不变．
这个现象并不奇怪，因为 a) MV 没有权值约束
限制，其收益变化的空间较大; b) 对于较大的
跟踪误差，最坏情形下 LPM 模型实际上是更保
守的．

2) 与单权值相比较，当 p = 2 时，除了
IＲ-MWC外，与权值有关的WCLPM1 和 MV-MWC
模型的期望收益均呈下降趋势，所有与权值有关

的模型的信息比均呈下降趋势． 这个结果是预料
之中的，因为每增加一个权值约束，对资产配置就

进行了相应限制，这直接影响配置性能．感到意外
的是，在跟踪误差较小时，在所有被考虑的模型

中，WCLPM1仍然具有最好的期望收益和信息比．
这个事实进一步表明，鲁棒 WCLPM1 在跟踪误差

较小时比 MV，MV-MWC 和 IＲ-MWC 具有更好的
性能．

3) 在表 3 和表 4 的第 10 列中，Tσ =

( w* ) TΣw槡 * ，表示投资组合 w* 的标准差，根据

Tσ 不难发现，WCLPM1 所得到的最优组合具有相

对最大的波动率，其次是模型 IＲ-MWC．因此，如
果单独考虑波动率，WCLPM1具有高风险性，则具

有高收益是不足为奇的．但 WCLPM1 具有较好的

信息比，这表明，WCLPM1的单位风险承载了更多

的期望收益．
4) 在对 WCLPM1，MV-MWC 和 MV 模型的
超额收益关于跟踪误差和权值约束的进一步灵敏

性分析表明( 见表 5) ，WCLPM1 模型的收益变化

明显更稳定，并且权值约束个数变化对 WCLPM1

的超额收益的影响也最小．
表 3 在 p = 1 情形下的最优解和性能比较

Table 3 The optimal solutions and their comparisons under the case p = 1

wd
1 wd

2 wd
3 wd

4 wd
5 wf

6 wf
7 μ* Tσ IＲ*

wb 0． 2 0． 2 0． 2 0． 2 0． 2 0 0 0． 122 0

IＲ-MWC 0． 137 9 0． 160 9 0． 154 9 0． 121 8 0． 224 4 0． 115 2 0． 084 8 0． 131 7 0． 173 1 0． 231 4

TE = 0． 05

MV 0． 126 2 0． 153 5 0． 146 4 0． 107 0 0． 229 1 0． 137 1 0． 100 8 0． 133 6 0． 172 3 0． 231 4

MV-MWC 0． 132 7 0． 134 8 0． 150 2 0． 116 2 0． 266 0 0． 092 8 0． 107 2 0． 133 0 0． 177 6 0． 220 9

WCLPM1 0． 127 5 0． 108 9 0． 145 6 0． 110 6 0． 304 7 0． 070 5 0． 129 5 0． 134 4 0． 183 4 0． 247 1

TE = 0． 10

MV 0． 052 4 0． 107 0 0． 092 8 0． 014 0 0． 258 2 0． 274 2 0． 201 6 0． 145 1 0． 175 4 0． 231 4

MV-MWC 0． 112 8 0． 035 2 0． 132 3 0． 094 7 0． 425 1 0． 007 0 0． 193 0 0． 138 1 0． 205 6 0． 160 8

WCLPM1 0． 101 7 0． 006 8 0． 127 2 0． 088 5 0． 470 4 － 0． 017 4 0． 217 4 0． 139 5 0． 216 1 0． 175 2

表 4 在 p = 2 情形下的最优解和性能比较

Table 4 The optimal solutions and their comparisons under the case p = 2

模型 wd
1 wd

2 wd
3 wd

4 wd
5 wf

6 wf
7 μ* Tσ IＲ*

IＲ-MWC 0． 058 0 0． 175 1 0． 092 0 0． 204 9 0． 270 0 0． 105 5 0． 094 5 0． 132 6 0． 180 7 0． 197 6

TE = 0． 05

MV 0． 126 2 0． 153 5 0． 146 4 0． 107 0 0． 229 1 0． 137 1 0． 100 8 0． 133 6 0． 172 3 0． 231 4

MV-MWC 0． 057 7 0． 195 0 0． 092 3 0． 213 3 0． 241 6 0． 121 5 0． 078 5 0． 131 7 0． 178 2 0． 193 3

WCLPM1 0． 058 3 0． 150 9 0． 191 7 0． 194 7 0． 304 3 0． 086 0 0． 114 0 0． 133 7 0． 184 7 0． 234 3

TE = 0． 10

MV 0． 052 4 0． 107 0 0． 092 8 0． 014 0 0． 258 2 0． 274 2 0． 201 6 0． 145 1 0． 175 4 0． 231 4

MV-MWC 0． 059 4 0． 060 4 0． 090 6 0． 156 6 0． 433 0 0． 013 2 0． 186 8 0． 137 9 0． 207 1 0． 159 3

WCLPM1 0． 059 8 0． 028 5 0． 090 2 0． 143 2 0． 478 3 － 0． 012 4 0． 212 4 0． 139 4 0． 213 7 0． 174 1
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表 5 模型 MV，MV-MWC 及 WCLPM1对 TE 及权值约束的

灵敏性比较

Table 5 The sensitivity comparisons of models MV，MV-MWC

and WCLPM1 with respect to TE

模型 Δμ* ΔTσ ΔIＲ*

跟踪误差由 TE = 0． 05 变化到 TE = 0． 10，其中 p = 1 固定

MV 0． 011 5 0． 003 1 —

MV-MWC 0． 005 1 0． 027 0 － 0． 060 1

WCLPM1 0． 004 9 0． 032 7 － 0． 071 9

权值约束由 p = 1 变化到 p = 2，其中 TE = 0． 05 固定

MV-MWC － 0． 001 3 0． 000 6 － 0． 027 6

WCLPM1 － 0． 000 7 0． 001 3 － 0． 012 8

5 结束语

本文研究了具有多元权值约束的鲁棒积极投

资组合问题，通过使用最坏情形下的 m( = 0，1，
2) － 阶下偏距来度量投资组合的损失，探索了问

题的解析解，并分析各种情形下所考虑问题的有

效前沿和性质． 通过投资组合问题的有效前沿，
给出 WCLPMm ( m = 1，2) ，MV-MWC和MV模型
有效前沿相切、相交和相离的条件． 特别是，发现
在跟踪误差较小时，WCLPM1 能获得比无权值约

束MV模型更好的期望收益和信息比． 因此，总体
来讲，WCLPM1具有相对更好的吸引力．本文所获
得的结果对资产定价、投资组合性能度量和其他
相关问题均是非常有价值的．
基于本文的研究，能进一步开展一些有趣的

工作，如: 在本文提出的模型中加入无风险资产，

分析无风险资产对有效前沿的影响是非常有意义

的． 在本文所得到的解析解中，是否具有 K － 基
金分离公式的特点，最小的 K 是 2 吗?另外，为了
探索解析解，虽然没有对资产收益分布进行假设，

但是却假设资产收益和波动率是已知的，如果引

入参数不确定集，并增加卖空限制，那么，如何进

行数值求解，也是非常有意义的问题．
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Ｒobust LPM active portfolio selection with multiple weights constraints

LING Ai-fan1，YANG Xiao-guang2，TANG Le3
1． Ｒesearch Centre of Applied Finance，School of Finance，Jiangxi University of Finance ＆ Economics，Nan-

chang 330013，China;
2． Academy of Mathematics ＆ Systems Science Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China;
3． Jiangxi University of Technology，Nanchang 330098，China

Abstract: The return of portfolios will be limited when one uses the variance of portfolio to control risk． Com-
pared with the shortcoming of the variance，lower partial moment ( LPM) is paid close attention by many re-
searchers due to the fact that LPM controls only the risk of portfolios without limiting the return． But，under
the assumption of non-normal distribution，one can not generally obtain the analytic properties of LPM models．
Motivated by these facts，under the assumption of uncertainty distribution，we propose a class of robust track-
ing error portfolio selection problems with multiple weights constraints in which we use the worst-case lower
partial moment ( LPM) to measure the loss of portfolios． The analytic solutions of the proposed robust models
with-order LPM constraints are obtained． Some interesting and novel results are found based on the geometrical
presentations of efficient frontiers． The numerical comparisons indicate that the proposed robust models have
much better performance than the classical mean-variance model．
Key words: robust portfolio selection; active portfolio management; tracking error; downside risk measure;

weights constraint
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