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利率带有跳跃情形下的信用衍生品定价研究
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摘要: 考虑作为风险因素的利率的跳跃，以研究信用衍生品的定价问题． 通过影响信用衍生品

参考债务实体违约概率相应的违约强度，利率的跳跃对信用衍生品的定价将产生影响． 为此，

令描述各个状态变量变化的随机过程是交叉激励的，以体现各事件之间的依赖关系． 在线性—
二次跳跃—扩散框架下给出了一般定价模型，并可通过 Ｒiccati 方程组对其进行求解． 最后，在

特定的随机过程下，将所得定价模型应用在 CDS 上，并给出定价公式的显性表达式，以作

举例．
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0 引 言

本文的主要目的是将利率的跳跃作为一个风

险因素加以考虑，以研究信用衍生品的定价，并在

线性—二 次 跳 跃—扩 散 ( LQJD，linear-quadratic
jump-diffusion) 框架下给出一般定价模型． 在经济

处于不同发展阶段时，货币政策相应的随之改变，

从而使得利率处于加息周期或者降息周期中．
2008 年金融危机爆发之后，全球经济处于衰退阶

段，各国为刺激经济发展纷纷连续降低利率． 而当

经济回归到正常轨道时，或者在通货膨胀压力等

宏观经济因素的推动下，各国经济又将会处于加

息周期中． 因此，在加息周期中，根据央行的货币

政策目标，利率上调将会频繁发生，并且在利率上

调到一定水平时，利率的跳跃将影响金融衍生品

尤其是对利率敏感的衍生品的定价． 同样，利率连

续频繁的下调也会影响对利率敏感的衍生品的

定价．
确切地讲，利率的跳跃不仅会影响利率衍生

品( 例如债券) 的价格，同时还会对信用衍生品的

定价产生影响． 当利率连续上调时，显著的影响是

所造成的流动性紧张将会导致部分企业资金链断

裂以致破产． 在这种情况下，除了其它不可预测的

因素以外，信用衍生品参考债务实体 ( 如企业发

行的债券) 的违约概率将会随着利率的正向 ( 负

向) 跳跃而明显增加 ( 降低) ． 尤其是当经济仍处

于调整阶段时，通货膨胀压力下的利率连续上调，

将会加剧企业现金流状况的恶化，使得企业破产

的概率随着利率正向跳跃的发生而大增，进而增

高债券的违约概率． 由此可见，利率的跳跃与信用

衍生品参考债务实体违约概率之间具有依赖关

系． 若不将利率的跳跃作为风险因素加以考虑，那

将不能准确地定价信用衍生品，以致增加系统信

用风险． 因此，需要考虑信用衍生品参考债务实体

违约概率与利率跳跃之间的依赖关系，更准确地

定价信用衍生品( 如 CDS、Loan CDS 等) ． 本文的

主要思想是在加息周期中利率上调到一定水平

时，利率的跳跃将影响到违约强度，而违约强度是
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与描述参考债务实体违约时刻的计数随机过程相

对应的． 那么，利率中的跳跃便作为状态变量，在

影响利率的同时也影响了另外一个状态变量———
违约强度，进而影响到违约时刻的发生概率． 这

样，描述各个状态变量变化的随机过程将是交叉

激励( cross-exciting) 的，Errasi 等［1］也已提出了类

似的思想②．
已有的众多实证结果表明利率存在明显的跳

跃特征，并且越来越多的相关文献在利率期限结

构的 研 究 中 考 虑 利 率 的 跳 跃，见 Das［2］、Farn-
sworth 和 Bass［3］、Johannes［4］、Piazzesi［5］、Jarrow
等［6］、Hong 等［7］、林海和郑振龙［8］、张金清和周

茂彬［9］、吴吉林等［10］、范龙振［11］及其中的参考文

献． 除了以上研究结果，由于利率大幅度的变化是

由不可预测的市场信息所引发的，上述部分文献

还考虑如下的实证事实，即跳跃的强度是随机的

并且随时间变化． 例如，Johannes［4］允许跳跃的强

度是短期利率的函数． Piazzesi［5］假设跳跃的强度

在大部分时间内是常值，但在联邦公开市场操作

委员会( FOMC) 会议期间，利率是一些状态变量

( 如利率的波动率、短期利率、联邦基金目标利

率) 的线性函数． 此外，Jiang 和 Yan［12］讨论了一

般形式的跳跃强度，其中的特例可视为文献［4］
和［5］的拓展． 类似于跳跃的强度是随机的，梁世

栋、郭仌和方兆本［13］在违约强度为随机过程以及

违约强度与利率相关的条件下，构造了信用风险

期限结构的框架性模型，但作者只考虑了扩散随

机过程，并没有将利率跳跃的情形考虑进去，因而

所给出的模型对于信用衍生品的定价并不是十分

合理．
除了将跳跃—扩散过程应用在利率期限结构

中，亦有众多文献研究跳跃—扩散过程下的可违

约债券的定价和信用价差( credit spread) 的期限

结构． 例如，Duffie 和 Lando［14］发现，由不完全的

会计信息造成的跳跃能够使得债券的价格在其违

约时刻附近发生急剧的下跌． Manson 和 Bhatta-
charya［15］在结构模型( structural model) 的框架下，

针对跳跃过程讨论了可违约债券的定价问题． 基

于这些研究成果，Zhou［16］发展了结构模型，通过

利用一般的跳跃—扩散过程描述企业价值的动态

变化，给出了新的可违约债券定价模型，并且该模

型能够更容易生成不同的信用价差期限结构．
尽管利率的跳跃已被用在利率期限结构的研

究中，但已有的信用衍生品定价模型都没有将利

率的跳跃作为风险因素加以考虑，这些模型将利

率作为常数或者连续变化的状态变量对待，例如

Hull 和 White［17］，Chen 等［18］及其中的参考文献．
为了将利率的跳跃纳入到信用衍生品的定价中

去，采 用 包 含 多 个 跳 跃 过 程 的 LQJD 框 架 ( 如

Cheng 和 Scaillet［19］) ． 将它用于衍生品定价的主

要原因是，该模型包含了仿射跳跃—扩散 ( affine
jump-diffusion，AJD) 模型和二次高斯模型 ( quad-
ratic Gaussian，QG) 的优点． AJD 模型允许状态变

量发生跳跃，但不能反映出所要描述变量的非线

性特征( 见 Ait-sahalia［20］、Ahn 和 Gao［21］以及 Dai
和 Singleton［22］) ． Dai 和 Singleton［22］、Backus 等［23］

进一步发现 AJD 模型的拟合程度只有在损失其

所描述状态变量( 如利率) 的正定性时才能够有

显著的改进． 而 QG 模型可以解决上述问题，见

Chen 等［18］、Ahn，Dittmar 和 Gallant［24］ 以及 Leip-
pold 和 Wu［25 － 27］中的例子． 然而，当 QG 模型中带

有跳跃时，对该模型无法进行更深入地解析求解

( analytical tractable) ( 见 Chen 等［28 － 29］) ． LQJD 模

型则将非线性、跳跃、状态变量的正定性等上述重

要特征全部包括在内，并且利用 Duffie 等［30］的方

法，可对 LQJD 模型进行解析求解，尽管求解过程

更加复杂．
如上所述，利率的跳跃将对违约时刻相应的

违约强度产生一定影响，进而影响违约概率的大

小． 这样，描述利率与违约强度变化的随机过程便

是交叉激励的． 此外，除了利率的跳跃带来的冲击

以外，还存在其它不可预测事件对违约概率产生

影响． 为了全面考虑这些因素，本文在 LQJD 框架

下给出一般定价模型并对其进行解析求解，这个

模型可用于信用衍生品的定价． 对此，在特定的随

机过程下，将该定价模型结合简约模型 ( reduced
form model) ，以对 CDS 定价为例加以说明． 最后，

需要指出的是，尽管不是本文所要讨论的内容，但

已有许多学者通过不同的方法并利用历史数据估

计随机过程的参数( 见文献［1，512，18，31］及其

—27— 管 理 科 学 学 报 2014 年 4 月

② 文献［1］将点随机过程( point process) 作为风险因素对待，从而使得描述各个状态变量变化的随机过程是自我激励和交叉激励的．



中的参考文献) ，而这个实证工作将是今后的研

究内容之一．

1 带有利率跳跃的信用衍生品定价

模型

本节将具体介绍考虑利率的跳跃作为风险因

素的信用衍生品定价模型． 首先讨论如何对利率

的跳跃与违约时刻( 或称违约停时) 发生概率之

间的依赖关系进行建模，这样描述各状态变量变

化的随机过程便会交叉激励． 在 LQJD 框架下，将

给出一般情形下的定价模型．
1． 1 LQJD 框架回顾

给定一个概率空间( Ω，F，P) ，其上有右连续

的完全信息 σ － 域流 F = ( Ft ) t≥0，并且违约停时

0 ＜ T1 ＜ T2 ＜ …在该概率空间上有定义． 概率测

度 P 的性质依赖于其应用的领域． 在风险管理中，

P 是实际或者统计测度，而在资产定价中，P 是风

险中性测度． 本文研究的是定价问题，除非有特别

声明，否则后面 P 均指风险中性测度．
首先大致回顾 LQJD 框架． 令 Xt = ( X1 ( t) ，

X2 ( t) ) T 为从给定的 n = ( n1 + n2 ) － 维状态空间

D 上选取的 cadlag 状态向量，且其满足如下的随

机微分方程( SDE)

dXt = μ( t，Xt ) dt + σ( t，Xt ) dWt + dZ t ( 1)

式中，Wt 是( n1 + n2 ) － 维标准布朗运动向量; Z t

为独立于 Wt 的纯跳跃过程，其增长 dZ t 是相互独

立的，且跳跃强度和跳跃幅度的分布函数分别是

λ( t，Xt ) 和 ν( dy，t) ． 此外，只有 Z t 的前 n1 个分量

是非零项; 式( 1) 中的扩散项 μ( t，Xt ) 和协方差

矩阵 σ( t，Xt ) 可分别写成如下形式

μ( t，Xt ) = ( μX1，μX2 )
T，

σ( t，Xt ) σ( t，Xt )
T =

Ω11 Ω12

ΩT
12 Ω[ ]

22

称 Xt = ( X1 ( t) ，X2 ( t) ) T 是线性—二次的，如果

μX1 与 Ω11 的分量及 λ( t，Xt ) 关于 X1 是线性函数

并且是 X2 的二次函数，μX2 与 Ω12 的分量仅关于

X2 是线性函数，并且协方差矩阵Ω22 是时间变量 t
的确定性函数． 对于属于 LQJD 类的状态向量，

Cheng 和 Scaillet［19］ 给出了结构约束条件以及可

容许条件以保证模型是可解析求解的，而上述随

机微分方程 ( 1) 的参数设置满足这两个约束条

件． 关于 LQJD 框架的更多详细内容，可参阅文献

［19］及其中的参考文献．
1． 2 一般定价模型

为了保证利率始终为正值且考虑利率的跳

跃，采用 LQJD 模型来描述利率的变化，即利率

r( t) 是关于 X1 的线性函数与关于 X2 的二次函数

之和． 更一般的，可以增加依赖时间的扩散项以作

调整项( 例如 Scott［32］、Chen 和 Yang［33］) ． 令无风

险利率 r( t) 满足如下的随机微分方程

dr( t) = d{∑
n2

i =1
［li ( t) + y2i ( t) ］} + d( Jt ) ( 2)

式中，li ( t) 是关于时间的函数． Y( t) = ( y1 ( t) ，

…，yn2 ( t) ) T 是二次型状态向量且满足

dyi ( t) = － αi yi ( t) dt + σidWi ( t) ，

i = 1，2，…，n2 ( 3)

式中，αi 和 σi 是常数; Wi ( t) 是标准布朗运动，且

满足 dWi ( t) dWj ( t) = ρijdt，这样 Y( t) 的协方差

矩阵为

σ2
1 ρ12σ1σ2 … ρ1n2σ1σn2

ρ12σ1σ2 σ2
2 … ρ2n2σ2σn2

   
ρ1n2σ1σn2 ρ2n2σ2σn2 … σ2

n















2

( 4)

Jt = ∑
Nt

i = 1
Di 是复合 Poisson 过程且为线性状态变

量，其强度为 λ( Y t，t) 且跳跃幅度的分布函数为

v． 假定跳跃的变换∫eωzdv( z) 对于复数 ω 存在，并

且其导数∫zeωzdv( z) 是有限的．

对于信用衍生品，一般涉及到一个或者多个

与参考债务实体相关联的违约停时，不失一般性，

假定存在 k 个违约停时 T1，T2，…，Tk． 在简约模型

的框架下，违约停时 Ti 等价于强度为 λ i，t 以及具

有单位跳跃幅度的计数过程 Ni，t，即 Ni，t = 1 { Ti≤t} ．
这里，强度 λ i，t 服从一个严格为正的随机过程，使

得对于很小的数 Δ ＞ 0，λ i，t 可以在 E［Ni，t +Δ － Ni，t

| Ft］≈ λ i，tΔ，i = 1，2，…，k 的意义下等于条件均

值到达率 ( conditional arrival rate) ． 在简约模型

中，描述强度变化的随机过程完全决定违约停时

—37—第 4 期 牛华伟: 利率带有跳跃情形下的信用衍生品定价研究



的概率分布．
加息周期中利率的跳跃将会对经济环境带来

冲击，以致促使发生系统信用风险，这种影响可以

从流动性的角度加以分析． 在货币政策收紧的不

同阶段，发生违约事件以及系统性信用风险的概

率各不相同． 在初期阶段，流动性比较充足，出现

违约事件的可能性较低; 在中期阶段，流动性有所

趋紧，出现系统性信用风险的可能性不大，但可能

会发生个别违约事件; 在后期阶段，流动性日益紧

张，某些行业的企业可能发生资金链断裂情况，出

现系统性信用风险的可能性较大． 由此分析可以

得出，当利率到达一定水平时，利率继续发生跳跃

将会影响违约概率 ( 亦即违约强度) 的大小． 同

时，利率跳跃对违约概率的影响程度会不同，该影

响系数依赖于利率的大小、跳跃的次数以及跳跃

的幅度． 因此，利率的跳跃与违约停时相应的强度

过程有如下关系，即跳跃次数越多且利率正向跳

跃的幅度越大，则违约强度增加得越多且违约停

时发生的概率越大． 因此，本文将建立个模型以体

现利率的跳跃与违约概率之间的这种依赖关系．
然而，上述利率的连续上调影响违约概率的分析

并没有相应的实证结果，因而给出如下的假定:

假定 当利率频繁上调且到达一定水平时，

利 率 的 跳 跃 将 会 同 时 影 响 到 违 约 事 件 的 发 生

概率．

正如本小节开始所述，令 Jt = ∑
Nt

i = 1
Di 为描述

利率变化的随机过程的跳跃部分． 根据前面的分

析，Jt 可以作为风险因素对待． 为了体现利率的跳

跃与违约停时发生概率之间的依赖关系，令计数

过程 Ni，t 相应的违约强度满足下面的随机微分

方程

dλ i，t = dＲi，t + δidJt，i = 1，2，…，k
式中，Ｒi，t 为连续项; δi 是敏感系数，是关于利率与

其跳跃幅度的函数，表示违约强度对利率跳跃的

敏感程度，即若 δi 的绝对值越大，则违约强度对于

利率的跳跃更加敏感． 为了对上述模型进行扩

展，令

dλ i，t = dＲi，t + δidJt +∑
m－1

j = 1
［δ jdZ j ( t) ］i，

i = 1，2，…，k ( 5)

式中，Z j ( t) ，j = 1，2，…，m － 1 是其它 k 维跳跃过

程向量，它对于违约强度的影响也是不可预测的．
{ δ j}

m－1
j = 1 是 m － 1 个 k 维对角矩阵，其每个分量为

相应跳跃过程分量的敏感系数． 由于违约强度决

定着违约停时的概率分布，因而本文的模型体现

了利率的跳跃与违约停时发生概率分布之间的依

赖关系． 为了说明这点，给出了利率跳跃过程 Jt 的

样本路径，以及满足式( 5) 的违约强度 λ t 在没有

其它跳跃过程、k = 1 且 dＲt = κ( θ － λ t ) dt时的样

本路径( 见图 1) ． 这里，回归率 κ = 1． 2，回归水平

θ = 0． 5 且敏感参数 δ = 1． Jt 是纯跳跃过程，其在

强度为 c = 2 的 Poisson 时刻独立跳跃且跳跃幅度

服从均值为 J = 2 的指数分布．

图 1 利率跳跃过程 Jt 的样本路径以及违约强度过程 λt 的样本路径

Fig． 1 Sample paths of jump process Jt in interest rate and

the intensity process λt

从上面的参数设置可知，若违约强度过程 λ t

不受利率跳跃过程 Jt 的影响，则 λ t 将在回归水平

θ = 0． 5 附近连续的变动． 而当 λ t 与 Jt 正相关时，

从图 1 可以看到，利率发生正向跳跃，违约强度 λ t

也会随之发生正向跳跃，且使得 λ t 的数值远远高

于其回归水平． 由于违约的发生概率由违约强度

决定，因此图 1 进而表明利率的正向跳跃将显著

提高违约的发生概率．
更一般地，将式( 3) 、式( 5) 及跳跃过程 Jt 写

成向量的形式，即 n － 维状态空间 D 中的状态向

量 Xt = ( X1 ( t) ，X2 ( t) ) T 满足下面类似于式( 1)

的随机微分方程

dXt = μ( t，Xt ) dt + σ( t，Xt ) dWt +

∑
m

j = 1
δ jdZ j ( t) ( 6)

式中，Z j ( t) 是纯跳跃过程且只有前 n1 = k + 1 个
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分量非零，其跳跃幅度在 Ｒn1 上具有固定的概率

分布 v j，强度为 { λ j ( Xt ) ∶ t ≥ 0} 且 λ j ∶ D →
［0，∞ ) ．

为了定价信用衍生品，需要得到关于状态向

量 Xt 的标准变换，这个标准变化是如下定义，即

ψ( g; Xt，t，T) =

E t［exp( － ∫
T

t
Ｒ( s，Xs ) ds) eg( T，XT) ］ ( 7)

式中，E t［·］ = E t［·| Ft］是在 t 时刻之前的信息

{ Ft，t≤ T ＜ ∞ } 下的条件期望． 下面的引理 1 表

明，当函数 g( t，Xt ) 满足式( 8) 时，随机过程

ψ( t，Xt ) = exp( － ∫
T

t
Ｒ( s，Xs ) ds) eg( T，Xt)

是一个鞅，进而可得到 ψ( g; Xt，t，T) = eg( T，Xt) ．
引理 1 如果可积条件成立且函数 g( t，Xt )

满足下面的微分积分方程( PIDE)

g
t

+ μT g
x

+ 1
2 tr［( 

2g
x2

+ g
x( gx)

T

) σσT］+∑
m

j = 1
λ j ( Xt ) ( θ j － 1) = Ｒ ( 8)

式中，θ j = ∫Ｒn1
eg( t，x+δ jz) －g( t，x) dv j ( z) ，j = 1，…，m 且

积分是良好定义的( well defined) ，那么 Ψ( t，Xt )

便是一个鞅．
引理 1 的证明( 见附录 A) 类似于文献［19］

中引理 2． 1 的证明．
注1 在仿射跳跃—扩散模型中，利率 r( t) 、

{ Z j}
m－1
j = 1 的违约强度{ λ j}

m－1
j = 1 和跳跃过程 Jt 的违约

强度 λ t 都是Xt 的线性函数，因而可以对微分积分

方程( 8) 进行求解． 而为了在 LQJD框架下得到式

( 8) 的解，需假设 r( t) 、λ t 和{ λ j}
m－1
j = 1 均是线性—

二次函数，进而式( 7) 中的 Ｒ 也是线性—二次函

数，即令 M = Ｒ，M = r，或者 M = λ j，j = 1，…，m，

则有

M( t，( x1，x2 ) ) = xT
2ΛM ( t) x2 +

aM ( t) Tx1 + bM ( t) Tx2 + cM ( t)
1． 3 标准变换的求解

如在 1． 1 与 1． 2 节中所述，模型( 1) 与( 6) 满

足 LQJD 框架的结构约束条件和可容许条件． 基

于引理 1 中的式( 8 ) ，可以利用文献［30］中的方

法得到标准变换( 7 ) 的解，且得到的解将是指数

线 性 — 二 次 ( exponential linear-quadratic) 函

数． 为了求得该形式的解，首先把式 ( 1 ) 中的扩

散项与协方差矩阵重新写成与式 ( 7 ) 一样的表

达式

μx1 = K10 + K11X1 + K12X2 + ζ( X2 ) ，( K10，K11，K12 ) ∈ Ｒn1 × Ｒn1×n1 × Ｒn1×n1，

ζ( X2 ) = ( XT
2 ζ1X2，…，XT

2 ζn1X2 ) T， ζ1 ∈ Ｒn2×n2，i = 1，…，n1，

μx2 = K20 + K22X2，( K20，K22 ) ∈ Ｒn2 × Ｒn2×n2，

( Ω11 ) ij = ( ω10 ) ij + ( ω11 ) T
ijX1 + ( ω12 ) T

ijX2 + XT
2ijX2，

( ( ω10 ) ij，( ω11 ) ij，( ω12 ) ij，ij ) ∈ Ｒ × Ｒn1 × Ｒn2 × Ｒn2×n2，i，j = 1，…，n1，

( Ω12 ) ij = ( ω20 ) ij + ( ω22 ) T
ijX2，( ( ω20 ) ij，( ω22 ) ij ) ∈ Ｒ × Ｒn2，i = 1，…，n1，j = 1，…，n2，

Ｒ = XT
2ΛＲ ( t) X2 + aＲ ( t) TX1 + bＲ ( t) TX2 + cＲ ( t) ，

( ΛＲ，aＲ，bＲ，cＲ ) ∈ Ｒn2×n2 × Ｒn1 × Ｒn2 × Ｒ，

λ j = XT
2Λλ，j ( t) X2 + aλ，j ( t)

TX1 + bλ，j ( t)
TX2 + cλ，j ( t) ，

( Λλ，j，aλ，j，bλ，j，cλ，j ) ∈ Ｒn2×n2 × Ｒn1 × Ｒn2 × Ｒ，j = 1，…，























m

( 9)

此外，方阵 Ω22 ∈ Ｒn2×n2 是常值对称矩阵，并且方

阵 ζ1，ij，ΛＲ 和{ Λ j}
m
j = 1 也同样是对称的． 上面对

扩散项和协方差矩阵的表达式同样也可以用矩阵

的 Kronecker 算子乘积来表示( 参见文献［19］) ．

将式( 9) 带入到式( 8) 中，便得到函数 g( t，
Xt ) 满足如下方程
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Ｒ = g
t

+ ［K10 + K11X1 + K12X2 + ζ( X2) ］T g
x1

+ ( K20 + K22X2 ) T g
x2

+

1
2 tr［Ω11gx1xT1

+ 2ΩT
12gx1xT2

+ Ω22gx2xT2
］+

∑
m

j = 1
［XT

2Λλ，j ( t) X2 + aλ，j ( t)
TX1 + bλ，j ( t)

TX2 + cλ，j ( t) ］( θ j － 1) ( 10)

为了使用待定系数法来求解函数 g( t，Xt ) ，

假设满足 PIDE( 10) 的解关于状态变量Xt 是线性

—二次函数，即

g( t，Xt ) = XT
2A( t) X2 + B( t) TX2 +

C( t) TX1 + D( t)
并且满足边界条件 g( T，x) = g0 ( x) ． 为了讨论方

便，本文记A = ( A1，…，An2 ) ，B = ( B1，…，Bn2 )
T，

以及 C = ( C1，…，Cn1 )
T ． 对函数 g 求偏导数并代

入到式( 10) 中，再考虑方程( 10) 对任意的状态

变量X都成立，那么在式( 10) 中，X1 和X2 各阶数

的系数都必须为零． 这样便得到了下面的常微分

方程组( ODEs)

－ dA
dt = － ΛＲ +∑

i
Ciζi + ( AK22 + KT

22A) + 2AΩ22A + 1
2∑i，j CiCjij +

∑
i，j

Ci ( A j ( ω22 ) T
ij + ( ω22 ) ijA

T
j ) +∑

m

j = 1
Λλ，j ( θ j － 1) ，

－ dB
dt = － bＲ + KT

12C + K22B + 2AK20 + 2AωT
20C + 2AΩ22B +

1
2∑i，j CiCj ( ω12 ) ij +∑

i，j
CiB j ( ω22 ) ij +∑

m

j = 1
bλ，j ( θ j － 1) ，

－ dC
dt = － aＲ + KT

11C + 1
2∑i，j CiCj ( ω11 ) ij +∑

m

j = 1
aλ，j ( θ j － 1) ，

－ dD
dt = － cＲ + KT

10C + KT
20B + 1

2 C
Tω10C + CTω20B +

1
2 B

TΩ22B + tr( Ω22A) +∑
m

j = 1
cλ，j ( θ j － 1)

























．

( 11)

通过上面的分析便得到如下的定理．

定理 假设技术性的可积条件成立，那么标

准变换( 7) 可以由如下形式给出

ψ( g; Xt，t，T) = Et［exp( － ∫
T

t
Ｒ( s，Xs ) ds) eg( T，XT) ］

= eg( t，Xt) = eX
T
2A( t) X2+B( t) TX2+C( t) TX1+D( t)

( 12)

其中系数函数( A，B，C，D) ∈ Ｒn2×n2 × Ｒn2 × Ｒn1 ×

Ｒ，是在边界条件 g( T，x) = g0 ( x) 下Ｒiccati方程

组( 11) 的唯一解．

信用衍生品的定价问题通常还需要计算扩展

变换  ∶ Ｒn1 × Ｒn1 × D × Ｒ+ × Ｒ +→Ｒ，该扩展变换

 的定义如下

( v，u，Xt，t，T) =

Et［( vX1( t) ) exp( － ∫
T

t
Ｒ( s，Xs ) ds) euX1( t) ］

( 13)

通过在边界条件 g( T，XT ) = uX1 ( T) 下求得标准

变换 ψ 并对 ψ 求偏导数，可以计算扩展变换 ． 特

别是，在包括 θ 可微等特定技术性条件下，能够

得到

( v，u，Xt，t，T) = ψ( g; Xt，t，T) ( XT
2
槇A( t) X2 +

槇B( t) TX2 +槇C( t) TX1
槇+D( t) ) ( 14)

式中，ψ 在 g( T，XT ) = u·X1 ( T) 时由式( 12) 给

出; 系数函数 槇A( t) ，槇B( t) ，槇C( t) 和 槇D( t) 是常微分

方程组

—67— 管 理 科 学 学 报 2014 年 4 月



－ d槇A
dt = ∑

i

槇Ciζi + ( 槇AK22 + KT
22
槇A) + 4槇AΩ22A + 1

2∑i，j ( 槇CiCj + Ci
槇Cj ) ij +

∑
i，j

槇Ci ( A j ( ω22 ) T
ij + ( ω22 ) ijA

T
j ) +∑

i，j
Ci ( 槇A j ( ω22 ) T

ij + ( ω22 ) ij
槇AT

j ) +∑
m

j = 1
Λλ，j ▽ θ j ( δ jC) 槇C，

－ d槇B
dt = KT

12
槇C + K22

槇B + 2AK20 + 2槇AωT
20C + 2 AωT

20
槇C + 2槇AΩ22B + 2AΩ22

槇B +

1
2∑i，j ( 槇CiCj + Ci

槇Cj ) ( ω12 ) ij +∑
i，j

( 槇CiB j + Ci
槇B j ) ( ω22 ) ij +∑

m

j = 1
bλ，j ▽ θ j ( δ jC) 槇C，

－ d槇C
dt = KT

11
槇C + 1

2∑i，j ( 槇CiCj + Ci
槇Cj ) ( ω11 ) ij +∑

m

j = 1
aλ，j ▽ θ j ( δ jC) 槇C，

－ d槇D
dt = KT

10
槇C + KT

20
槇B + CTω10

槇C + 槇CTω20B + CTω20
槇B + BTΩ22

槇B + tr( Ω22
槇A) +

∑
m

j = 1
cλ，jθ j ( δ jC) 槇



























C

( 15)

在边界条件 槇A( T) = 0，槇B( T) = 0，槇C( T) = v以及

D( T) = 0 下的解，并且▽ θ( c) 是 θ( c) 关于 c∈
Ｒn1 的梯度． 这样，便可得到如下的推论．

推论 假设可积条件成立，那么由式 ( 13)

定义的扩展变换  可由式( 14) 与式( 15) 给出．

2 模型在 CDS 定价上的应用

本节在考虑把利率的跳跃作为风险因素的基

础上，讨论如何把上一节给出的一般定价模型应

用在 CDS 的定价上． 包括 CDS 在内的信用衍生品

是与信用违约事件相关的金融创新产品，因此对

于信用衍生品的定价，关键的一点是如何计算违

约停时发生的概率． 目前信用风险定价模型可以

分为两类: 1) 结构模型［34－35］; 2) 简约模型，或者

称为强度模型 ( intensity model) ［30，36－37］． 本节采

用简约模型的框架，结合得到的一般定价模型，在

状态变量满足特定随机微分方程的条件下，给出

CDS 价差( spread) 定价公式的显性表达式．
简约模型假设违约是在没有预期的情况下突

然发生并且服从一个 Poisson 过程． 为了下面的叙

述方便，首先简单介绍简约模型． 如在 1． 1 小节中

已提到的，给定一个概率空间 ( Ω，F，P) ，其上有

右连续的完全信息σ-域流F = ( Ft ) t≥0 ． 在简约模

型中，完整的σ-域流Ft = Ht∨Gt，其中Ht 是违约

相应的计数过程 Nt = 1 { τ≤t} 所产生的 σ-域流，Gt

是表示市场信息产生的σ － 域流，τ代表违约时刻

( 或违约停时) ． 对于计数过程 Nt，对其强度过程

λ t = λ( t) 做出双随机 ( double stochastic) 的假

设，使得{ Nt － ∫
t

0
λsds ∶ t≥ 0} 在测度 P 下是个局

部鞅． 这样 Nt 是个 Cox 过程，即在 σ-域流 Gt 的条

件下，对于 0 ≤ s≤ t，有

P( Nt － Ns = k | Fs ∨ G∞ )

=
( Λt － Λs )

k

k!
e － ( Λt －Λs)

其中 Λt = ∫
t

0
λudu． 在这个设定下，得到违约时刻

的概率

Pt ( τ ＞ T) = E t［e －∫Tt λudu］
式中E t［·］= E t［·| Gt］是在 t时刻之前的市场信

息 Gt 下的条件期望．
2． 1 CDS 定价

信用违约互换( credit default swap，CDS) 是

国外债券市场中近些年来最常见的信用衍生产

品． 它是指信用保护买方( 信用风险卖方) 向信用

保护卖方( 信用风险买方) 支付一定费用，如果双

方约定的“参考债务实体”在规定的时间内发生

信用违约事件，信用保护卖方须向信用保护买方

支付信用违约产生的损失的互换交易合约． 这些

互 换 合 约 可 以 分 为 多 类， 包 括 单 实 体

CDS( single-name) ，投资组合违约互换以及信用
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互换指 数． 本 节 主 要 考 虑 单 实 体 CDS( 简 记 之

CDS) ． 标准 CDS 合约包括两个部分，即在互换交

易中涉及到两个方面的费用: 一是保费的现金流

支付，另一是违约赔偿费． 对于保费的现金流支

付，信用保护买方必须定期以固定的价差向信用

保护卖方支付保费，直到合约到期或者违约发生

为止． 同时，如果违约事件在合约到期日之前发

生，信用保护卖方须向信用保护买方支付由于违

约所造成的损失． 这样，保费是由支付的现金流构

成，即在合约规定的时刻 tk = kΔt，k = 1，2，…，N
支付 StKΔt，这里 St 是 t时刻的CDS价差，K是CDS
参考债务实体的名义价值． 另一方面，当违约发生

即 τ ＜ T 时，信用保护卖方要支付的违约损失为

( 1 － Ｒ) K，其 中 Ｒ 为 参 考 债 务 实 体 的 回 收 率

( recovery rate) ，为了讨论方便令其为常数． 由于

是在简约模型下，令 N0，t = 1 { τ ＜ t} 为计数过程，其

强度为 λ0，t = λ0 ( t) ． 因而对于 0 ≤ t≤ u，有

Pt ( τ ＞ u) = E t［e －∫ut λ0，sds］

由风险中性定价理论可知，在 t ＜ t1 时刻的保

费总额现值为 Vt ( T) St，其中③

Vt ( t) = KΔt{∑
N

k =1
E［e－∫tkt rsds1{ τ ＞ tk} | Ft］+

∑
N

k =1
E［τ － tk－1

Δt
e－∫τt rsds1{ tk－1 ＜ τ ＜ tk} | Ft］}

= KΔt{∑
N

k =1
Et［e

－∫tkt ( rs+λ0，s) ds］+

∑
N

k =1
∫
tk

t∨tk－1

u － tk－1
Δt

e－∫ut rsdsdPt ( τ ＜ u) } ( 16)

并且违约的赔付现值为

Dt ( T) = ( 1 － Ｒ) KE［e－∫τt rsds1{ t ＜ τ ＜ T} | Ft］ =

( 1 － Ｒ) K∫
T

t
Et［λ0，ue

－∫ut ( rs+λ0，s) ds］du ( 17)

根据上面对 CDS 的介绍，令保费总额现值与违约赔

付现值相等，便得到在时刻 t 的公平 CDS 价差为

St =
Dt ( T)
Vt ( T)

( 18)

式中 Vt ( T) 与 Dt ( T) 分别由式( 16)、式( 17) 给出．
注 2 如果假设保费是连续支付的直到 T∧ τ

为止，即意味着N→∞，那么在违约时刻 τ 的应计保

费将不存在，这样，Vt ( T) 的公式可以重新写成

Vt ( T) = K∫
T

t
Et［e－∫τt ( rs+λ0，s) ds］du ( 19)

基 于 上 面 给 出 的 公 平 CDS 价 差 公 式

( 16)—( 19) ，应用已得定理的结果来研究在考虑利

率的跳跃时CDS的定价问题． 正如在1．2节中所讨论

的，令利率 r( t) 满足下面的随机微分方程

dr( t) = d{∑
n2

i =1
［li ( t) + y2i ( t) ］} + dJt

= d［槇L( t) +∑
n2

i =1
y2i ( t) ］+ dJt

式中，li ( t) 是可以被估计的与时间相关的函数;

槇L( t) =∑
n2

i =1
li ( t) ; Y( t) = ( y1( t) ，…，yn2( t) ) T 是二次

型状态向量且满足

dyi ( t) = － αyi ( t) dt + σidWi ( t) ，i = 1，2，…
式中，αi 和 σi 是常数; Wi ( t) 是标准布朗运动且满足

dWi ( t) dWj ( t) = ρijdt，其协方差矩阵由式( 4) 给出．
除此以外，令跳跃过程 Jt 的强度 λ( t，Yt ) 为 l +

Y( t) TΛY( t) ，其它跳跃过程 Zi ( t) 的强度 λi ( t，Yt )

亦为状态变量 Y( t) 的二次函数，即

λi ( t) = li + Y( t) TΛiY( t) ，i = 2，…，m － 1

式中，l与{ li}
m－1
i = 1 是非负常数; Λ与{ Λi}

m－1
i = 1 是对称

方阵． 违约相应的计数过程 N0，t 的强度 λ0 ( t) 满

足式( 5) ，以表示违约强度与利率的跳跃之间的

依赖关系． 这样，定价模型中的状态向量便是X =
( λ0，Jt，y1，…，yn2 ) ，其中 X1 = ( λ0，Jt ) 是线性状

态向量，X2 = ( y1，…，yn2 ) 是二次型状态向量． 由

于模型的参数过多，考虑一般的情况比较复杂，为

了说明如何将本文的模型应用在 CDS 的定价上，

下一节将在状态向量满足特定过程的条件下，给

出一个具体且相对简单的例子．
2． 2 一个具体例子

考虑如下特殊的情形． 假设跳跃过程 Jt 的强

度是常数 λ 且跳跃幅度服从指数分布，槇L( t) = 0
并且 n2 = 1，即只有 1 个二次型变量 y，从而将利

率简单的设置为 r( t) = y2 ( t) + Jt ． 此外，除了跳

跃过程 Jt 以外没有其它的跳跃过程来驱动强度
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③ 对于任意的 x 与 y，x∧ y 表示两者最小值，x∨ y 表示两者最大值．



λ0 ( t) ，即 Z( t) = ( Jt，Jt )
T ． 这 样，状 态 向 量

X = ( X1，X2 ) = ( λ0，Jt，y) ，其中 X1 = ( λ0，Jt )

且X2 = y，并且这些状态变量满足如下的随机

过程

dλ0 ( t) = κ( c － λ0 ( t) ) dt + 槇σd槇W( t) + δdJt

dJt = dJt

dy( t) = － αy( t) dt + σdW( t)
( 20)

式中，槇σ 和 σ 是常数; 槇W( t) 与 W( t) 是标准布朗运

动且 满 足 d槇W( t) d槇W( t) = ρ11dtdW( t) dW( t) =

ρ22dt，以 及 d槇W( t) dW( t) = ρ12dt，ρij 是 常 数 且

ρ11 = ρ22 = 1，i，j = 1，2． δ 是敏感系数，它可以是

时间和利率的函数． 例如，对于常数 a ＞ 0 以及

b ＞ 0， 可 以 定 义 δ = a1 { rt≥b} ( 或 者 δ =
a1 { b≤rt≤h} ) ，这意味着当利率累积上调到达或超过

一定水平 b( 或者利率处于一定的区间［b，h］)

时，违约时刻 τ 的强度才会被利率的正向跳跃提

高，且影响程度由参数 a 控制． 在此例中对 δ 只做

简单的处理，即假设 δ ＞ 0 为常数． 为了能够应用

所得到的定理，将随机微分方程组( 20) 重新写成

如下的形式

dXt = μ( X) dt + 珝σdW→t + ξdZ t

式中，μ( X) =
μX1

μX
( )

2

;

μX1 = K10 + K11X1 = κc( )0
+ － κ 0( )0 0

λ0

J( )
t

;

μX2 =κ22X2 = － αy;珗σ = diag( 槇σ，0，σ) ; W→t = ( 槇W，0，

W) T; ξ = diag( δ，1) 是敏感系数矩阵．
并且，跳跃过程 Z( t) = ( Jt，Jt )

T ． 协方差矩

阵是
Ω11 Ω12

ΩT
12 Ω( )

22

，其中 Ω11 = ρ11 槇σ
2 0






0 0
，Ω12 =

ρ12 槇σσ





0
，Ω22 = ρ22σ

2 ． 令式( 7) 中的

Ｒ( t，Xt ) = r( t) + λ0 ( t) = y2 + Jt + λ0 ( t) 则

Ｒ( t，Xt ) 是状态向量( λ0，Jt，y) 的线性—二次函

数． 为了使公平 CDS 价差的定价公式( 18) 是可求

解的，必须计算 E t［λ0 ( T) e －∫τt ( r( s) +λ0( s) ) ds］． 为此，

需要首先计算

I( v，Xt，t，T) =Et［e－∫τt ( r( s)+λ0( s) ) dseg( T，XT) ］
其中

g( t，Xt ) = A( t) y2 + B( t) y + C( t) TX1 + D( t)
且满足边界条件 g( T，XT ) = vλ0 ( T) ．

这样，由已得定理的结论可知

I( v，Xt，t，T) = eA( t) y2+B( t) y+c( t) TX1+D( t) ( 21)

其中函数 A( t) ，B( t) ，C( t) ，D( t) 是下面 Ｒiccati
方程组

－ tA( t) = － 1 － 2αA( t) + 2σ2A2 ( t) ，

－ tB( t) = － αB( t) + 2( ρ12 槇σσ) A( t) C1 ( t) + 2σ2A( t) B( t) ，

－ tC( t) = － ( )11 +
－ κC1 ( t)( )0

，

－ tD( t) = κcC1 ( t) + 1
2
槇σ2C2

1 ( t) + ( ρ12 槇σσ) B( t) C1 ( t) + σ2A( t) +

1
2 σ

2B2 ( t) + λ( ∫Ｒ2e ( ξC( t) ) Tzdv( z) － 1















)

( 22)

在边界条件A( T) = 0，B( T) = 0，C( T) = ( v，0) T

与 D( T) = 0 下的解．
在上述边界条件下，容易求解出方程组( 22)

中的关于 A( t) 和 C( t) = ( C1 ( t) ，C2 ( t) ) T 的解

析解． 由附录 B 中的引理 2，可以得到

式中，γ = α2 + 2σ槡 2 ; q = 1
2 log γ － α

γ + α
．

并且

C1 ( t) = e －κ( T－t) ( v + 1
κ

) － 1
κ

，

C2 ( t) = － ( T － t)

基于上面得到的解 A( t) 和 C( t) ，能够得到下面

关于 B( t) 的解析表达式
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B( t) = e －∫ t0 ( 2σ2A( u) －α) du∫
T

t
2ρ11 槇σσA( s) C1 ( s) e －∫s0( 2σ2A( u) －α) duds

=
2ρ11 槇σσeγt

e －2γ( T－t) +2q+1 ( P1 + P2 + P3 + P4 )

其中

P1 = ( v + 1
κ ) α

2σ2 e
－κT{ e ( κ－γ) T+2q 1

κ + γ
( 1 － e － ( κ+γ) ( T－t) ) + e ( κ－γ) T 1

κ － γ
( 1 － e － ( κ－γ) ( T－t) ) } ，

P2 = ( v + 1
κ ) γ

2σ2 e
－κT{ e ( κ－γ) T+2q 1

κ + γ
( 1 － e － ( κ+γ) ( T－t) ) － e ( κ－γ) T 1

κ － γ
( 1 － e － ( κ－γ) ( T－t) ) } ，

P3 = ( － 1
κ

α
2σ2 ) { 1

γ
e －γT+2q ( 1 － e －γ( T－t) ) － 1

γ
e －γT ( 1 － eγ( T－t) ) } ，

P4 = ( － 1
κ

γ
2σ2 ) { 1

γ
e －γT+2q ( 1 － e －γ( T－t) ) + 1

γ
e －γT ( 1 － eγ( T－t) ) }

这样，在求解 A( t) ，B( t) 和 C( t) 后，可以直接通

过对式( 22) 的最后一个方程等式的右半部分积

分求得 D( t) ．

注 3 一般，在大部分情况下，A( t) ，B( t) ，

C( t) 和 D( t) 的解析表达式很难得到，只能通过

数值方法( 如 Ｒunge-Kutta 法) 进行求解．

得到标准变换 I 之后，便可通过对 I 关于 v 求

偏导数以求解扩展变换

L( v，Xt，t，T) = E t［λ0 ( T) exp( － ∫
T

t
( y2 ( u) +

λ0 ( u) + Ju ) du) eg( T，XT) ］
这需要求解下面给出的常微分方程组( 24) ．

在包括 θ 可微等技术性条件下，有

L( v，Xt，t，T) = I( v，x，t，T) ( 槇A( t) y2 槇+ B( t) y +

槇C( t) TX1 + D( t) ) ( 23)

式中 I 由式( 21) 给出，函数 槇A，槇B，槇C 和 槇D 是常微分

方程组

－ t 槇A( t) = － 2α槇A + 4σ2 槇AA + Λ，

－ t 槇B( t) = － α槇B+2 槇A( ρ12 槇σσ) C1 +2A( ρ12 槇σσ) 槇C1 + 2σ2 槇BA+2σ2 槇AB，

－ t 槇C( t) = － κ槇C1( )0
，

－ t 槇D( t) = cκ槇C1
槇+ C1
槇σ2C1 + ρ12 槇σσ 槇BC1 + ρ12 槇σσ槇BC1 + σ2 槇A + σ2 槇BB + λθ( ξC) ξ槇















C

( 24)

在边界条件 槇A( T) = 0，槇B( T) = 0，槇C( T) = ( 1，

0) T 与 槇D( T) = 0 下的解，这里θ( c) 是 θ( c) 关

于 c∈ Ｒ2 的梯度． 类似的，除了一些极少数的情

形，上述常微分方程组只能通过数值方法求解．

然而在本例中，由于已经得到了 I 中各系数

函数的解析解，直接对 I( v，x，t，T) 关于 v 求偏导

数便可得到 L( v，x，t，T) ，即

L( v，Xt，t，T) = v I( v，Xt，t，T) =
［vA( t) y2 +vB( t) y +vC1 ( t) λ0 ( t) +

vD( t) ］I( v，Xt，t，T) ( 25)

由上面的分析可知

I( 0，Xt，t，T) =Et［exp(－∫
T

t
( y2( u) +λ0( u) +Ju) du) ］

= eA( t) y2+B( t) y+C( t) TX1+D( t) | v =0
并且

L( 0，Xt，t，T) = E t［λ0 ( T) exp( － ∫
T

t
( y2 ( u) + λ0 ( u) + Ju ) du) ］

= ［vA( t) y2 + vB( t) y + vC1 ( t) λ0 + vD( t) ］eA( t) y2+B( t) y+C( t) TX1+D( t) | v = 0
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这样便可以显性的计算得到 CDS 价差公

式( 18) ．
由 I( 0，Xt，t，T) 与 L( 0，Xt，t，T) 的公式可以

知道，将利率的跳跃作为风险因素考虑时，由于违

约强度 λ0 是由利率的跳跃驱动的，因而在利率发

生正向跳跃时，考虑利率跳跃将使得 λ0 亦发生正

向跳跃，即Δλ0 ( t) = λ0 ( t) － λ0 ( t_) ＞ 0． 又由上

面的计算可知

C1 ( t) | v = 0
= 1

κ
( e －κ( T－t) － 1) ＜ 0，

vC1 ( t) | v = 0
= e －κ( T－t) ∈ ( 0，1)

因而利率正向跳跃时 I 将减少，即 ΔI = I( 0，X，t，
T) － I( 0，X，t_，T) ＜ 0． 而对于 L，通过计算可以

知道 L 或者增加或者减少，但即使 L 减少，其减少

幅度的 比 例 也 小 于 I 减 少 幅 度 的 比 例④ ． 由 式

( 17) —( 19) ，有

St =
Dt

Vt
=

( 1 － Ｒ) ∫
T

t
L( 0，Xt，t，u) du

∫
T

t
I( 0，Xt，t，u) du

，

故由上面的分析可知 CDS 价差会有跳跃性的变

化且 St ＞ S't，这 里 S't表 示 不 考 虑 利 率 跳 跃 时

的 CDS 价差． 由此可见，当处于加息周期时，若不

将利率的跳跃作为风险因素考虑，那么得到的

CDS 价差将会变小，从而对 CDS 定价不准确，以

致造成定价风险． 从历史数据上看，在美联储从

2004 年 6 月至 2006 年 6 月的连续 17 次加息的时

间内，5 年期 iTraxx Europe CDS 指数在2005 年3 月

份后会出现不同程度的跳跃性上涨 ( 参见文献

［38］) ，这也从一定程度上说明了利率在连续上调后

的正向跳跃会对 CDS 价差的显著提升产生影响．

3 结束语

本文在 LQJD 框架下，将利率的跳跃作为风

险因素考虑以研究信用衍生品定价问题． 基于这

样的假定，即当利率频繁上调到一定水平时，利率

的跳跃将会影响违约发生的概率，通过建模使得

线性—二次向量的各个分量满足的随机过程是

交叉激励的，以描述违约概率与利率的跳跃之间

的这种依赖关系． 由于常微分方程组决定着违约

概率分布，因而给出的定价公式是可计算的． 为了

说明如何将得到的定价模型应用在信用衍生品定

价上，将该模型应用在 CDS 上，并在状态向量满

足特定随机过程的条件下得到了 CDS 价差定价

公式的显性表达式．
本文的假定是从流动性的角度通过经验分析

给出的，但严格的实证研究结论目前并没有给出，

这需要进一步地研究． 同时，描述状态向量变化的

随机过程的参数估计也是今后需要继续研究的内

容． 本文假设利率的跳跃会同时影响违约概率相

应的违约强度过程，但利率的跳跃影响违约概率

可能会有时滞性． 因此，得到的模型需要改变，并

且刻画违约概率分布的常微分方程组将变成时滞

微分方程组( delay deferential equations，DDEs) ，

这也许会得到一些更有趣的结果． 本文将这些问

题作为后继的研究工作．

④ 通过简单的计算可以证明 ΔL = L( 0，X，t，T) － L( 0，X，t_，T) = L － L_ 或者为正值或者 ΔL ＜ 0，且在两种情形下都会使得不等式

L_
I_ ＜ L_ + ΔL

I_ + ΔI 始终成立．
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Pricing credit derivatives with jumps in interest rates

NIU Hua-wei1，2

1． Center for Financial Engineering and School of Finance，Nanjing Audit University，Nanjing 211815，China;

2． School of Business，Nanjing University，Nanjing 210093，China

Abstract: In this paper，we study the valuation of credit derivatives with jumps in interest rates and propose a
general pricing model under the linear-quadratic jump-diffusion framework． Jumps in interest rates would in-
fluence intensities of default times，which decide the default possibilities that determine the prices of credit de-
rivatives． We let the components of linear-quadratic process be cross-exciting and facilitate the description of
complex event dependence structures． To illustrate how our model works，we make an application on CDS un-
der the specific underlying processes，and an explicit formula of the fair CDS spread can be obtained through a
system of matrix Ｒiccati equations．
Key words: credit derivative; pricing; interest rate; jump; default intensity
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附录 A:

引理 1 的证明

由 Ito’s 公式，有

Ψt = Ψ0 + ∫
t

0
DΨsds + ∫

t

0
ηsdWs + Jt，

其中 D 表示关于状态向量 Xt 的 Levy 型无穷小算子( infinitesimal operator) ，其作用在一阶与二阶有界可导函数 f∈ C2 上

满足

Df( t，x) = f
t

+ μ( x) T f
x

+ 1
2 tr σ( x) σ( x) T 2 f

x[ ]2 +∑
m

j = 1
λj ( x) ∫Ｒn1［f( t，x + δjz) － f( t，x) ］dv j ( z)

并且

ηt = Ψt

( )x

T

，Jt = ∑
m

j =
[

1
∑

0 ＜ τ j( i) ＜ t
( Ψτ j( i) － Ψτ j( i) － ) － ∫

t

0
γ j

sd ]s
这里 τ j ( i) = inf{ t ∶ Nj

t = i} ，j = 1，…，m，表明跳跃过程 Zj 的第 i 次跳跃，且

γ j
t = λj ( x) ∫Ｒn1［Ψ( t，x + δ jz) － Ψ( t，x) ］dv j ( z)

假设如下的可积条件满足

1． [E ∫
T

0 | γs | d ]s ＜ ∞ ;

2． E［| Ψt |］ ＜ ∞ ;

3． [E ( ∫
T

0
ηsη

T
s ds) ]1

2 ＜ ∞ ．

在可积条件 3 下，∫
t

0
ηsdWs 是个鞅． 下面证明 Jt 也是个鞅． 令 t ＜ s 且固定 j，有

E [t ∑
m

j =
(

1
∑

t ＜ τ j( i) ＜ s
( Ψτ j( i) － Ψτ j( i) ) ]－ = E {t ∑

m

j = 1
[E ∑

t ＜ τ j( i) ＜ s
( Ψτ j( i) － Ψτ j( i) － Xτ j( i) － ，τ j ( i ] })

= E [t ∑
t ＜ τ j( i) ＜ s

Ψτ j( i) － ( θj，τ( i) － 1 ])

= E [t ∑
t ＜ τ j( i) ＜ s
∫
τi

τ j( i－1) +
Ψu － ( θj，u － 1) dN ]u

= E [t ∫
s

t
Ψu － ( θj，u － 1) dN ]u

因为跳跃—可数过程 Nj，t 有强度 λj ( t，Xt ) ，则由可积条件 1 得到

E [t ∫
s

t
Ψu － ( θj，u － 1) dN ]u = E [t ∫

s

t
Ψu － ( θj，u － 1) λj ( u，Xu ) d ]u

从而得到 Et［Js］ = Jt，即 Jt 是鞅． 因此，通过令 DΨt 等于零并且将方程除以 Ψt 便可证得结论．

附录 B:

引理 2 及其证明

引理 2 对于 t≤ T 且满足 fh ＜ 0 的 Ｒiccati 方程:

y'( t) = fy2 ( t) + gy( t) + h ( B1)

在边界条件 y( T) = k 下其解为

y( t) = l + dtanh( － γ( T － t) /2 + e) ( B2)

其中 γ = g2 － 4槡 fh，l = － g / ( 2f) ，d = － γ / ( 2f) ，e = a tanh( ( k － l) /d) ．

证明 首先可以检验 a = － g + γ
2f 是 Ｒiccati 方程( B1) 的解，这里 γ2 = g2 － 4fh． 对 y 做变换 z = 1

y － a，这样 y = a +

1
z 且 y' = － z'

z2
． 将这两个等式带入到方程( B1) 中，得到关于变量 z 的一阶常微分方程
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z' = 1
2 ( － 2f) + γz ( B3)

由边界条件 y( T) = k，可知 z 满足 z( T) = 1
k － a． 这样通过积分便可以求解方程( B3) ，其解为

z =
－ f∫

t

T
eγ( T－s) ds + C

eγ( T－t) = － f
γeγ( T－t) ［1 － eγ( T－t) ］+ Ceγ( T－t)

由条件 z( T) = 1
k － a，解得常数 C = 1

k － a． 因此

z = － f
γ

［e －γ( T－t) － 1］+ 1
k － ae

－γ( T－t)

由方程( B3) 的解能够得到方程( B1) 的解为

y = a + 1
z = － g + γ

2f + 2γ( a － k)
( a － k) ( － 2f) ( e －γ( T－t) － 1) － 2γe －γ( T－t)

通过如下的计算，可以得到

y = l + － γ
2f + 2γ( a － k) eγ( T－t)

［( g + γ) － ( － 2f) k］( 1 － eγ( T－t) ) － 2γ

= l + ( 2aγ － 2kγ) ( － 2f) eγ( T－t) + γ( ( g + γ) + 2fk) ( 1 － eγ( T－t) ) － 2γ2

( － 2f) ［( g + γ) － ( － 2f) k］( 1 － eγ( T－t) ) － 2( － 2f) γ

= l + － γ
2f

e －γ( T－t) ( － γ － g
2f + k) － ( － γ － g

2f － k)

e －γ( T－t) ( － γ － g
2f + k) + ( － γ － g

2f － k)

= l + d {tanh － γ( T － t)
2 + 1

2 log d + k － l[ ] }d － k － l

= l + d [tanh － γ( T － t)
2 + ]e

最后，通过上面的结果便得到了 Ｒiccati 方程组( 22) 第 1 个方程的解析解．
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