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考虑非期望产出弱可处置性的随机 DEA模型①

李永立，吴 冲
( 哈尔滨工业大学管理学院，哈尔滨 150001)

摘要: 针对大量生产过程中存在非期望产出的现象及效率评价中数据包含随机性误差的事
实，建立非期望产出的随机 DEA模型．该模型通过引入风险的概念定义决策单元的占优，并应
用统计学中的“相关性”概念刻画非期望产出的弱可处置性，在最优化理论的框架下，将两者
结合起来，构建了可以同时考察两者的评价模型．在实证分析中，考察了该模型在不同随机误
差水平下，在考虑与不考虑弱可处置性的情况下，模型评价结果的异同．结论表明: 该模型可以
同时解决非期望产出存在和数据包含随机误差的问题，有着广泛的适用性，模型的分析能力优
于既有的模型．
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0 引 言

在评估理论中，数据包络分析( DEA) 模型是
用于比较和评估相似的决策单元( DMU) 之间生
产效率的有力工具，经典的 DEA 模型以 Charnes
等［1］和 Banker等［2］提出的 CCＲ模型和 BCC模型
为代表，他们基于一个基本的假设，即“以最小的
投入换取尽可能多的产出”是有效率的标志． 但
是，由于现实生产过程中伴随着副产品的出现，也

即非期望产出的出现，满足以上假设并不意味着

决策单元的生产有效率，比如在工业生产中伴随

着的废水、废气和废渣的排放等; 当考虑到这些因
素对效率评价的影响时，得到的结果将与经典模

型不符［3，4］．同时，关注到数据收集中存在的随机
误差现象，既有的确定性 DEA模型难以刻画这种
随机误差，从而使得到的评价结果不够客观和合

理［5］．这两个现象的存在，吸引了大量的学者对
其进行研究，并针对每种现象提出了多种 DEA
模型．

为了克服非期望产出影响效率评价的问题，

既有的模型大体上分为两类: 一类是基于非期望

产出的数据变换模型，这类模型本着非期望产出

与效率评价负相关的假定进行各种形式的函数变

换，比如曲线产出效率度量法［6］、非期望产出投
入法［7］和非期望产出数据转换函数处理法［8］等;

另一类是基于规划松弛变量的优化模型，称为

SBM模型，这类模型以非期望产出的松弛变量为
自变量，建立各种优化函数求解生产效率，比如

Sharp 等［9］，Esmaeili［10］和宋马林等［11］的相关研
究．就以上两类方法来讲，SBM 模型有着更强的
实际意义和灵活性，可以成为进一步研究的出发

点．注意到随着研究的进一步深入，非期望产出影
响效率评价还产生了非期望产出弱可处置的问

题．非期望产出弱可处置指的是期望产出与非期
望产出之间存在着某种生产约束关系，也即当减

少非期望产出时，期望产出不是不发生变化的，而

有依照某种关系减少的现象［12 － 13］．为了进一步建
模刻画非期望产出弱可处置性对效率评价的影
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响，Fare等［14］，Tyteca［15］和 Ernest等［16］在 SBM模
型的基础上，分别引入不同的线性约束条件以解

决这一问题．但是，Yang 和 Pollitt［17］指出，既有的
关于分析和应用弱可处置的模型虽然在概念的具

体应用和建模方法上有差别，但是存在共性的问

题是对于不同的非期望产出，都一致地假定了统

一的变化比率，即不同的非期望产出与期望产出

之间的生产制约规律相同．而事实上，在生产过程
中，制约这些量的规律可能是不同的，没有经过更

加细致的分析而给出了同一变化比率的处理方法

具有武断性．
为了处理随机性存在影响效率评价问题，既

有文献有着非参数方法和参数方法两种主流的处

理策略．其中，非参数方法以 Simar和Wilson［18］的
Bootstrap方法为代表，参数方法以 Cooper等［19］提
出的机会约束方法为代表． Bootstrap 方法通过对
样本的反复抽样实现对随机性的分析和刻画，而

机会约束方法基于约束条件的概率函数表达实现

对随机性的分析和刻画．一般说来，当对随机误差
没有先验的估计时，采用非参数的 Bootstrap 方
法，但其效率往往较低; 而对于随机误差有一定的

估计或假定时，采用机会约束方法更加稳健．
注意到就作者掌握的文献来看，还未曾发现

将以上两个问题结合起来的研究．大量的 DEA模
型在构建过程中只针对其中一个问题进行建模，

没有设计一个框架和模型将两者结合起来． 特别
是当考虑产出的弱可处置性时，既有的模型框架

很难同时刻画非期望产出的影响和随机性存在的

影响．为了同时解决以上两个问题，克服既有模型
中刻画弱可处置性采用统一变化比率的不足，本

文在假定随机误差分布的基础上，构建了新的

DEA模型．该 DEA 模型继承了 SBM 模型从松弛
变量着手建模的特征，构建了统一的框架将机会

约束与弱可处置性结合在一个模型中． 它区别于
既有的 DEA模型主要表现在 3 个方面: 1) 引入了
风险的概念定义决策单元的占优，进而将有效性

转化为相应的风险值，用以比较决策单元的效率

水平; 2) 应用了相关性的概念度量弱可处置的水
平，可以细致地考察每个非期望产出受弱可处置

性的制约规律; 3 ) 优化模型的目标函数是自然
的、直接的，没有像既有的模型中依赖于径向或借
助于运算重新定义效率的做法，目标函数的合理

性有不证自明的特征．

1 模型的建立过程

首先给出本文 DEA随机有效的定义，这个定
义通过引入风险的概念进行阐述，应用了风险是

不确定性刻画的这一原理，使得模型具有了随机

性的特征，并成为引入非期望产出弱可处置性刻

画的良好框架．而后通过变量间的相关性刻画弱
可处置性，并说明该刻画方法的合理性和优点．最
后在以上两个定义的基础上给出本文的 DEA 模
型，并阐述其管理学的意义．
1． 1 DEA随机有效的概念:基于风险的定义
设有 n 个决策单元 ( DMU ) ，对第 j 个

DMU，令
x～ j = ( x～ 1j，…，x

～
mj )

T ，

y～ j = ( y～ 1j，…，y
～
pj )

T ，

b
～
j = ( b

～
1j，…，b

～
qj )

T

分别代表投入、期望产出及非期望产出的随机向
量，其中 j = 1，…，n ． m，p，q分别表示投入、期望
产出和非期望产出变量的个数．
由于风险是不确定性刻画的有力工具，针对

模型的随机性，本文引入风险定义随机占优: 认为

DMUk占优于 DMUj的风险由以下概率式定义

risk( DMUk  DMUj ) =

p( x～ j≤ x～ k，y
～
j≥ y～ k，b

～
j≤ b

～
k ) ( 1)

注意到当 risk = 0 时，DMUj相比于 DMUk以

概率 1 不满足 x～ j≤ x～ k ，y
～
j≥ y～ k ，b

～
j≤ b

～
k ，即投入

和非期望产出少，而期望产出多的情况，这意味着

DMUk的效率以概率 1 占优于 DMUj，这蕴含着如

果 DMUj是有效率点的话，DMUk必然也是． 随着
risk的增大，则认为 DMUk占优于 DMUj的风险变

大．相比于传统的确定性模型占优的定义，这里引
入风险的概念有助于分析随机性的情况．
在以上风险概念定义的框架下，可以得出如

下的关于决策单元占优和有效的定义．
定义 1 ( 随机占优) 认为 DMUk占优于

DMUj，当且仅当下式成立

risk( DMUkDMUj ) ≤ risk( DMUjDMUk )

( 2)
定义 2( 随机有效) 对含有 n 个 DMUs的
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集合，DMUk有效当且仅当对于任意的 j 属于 1，
…，n成立

risk( DMUkDMUj ) ≤ risk( DMUjDMUk )

( 3)
1． 2 产出间弱可处置性的刻画:基于变量间的相
关性

根据引言中关于弱可处置的定义: 为想要减

少非期望产出，必须牺牲部分期望产出，也即非期

望产出与期望产出存在某种在生产规律下约束的

关系． 为了表示这种关系，很自然地想到相关系

数，即为 DMUj的 y～ j 中的第 r种期望产出 y～ rj 与 b
～
j

中的第 s 种非期望产出 b
～
sj 之间的相关系数为

ρ( y～ rj，b
～
sj ) ，表示为

ρ( y～ rj，b
～
sj ) =

cov( y～ rj，b
～
sj )

cov( y～ rj，y
～
rj槡 ) cov( b

～
sj，b

～
sj槡 )
( 4)

在统计学上，相关系数表示两个变量之间的相

依关系，它可以成为反映产出间生产制约关系的度

量．用相关系数刻画弱可处置性，以上面的 ρ( y～ rj，

b
～
sj ) 为例，有下面的几种情况

ρ( y～ rj，b
～
sj )

＞ 0 两个变量表现为正向的弱可处置性，
一个减少，另一个也随之减少

= 0 两个变量没有相互制约的规律，
没有弱可处置性的特征

＜ 0 两个变量表现为负向的弱可处置性，
一个减少，















另一个随之增加

对于 ρ( y～ rj，b
～
sj ) 的数值大小来说，其绝对值

大，表示弱可处置性的规律强，而对于生产系统来

说，一般的弱可处置规律表现为 ρ( y～ rj，b
～
sj ) ＞ 0的

情况，也即非期望产出要较少，也同时必须牺牲

期望产出的规律． 从本文的关于弱可处置的刻
画方法来看，它克服了既有研究假定规律一致

的特征，可以逐一刻画不同变量间的弱可处置

规律．事实上，本文的这个弱可处置性的定义不
仅适用于期望产出和非期望产出之间的问题，

还可以处理一类有着互斥关系产出的评价问

题，这时对应着ρ ＜ 0的情况． 处理这一类问题的
意义在于，对于评价对象，收集了很多产出的指

标，这些指标间有些可能是互斥的，比如评价企

业的社会贡献，可能既要考察企业的盈利，带动

的就业，也要考察其处理污染物的投入，工人的

福利等; 这时企业的盈利与排污投入和工人福

利就存在负相关的关系，为合理地评价这一问

题，体现这些量之间的负相关关系，就需要将 ρ
引入模型，这一原理事实上与处理非期望产出

弱可处置性的原理是异曲同工的，都是消除指

标间存在的相关关系的影响，只不过一个是负

向的，一个是正向的．而既有的基于 DEA的评价
模型，也仅能处理两者正向的关系，这是引入相

关系数的又一个有利之处．
1． 3 本文 DEA模型的数学表达及其管理学意义
为了考察决策变量 DMUk的效率，建立如下

的 DEA模型

MAX
λ

P{∩
m

i = 1 ∑j x～ ijλ j ≤ x～( )ik ×

∩
p

r = 1 ∑j y～ rjλ j ≥ y～( )rk ×

∩
q

s = 1 ∑j b
～
sjλ j ≤ b

～( )ik } ( 5)

约束条件一

P ∑
j
x～ ijλ j ＜ x～{ }ik ≥ 1 － ξ，i = 1，…，m

P ∑
j
y～ rjλ j ＞ y～{ }rk ≥ 1 － ξ，r = 1，…，p

P ∑
j
b
～
sjλ j ＜ b

～{ }sk ≥ 1 － ξ，s = 1，…，q

∑
j
λ j = 1 ，λ j ≥ 0 及 λk = 0

约束条件二

∑
j
λ j = 1 ，λ j ≥ 0 及 λk = 0

其中，ξ是模型的置信度，用以确定模型在怎样的
可信性水平下结果是可以被接受的，这类似于统

计推断中的定义． DMUk表示第 k 个生产决策单
元，当其被选定用于测量其效率时，就从这个生产

决策单元的集合中取出来，也即 λk = 0，而用集合
中剩下的元素确定其生产效率． 注意到这个模型
中有两个约束条件，其中约束条件一反映的是剩

余点的生产可能性约束，如果取出的生产决策单

元不满足该约束，表明它是模型的边界点，也即

“效率点”的候选点，这时，应用约束条件二进行
模型的求解; 如果取出的生产决策单元满足约束

条件一，表明该点不是一个有效率的生产决策单
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元，这时直接应用约束条件一求解最优化问题

即可．
该 DEA模型的管理学意义及其对于非期望

弱可处置问题和随机性问题的处理特征为:

1) 对于目标函数来说，根据本文中决策单元
有效的定义，概率 P 反映待评估的 DMUk是有效

率的决策单元的风险，这个概率越大，则认可

DMUk是有效决策单元的风险就越大．由此对于各
个效率待评估的决策单元，其效率水平可按该风

险值的升序排列，认可“决策单元有效”的风险越
小，则认为决策单元越有效，反之则不是．这个目
标函数由于引入了概率函数，很自然的它成为了

刻画随机性的有力工具．
2) 关注于最优化函数中引入的概率，这个值

的确定过程就包含了确定 x～ ij ，y
～
rj 和 b

～
sj 这些量之

间关系的步骤，而这恰恰是考虑了产出间弱可处

置关系( 在本文中为以上各变量间的相关系数)

的框架，这一点将在模型的求解过程中得到详尽

分析．
3) 对于约束条件，前 3 个表示在 ξ 置信度下
的生产可能集，∑λ j = 1 是规模报酬可变的约束
条件，λ j≥0 是决策单元投入、期望产出及非期望
产出非负的必然要求，事实上，其已蕴含在前 3 个
对生产可能集描述的约束中．但是，按照这里取出
一个待测的 DMU，用剩下的 DMU 集合做参考集
用以测评的方法，第一组约束条件的前 3 个可能
不满足，在这种情况下，取出的 DMU 点就是一个
边界点，是“效率点”的候选点，这时需要直接用
第二组约束条件，并且这时的结果加星号( * ) 给
予标识．

4) 这个模型的结果不依赖于变量的单位，

是尺度不变的，即当同一类的变量等比例发生

变化时，不改变模型的结果［20］．这一点可以从式
( 5 ) 的目标函数中清楚地获得: 同一类变量等比
例变化可以直接被约去，而不对目标函数值产

生影响．注意到既有的 SBM 模型中的加性模型
对这个单位变化是敏感的［21］，这里的模型相比

于加性模型有优势，并且目标变量是自然的和

直接的．

2 模型的求解过程

以上建立的 DEA模型，即式( 5 ) 是通用的模
型结构，在不清楚概率函数 P 的情况下是不能求
解的．这里，本文给出关于模型随机误差项的基本
假设，在这个假设的基础上，给出了模型的求解方

法和求解步骤，为模型的应用铺平道路．
2． 1 模型假设、相关推论及其合理性
数据的随机误差是模型随机性的根本来源，

表现在本文中就是随机变量 x～ ij ，y
～
rj 和 b

～
sj 的随机

扰动项．由于数据的随机误差有着多种不同的来
源，根据统计学中的中心极限定理，知道这样的误

差往往满足零均值和一定方差水平的正态分布，

由此假定本文中数据随机误差满足正态分布，表

述如下:

模型假定 令 εij ，ηrj 和 wsj 分别为随机变量

x～ ij ，y
～
rj 和 b

～
sj 的随机扰动项，假定 εij ，ηrj 和 wsj 满

足均值为零的正态分布，则其数学表述为 εij →
N( 0，( σx

ij )
2 ) ，ηrj → N( 0，( σy

rj )
2 ) ，wsj → N( 0，

( σb
sj )

2 ) ，这里 ( σx
ij )

2 ，( σy
rj )

2 和 ( σb
sj )

2 分别表示

相应的方差．

在以上的假设下，立即可以得到 x～ ij ，y
～
rj和 b

～
sj

这些量的分布为

x～ ij → N( 0，( σx
ij )

2 ) ，

y～ rj → N( yrj，( σ
y
rj )

2 ) ，

b
～
sj → N( bsj，( σ

b
sj )

2 )

其中，xij ，yrj和 bsj分别是 x～ ij ，y
～
rj和 b

～
sj的期望值．

根据正态分布的线性运算还是正态分布的事

实，立即得到如下推论:

推论 1 ( ix
～λ － x～ ik ) ，( y

～
rk － r y

～λ) 和 ( sbλ －

b
～
sk ) 满足正态分布，数学表述如下

( ix
～λ － x～ ik ) → N( ixλ － xik，( σ

II
ii ( λ) )

2 )

( y～ rk － r y
～λ) → N( yrk － ryλ，( σ

OO
rr ( λ) )

2 )

( sb
～
λ － b

～
sk ) → N( sbλ － bsk，( σ

UU
ss ( λ) )

2 )

其中，( σII
ii ( λ) )

2 表示 ( i x
～λ － x～ ik ) 的方差，

( σOO
rr ( λ) )

2 和 ( σUU
ss ( λ) )

2 与之类似，为相应项的
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方差． 同时约定 ix
～λ = Σ

j
x～ ijλ j ，r y

～λ = Σ
j
y～ rjλ j 及

sb
～
λ = Σ

j
b
～
sjλ j ，下同并不再赘述．

进一步考察 ( ix
～λ － x～ ik ) ，( y

～
rk －ry

～λ) 和 ( sb
～
λ －

b
～
sk ) 的方差 －协方差矩阵有以下推论:

推论 2 ( ix
～λ － x～ ik ) ，( y

～
rk － r y

～
λ) 和 ( sb

～
λ －

b
～
sk ) 的方差 －协方差矩阵是 λ 的函数，有以下的
形式

Λ( λ) =

［ΛII
ii' ( λ) ］m×m ［Λ

IO
ir ( λ) ］m×p ［Λ

IU
is ( λ) ］m×q

［ΛIO
ir ( λ) ］

T
p×m ［Λ

OO
rr' ( λ) ］p×p ［Λ

OU
rs ( λ) ］p×q

［ΛIU
is ( λ) ］

T
q×m ［Λ

OU
rs ( λ) ］

T
q×p ［Λ

UU
ss' ( λ) ］











q×q ( m+p+q) × ( m+p+q)

其中，［ΛII
ii' ( λ) ］m×m 表示 ( ix

～λ － x～ ik ) 的方差，

［ΛIO
ir ( λ) ］m×p表示 ( ix

～λ － x～ ik ) 和 ( y
～
rk － r y

～λ) 的协
方差，矩阵中的其他量与之同理可得．
本文假定的合理性在于统计学的中心极限定

理．不仅如此，经典的统计学和计量经济学方法都
采用了与本文一致的假定，即假设随机扰动项满

足正态分布，但本文中由于弱可处置性的存在，所

以这些扰动项之间并不是独立的，而表现了由生

产关系而体现出的相关关系．因此，式( 4 ) 定义的
结果包含在以上确定 Λ( λ) 的过程中． 对于同一
个 DMU 来说，它包含了两个层面的含义: 其一，
每类量不同种之间的关系，比如对于第 j个 DMU，
第 i种投入与第 i'种投入之间的关系( 其中 i≠i'，
注意到当 i = i'时，体现为各量自身由随机误差所
解释的方差关系) ． 这些关系体现在相应的协方
差阵中，即由 Λ( λ) 矩阵对角线上矩阵的对角元
素体现; 其二，不同类变量之间的关系，比如对于

第 j个 DMU，第 i种投入与第 r种期望产出之间的

关系，或第 r 种期望产出与第 s 种非期望产出之
间的关系．这些关系体现在相应的协方差阵中，即
由 Λ( λ) 矩阵对角线上矩阵的非对角元素体现．
注意到这些关系就包含了污染物可弱处理的概

念，因为其体现了期望产出与非期望产出之间的

关系，这些关系就是对产出弱可处置性的量化．对
于不同的 DMU来说: 考察不同的 DMU 各类量之
间的关系，其体现在相应的协方差阵中，表现为 Λ
( λ) 矩阵的非对角线上的矩阵元素，即当 j≠ j'时
的情况．如果不同的 DMU 生产过程是互不干扰
的，可以认为这些量是独立的，即 Λ( λ) 矩阵的非
对角线上的矩阵的非对角线元素为零．
2． 2 与概率模型等价的确定性模型
在以上的假设推论准备下，可以得到与原概

率模型等价的确定性模型，这是模型求解重要的

一步．以下通过两个引理引出等价模型．
引理 1 原优化模型的目标函数等价于如下

的积分形式，其数学表述如下．

{P ∩
m

i = 1
( ix

～λ≤ x～ ik ) ∩
p

r = 1
( r y

～λ≥ y～ rk ) ∩
q

s = 1
( sb

～
λ≤ b

～
ik }) {= P X

→ ～
≤ 0



m×1，Y
→ ～
≤ 0



p×1，Z
→ ～
≤ 0



q× }1

= ∫
0

－!

1
( 2π) ( m+p+q) /2 | Λ( λ) | 1 /2 exp － 1

2 (
槇
→
Η － →Η) T［Λ( λ) ］－1 ( 槇

→
Η － →Η{ }) d 槇

→
Η

其中

X
→ ～

= ∑
n

j = 1
λ j x

～
ij － x～( )ik m×1

，Y
→ ～

= y～ rk －∑
n

j = 1
λ j y

～( )rj p×1
，B
→ ～

= ∑
n

j = 1
λ j b

～
sj － b

～( )sk q×1
，

Η
→～

= ( X
～
，Y
→ ～
，B
→ ～
) T ，

→Η = E( 槇
→
Η)

证明 注意到交集的定义，原模型目标函数可变形为
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{P ∩
m

i = 1
( i x

～λ≤ x～ ik ) ∩
p

r = 1
( r y

～λ≥ y～ rk ) ∩
q

s = 1
( s b

～
λ≤ b

～
ik })

= P{ ∑
n

j = 1
λ j x

～
1j ≤ x～ 1( )k ，∑

n

j = 1
λ j x

～
2j ≤ x～ 2( )k ，…，∑

n

j = 1
λ j x

～
mj ≤ x～( )mk ，

∑
n

j = 1
λ j y

～
1j ≥ y～ 1( )k ，∑

n

j = 1
λ j y

～
2j ≥ y～ 2( )k ，…，∑

n

j = 1
λ j y

～
pj ≥ y～( )pk ，

∑
n

j = 1
λ j b

～
1j ≤ b

～
1( )k ，∑

n

j = 1
λ j b

～
2j ≤ b

～
2( )k ，…，∑

n

j = 1
λ j b

～
qj ≤ b

～( )qk }

= P{ ∑
n

j = 1
λ j x

～
1j － x～ 1k ≤( )0 ，∑

n

j = 1
λ j x

～
2j － x～ 2k ≤( )0 ，…，∑

n

j = 1
λ j x

～
mj － x～ mk ≤( )0 ，

y～ 1k －∑
n

j = 1
λ j y

～
1j ≤( )0 ， y～ 2k －∑

n

j = 1
λ j y

～
2j ≤( )0 ，…， y～ pk －∑

n

j = 1
λ j y

～
pj ≤( )0 ，

∑
n

j = 1
λ j b

～
1j － b

～
1k ≤( )0 ，∑

n

j = 1
λ j b

～
2j － b

～
2k ≤( )0 ，…，∑

n

j = 1
λ j b

～
qj － b

～
qk ≤( )0 }

= P X
→ ～
≤ 0



m×1，Y
→ ～
≤ 0



p×1，B
→ ～
≤ 0



q×
{ }

1

结合引理 1 中对符号的说明，由假设及其推论知，

X
→ ～
，Y
→ ～
和 B
→ ～
满足联合正态分布，其联合均值为

→Η，联合方差阵为 Λ( λ) ．由此根据多维正态分布

函数的密度公式，得到如引理 1 中的结论． 证毕．

引理 2 原优化模型的约束条件等价于如下

的确定性公式，其数学表述为

P{ ix
～λ ＜ x～ ik} ≥ 1 － ξ ixλ≤ xik + σII

ii ( λ) Φ
－1 ( ξ) ，

P{ y～ rk ＜ r y
～λ} ≥ 1 － ξ yrk ≤ryλ + σOO

rr ( λ) Φ
－1 ( ξ) ，

P{ sb
～
λ ＜ b

～
sk} ≥ 1 － ξsbλ≤ bsk + σUU

ss ( λ) Φ
－1 ( ξ)

证明 这里以其中的第 1 个等价式为例，后
两个以此类推．
原约束条件可变形为

P ix
～λ － x～ ik － ( ixλ － xik )

σII
ii ( λ)

＜
－ ( ixλ － xik )

σII
ii ( λ

{ }) ≥

1 － ξ
令

z～ = ix
～λ － x～ ik － ( ixλ － xik )

σII
ii ( λ)

可见 z～ 满足标准正态分布，记为 z～ → N( 0，1) ( 简
记为 Φ) ．由此，以上不等式化简为

Φ － ( ixλ － xik )

σII
ii ( λ

{ }) ≥ 1 － ξ

又由标准正态分布的性质

Φ －1 ( 1 － ξ) = － Φ －1 ( ξ)
以上不等式化简为

－ ( ixλ － xik )

σII
ii ( λ)

≥－ Φ －1 ( ξ)

整理即得

ixλ≤ xik + σII
ii ( λ) Φ

－1 ( ξ) 证毕．
通过两个引理，原概率模型转化为可直接求

解的确定性模型，如下

MAX
λ ∫

0


－!

1
( 2π) ( m+p+q) /2 | Λ( λ) | 1 /2 exp － 1

2 (
槇
→
Η － →Η) T［Λ( λ) ］－1 ( 槇

→
Η － →Η{ }) d 槇

→
Η ( 6)

约束条件一

ixλ≤ xik + σII
ii ( λ) Φ

－1 ( ξ) ，i = 1，…，m

yrk ≤ryλ + σOO
rr ( λ) Φ

－1 ( ξ) ，r = 1，…，p

sbλ≤ bsk + σUU
ss ( λ) Φ

－1 ( ξ) ，s = 1，…，q

∑
j
λ j = 1 ，λ j ≥ 0 ，λk = 0

约束条件二

∑
j
λ j = 1 ，λ j ≥ 0 ，λk = 0
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2． 3 模型的等价变换及其求解方法
以上的模型( 6) 从形式上较难辨识该模型的

几何意义和求解方法，为此将以上模型目标函数

中的被积变量作如下的线性变换

x～ *
i =
∑

j
x～ ijλ j － x～ ik － ∑

j
xijλ j － x( )ik

∑
j

σx
ijλ( )

j
2 + σx

i
( )

k槡
2
，

i = 1，2，…，m

y～ *
r =

y～ rk －∑
j
y～ rjλ j － yrk －∑

j
yrjλ( )j

∑
j

σy
rjλ( )

j
2 + σy

r
( )

k槡
2
，

r = 1，2，…，p

b
～ *
s =
∑

j
b
～
sjλ j － b

～
sk － ∑

j
bsjλ j － b( )sk

∑
j

σb
sjλ( )

j
2 + σb

s
( )

k槡
2
，

s = 1，2，…，q

这些变换将以上的变量标准化，其中 σx
ij 表

示第 j个决策单元投入变量 x的第 i个分量的标

准差，其他的标准差依次类推． 这时得到的各个

变量间的方差—协方差矩阵将成为相关系数矩

阵，这直接体现了弱可处置性是通过相关系数

阵引入模型的原理． 由此，得到如下的模型目标

函数

∫
vbq

－!
… ∫

vb1

－!
∫

+!

vyp

… ∫
+!

vy1
∫
vxm

－!
… ∫

vx1

－!
T* dx～ *

1 …dx～ *
m dy

～ *
1 …dy～ *

p db
～ *
1 …db

～ *
q

该目标函数是多元正态分布积分的形式，其中被积的变量从 x～ *
1 到 b

～ *
q 共计 m + p + q个，被积函数

为 T* ，为

T* = 1
( 2π) ( m+p+q) /2exp － 1

2 ( x
～ *
1 ，…，x

～ *
m，y

～ *
1 ，…，y

～ *
p ，b

～ *
1 ，…，b

～ *
q )

T［ρ］－1( x～ *1 ，…，x
～ *
m，y

～ *
1 ，…，y

～ *
p ，b

～ *
1 ，…，b

～ *
q{ })

式中 ρ表示以上变量的相关系数矩阵，这个矩阵
来自于对样本数据的估计，是一个前定的量，不含

待定量 λ j，j = 1，2，…，n ．

同时注意到每个变量的积分限依次记为 vx1，

…，vxm，v
y
1，…，v

y
p，v

b
1，…，v

b
q ，以其中的 vxi ，v

y
r 和 vbs

为例，有

vxi =
∑

j
xijλ j － xik

∑
j
( σx

ijλ j )
2 + ( σx

ik )槡
2
，

vyr =
∑

j
yrjλ j － yrk

∑
j
( σy

rjλ j )
2 + ( σy

rk )槡
2
，

vbs =
∑

j
bsjλ j － bsk

∑
j
( σb

sjλ j )
2 + ( σb

sk )槡
2

注意到含有 y的量的变化与其他的两类变量
有不同．通过以上的变换可见，将包含在方差—协

方差矩阵中的待定变量 λ j变换出来，出现在积分

限中，以上的变换过程就是实现多元正态函数标

准化的过程．这个变化有助于简化运算和使目标
函数的意义更加明朗: 本文的目标函数在 1． 1 节

给出的随机占有的定义下展开，而后给出了其基

于概率的表达，并通过相关系数矩阵，变量间的弱

可处置性就包含在这个概率表达中; 在假定变量

收集的误差满足正态分布的假设下，将概率函数

具体化为多元正态分布函数，并进一步化为以相

关系数矩阵为方差—协方差阵的标准形式; 这个
函数通过 λ j的不同组合，使得积分限发生变化，

进而可以求得满足“占优”的风险最大的那个组
合，它就是本文排序决策单元的依据．
本文的算法依据于标准形式，可以采用遗传

算法、神经网络求解或网格搜索等方法，找到使得
目标函数最大的那个 λ j的组合．考虑到运算的通
用性和方便性，本文直接依托于 Matlab 2008a 以
上版本自带的搜索工具箱进行搜索． 它是一个图
形用户的界面，方便于这个较为复杂的非线性规

划问题的求解，可以根据自定的精度和搜索时间，

控制算法的实现时间，这也为工程应用和提供满

意解( 而非最优解) 提供了便利．在 Matlab 中运行
命令 psearchtool，可以直接打开该工具箱，关于该
工具箱较为详尽的使用说明，可参见文献［25］．
2． 4 模型的求解步骤
第 1 步 收集数据，按照投入、期望产出和非

—32—第 9 期 李永立等: 考虑非期望产出弱可处置性的随机 DEA模型



期望产出分成 3 类变量，并整理成相应的向量
形式;

第 2 步 确定随机性方差，即随机误差项
εij ，ηrj 和 wsj 的方差水平．注意到 DMU收集的是
截面数据，难以通过一次实现值测定随机性的方

差，这往往需要根据历史数据或既往经验假定或

给定方差水平;

第 3 步 根据样本计算相关系数矩阵 ρ，对
着这个矩阵的元素做显著性检验;

第 4 步 求得用 λ j的组合表达的误差限 vxi ，

vyr 和 vbs ;
第 5 步 设定置信系数 ξ，应用 matlab 2008a

以上版本中的直接搜索工具箱求解等价的确定性

规划模型( 6) ，计算出 λ 和各个 DMU 的风险值，
根据风险值的大小进行效率排序． 在这一步中涉
及到 DMU是否满足第一组前 3 个约束条件的判
断，如果不满足，则转入应用第二组约束条件，并

将结果加星号标记以示潜在的效率点．

3 模型的实证分析

3． 1 数据选取
考虑到环境效率评价数据具有典型的非期望

产出性质及非期望产出弱可处置的特点，本文选

用中国省级环境效率评价数据作模型的实证分

析．首先，选择 6 个省级指标用于该分析，分别为
能源消耗总量( 1x) 和年末从业人员总数( 2x )
做投入变量，GDP( y ) 作为期望产出，而工业废
气排放量( 1b ) 、工业废水排放量( 2b ) 和工业固
体废弃物排放量( 3b ) 作为非期望产出． 注意到
这 6 类指标直接联系着生产过程，与环境效率评
价直接相关，并有很多代表性文献在处理环境效

率的评价问题时选择了以上部分或全部的指标，

比如杨俊等［22］和刘勇等［23］的研究．然后，选择北
京等10个省市2009年的数据进行分析，该数据来
源于《中国统计年鉴( 2010) 》和《中国能源统计
年鉴( 2010) 》．
3． 2 实证目标
这里的实证研究旨在讨论以下几个问题:

1) 本文提出的随机 DEA模型与经典的处理

非期望产出的确定性 DEA 模型在效率评价方面
有怎样的异同?

2) 本文提出的考虑弱可处置性的模型与不
考虑弱可处置性时，结果有怎样的不同?

3) 随机误差方差水平的不同会对模型的评
价结果产生怎样的影响?

3． 3 实证方案设计与结果分析
按照以上实证目标，设计如下的实证步骤:

首先，给定不同的随机性方差水平，该水平设

定为如下的含有参数 θ的表达式
σx

ij = θ%·xij，

σy
rj = θ%·yrj， ( 7)

σb
sj = θ%·bsj

分别设定 θ值为 1，5，10 和 50，以期回答实
证目标中第 3 个问题． 注意到 θ值越大，反映数
据收集的误差越大，也即数据可能越不准确，这

是方差水平的物理意义，用以刻画统计数据的

质量．
按照 2． 4中的求解步骤，将其中的置信系数 ξ

取为 0． 4，这时对得到的结果将有 60% 的把握认
定是系统的真实结果．注意到 ξ如果取得太大，结
果可信性将很低，如果取得太小，则结果过于保

守，得到的结论将没有任何指导决策和判断的价

值．由此得到考虑弱可处置性的效率值及其排序
情况．同时，在表的最后一列，选择经典的含有非
期望产出的确定性 DEA模型作为基准模型，本文
中选择的模型由 Zhu［24］ 提出，具体形式如下( 其
符号与文献［24］的符号略有修改，与本文定义的
符号保持一致)

MAX h
s． t． ryλ≥h·yrk，r = 1，…，p;

sbλ≥h·bsk，s = 1，…，q;

ixλ≤xik，i = 1，…，m;
∑
j
λ j = 1，λ j≥0 及 λk = 0

由上面的公式可见: 它是一个产出指向型

的模型，其评价特征是结果值越大表示效率越

低，同时该模型也体现了将弱可处置性假定为

一致的规律进行建模的思路，这体现在约束条

件的第 2 个方程中．选用该模型与本文的模型进
行比照，以期回答实证目标中第 1 个问题，结果
如表 1 所示．
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而后将所有量之间的相关系数设为零，即

不考虑弱可处置性时，模型在以上方差水平下

的值，用以回答实证目标第2个问题，结果如表2
所示．

表 1 不同方差水平下“考虑弱可处置性”模型的结果列表

Table 1 Ｒesults at different variance values in the case of considering weak disposability

θ( % ) 1 5 10 50 经典模型

省份 风险值 排序 风险值 排序 风险值 排序 风险值 排序 结果值 排序

北京 0* 1 0* 1 0* 1 0． 018 5* 1 1． 000 00 1

山西 1 4 0． 999 6 8 0． 954 9 9 0． 566 1 9 1． 143 74 5

吉林 9． 12 ×10 －6 * 2 0． 207 3 4 0． 346 1 5 0． 405 4 6 1． 132 48 4

江苏 0* 1 0． 001 1* 3 0． 062 9 4 0． 281 9 5 1． 000 00 1

福建 0． 314 1 3 0． 461 4 5 0． 480 7 6 0． 452 0 7 1． 240 19 6

河南 0* 1 1． 52 × 10 －5 * 2 0． 015 2* 3 0． 254 2 4 1． 341 13 7

广东 0* 1 0* 1 1． 35 × 10 －5 * 2 0． 091 4 3 1． 000 00 1

重庆 1 4 0． 803 5 6 0． 683 7 7 0． 467 2 8 1． 107 40 3

云南 1 4 0． 997 6 7 0． 920 6 8 0． 570 0 10 1． 106 40 2

青海 0* 1 0* 1 0* 1 0． 042 1* 2 1． 000 00 1

表 2 不同方差水平下“不考虑弱可处置性”模型的结果列表

Table 2 Ｒesults at different variance values in the case of not considering weak disposability

θ( % ) 1 5 10 50

省份 风险值 排序 风险值 排序 风险值 排序 风险值 排序

北京 0* 1 0* 1 0* 1 0． 004 5* 2

山西 1 4 0． 999 6 8 0． 954 5 9 0． 347 6 10

吉林 2． 26 × 10 －5 * 2 0． 204 6 4 0． 296 1 5 0． 129 7 5

江苏 0* 1 3． 13 × 10 － 4 * 3 0． 018 3 4 0． 082 6 4

福建 0． 314 1 3 0． 461 4 5 0． 472 4 6 0． 198 1 7

河南 0* 1 5． 16 × 10 － 9 * 2 7． 08 × 10 － 4 * 3 0． 193 3 6

广东 0* 1 0* 1 3． 19 × 10 － 8 * 2 0． 067 8 3

重庆 1 4 0． 830 5 6 0． 681 7 7 0． 211 9 8

云南 1 4 0． 997 6 7 0． 920 6 8 0． 303 9 9

青海 0* 1 0* 1 0* 1 6． 50 × 10 － 4 * 1

读表 1 和表 2 可以发现，对于实证的 3 个目
标，有着以下的结果．
对于实证目标 1，比较经典模型和本文模型

的结果可以发现: 1) 经典模型和本文提出的新
DEA模型的结果有着相同的层面，也即都认为北
京、青海、江苏和广东是环境效率较高的点，但是
又有着很大的不同，比如不同点之间的排序有着

差别，河南这个点的排序差异很大．产生这些差别
的原因在于模型有效性的定义，经典模型从产出

径向的角度定义有效性，而本文从风险的角度定

义有效性，因此在接受评价结果时，也取决于评价

人选择的有效性的定义标准，对于评价的结果是

取自评判标准的不同; 2) 新模型可以考虑有不同随
机方差的情况，而经典模型没有这个能力，通过对实

证目标3的回答，可以发现能够考虑有不同随机方差
的情况，事实上可以分析评价的稳健性，反映数据收

集的误差会不会对评价结果产生严重的影响．这也
意味着该模型的分析能力优于确定性模型;

对于实证目标 2，纵向比较表 1和表 2可以发
现: 1) 当假定的模型随机误差较小时，考虑弱可
处置性的结果与不考虑弱可处置性的结果没有显

著的差异，甚至得到的风险值都比较接近; 但当随
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机误差较大时，考虑弱可处置性与不考虑时产生

的结果差异较大，甚至点的排序都有了较大差异;

2) 由于约束条件不变，所以考虑与不考虑弱可处
置性时，边界点的判断没有变化．
对于实证目标 3，通过横向观察两表发现: 1)

随着 θ值的增加，也即模型的随机误差变大，每个
DMU的风险值变化是不一致的，当原来的风险值
低时，风险值随 θ变大而变大，而当原来的风险值
高时，随 θ变大而变小，这意味着随机误差的增大
增加了结果的不确定性，使得每个 DMU的风险值
趋向于一致; 2) 随着 θ值的增加，模型结果的差别
开始显现，注意到当 θ值为 1 时，很多点有同样的
风险值，难以明确区分和排序，当 θ 值变大时，点
与点之间有了较为明确的区分，并且排序也开始

发生变化，有些点比较稳健，比如北京和青海，一

直是有效率的点，而有些点就不稳健，比如河南，

从开始排序靠前变得排序较后; 这个差异也反映

了如果数据的收集误差大，则有些点的评价依然是

稳定的，而有些点就不是这样，这里分析随机误差变

化的情况还多了一层判断结果稳健性的意义．

4 结束语

本文在确定性松弛变量的基础上，提出了可

以刻画随机性概率的 DEA模型．该模型相比于既
有的处理非期望产出及考虑其弱可处置性的模型

有 3 个方面突出的特点: 第 1，应用联合概率函数
刻画了认定占优和有效率的风险，由于这个风险

值在0―1区间，通过比较风险值的大小可以对决
策单元进行效率的排序，认定其有效率风险小的

排在前面，风险大的排在后面; 第 2，将方差 — 协
方差矩阵引入模型，将弱可处置性的规律通过相

关性度量，并在目标函数的联合概率中表达．本文
的模型建立在对各个产出逐一分析的基础上，在

细致程度与合理性方面超越了既有的考察弱可处

置性的模型; 第 3，模型的目标函数不随变量的单
位变化而变化，具有尺度不变性．通过模型的实证
分析，考察了随机误差和考虑弱可处置性对于模

型结果的影响，结果证实了本文模型是实用的，可

以同时分析随机性和弱可处置性，相比于既有的

只能分析其中一个方面的模型，具有更加广泛的

适用性和更强的分析能力．
就模型的适用性方面，本文刻画的弱可处置

性依托于相关系数，有助于分析线性的相关关系，

当这种关系显著时，本模型处理的弱可处置性的

结果是有效的，但是当这种关系不显著时，需要新

的模型刻画非线性的相关关系，这需要进一步的

研究．
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Ｒandom DEAmodel considering the weak disposability of undesirable outputs

LI Yong-li，WU Chong
School of Management，Harbin Institute of Technology，Harbin 150001，China

Abstract: Considering that there are undesired outputs in many production processes and the fact that the data
for the efficiency evaluation contain random errors，a random DEA model was built for the above two prob-
lems． The model defined the priority of the decision-making units through introducing the concept of risk and
depicted the weak disposability of the undesired outputs by applying the " correlation" concept from statistics．
This paper combined the randomness and the weak disposability in the framework of optimization theory to
build the evaluation model that could investigate both． The empirical analysis investigated the similarities and
differences of the model’s evaluation results under different levels of random errors and under the considera-
tion of weak disposability or not． The results showed that the model can solve the problem of undesirable out-
puts and random errors in the data． In conclusion，the model，with broad applicability，is superior to the ex-
isting models．
Key words: undesirable output; weak disposability; randomness;
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DEA model
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Information organization structure for online group discussion

LI Jia1，2，ZHANG Peng-zhu2，LIU Jing-fang2，L Ying-jie2，ZHANG Xiao-yan2
1． School of Business，East China University of Science and Technology，Shanghai 200237，China;
2． Antai College of Economics ＆ Management，Shanghai Jiaotong University，Shanghai 200052，China

Abstract: While online discussion platforms have been widely used and received a lot of attention in the infor-
mation systems communities，its information organization structure is still in the original form． Ｒesearch that
explains what kind of information organization structure is more suitable for online discussion is rare and con-
fused if any． Thus a theory for optimal information organization in online group discussion is highly desirable．
In this study，we follow the perspective of task-technology fitness，describe the fitness between tasks and infor-
mation organization structures from the three perspectives of communication，process structuring，and informa-
tion processing，and predict group performances based on task-technology fit condition． We also designed an
experiment to validate if a match between task and information organization structure will lead to increased per-
formance． The results indicate that for idea generation tasks，using a groupware with linear structures will lead
to higher group performances compared to tree structures． On the other hand，for judgment tasks，using a
groupware with tree structures will lead to higher group performances compared to linear structures． The pro-
posed theory and method is extendable，which means we can evaluate the fitness between new task types and
unseen technology，and predict the group performances．
Key words: online group discussion; group support systems; information organization structure; task-technol-

ogy fitness; complexity
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