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摘要: 基于切米雷泽 ( Khmaladze) 鞅转化技术，利用标记的参数经验过程构造两种对利率模
型漂移函数参数形式的设定检验方法，并给出该检验方法在原假设条件下的渐近性质与检验

统计量的计算方法． 所提出的利率模型漂移函数设定检验方法不依赖于利率模型的波动函数
形式，即使对于复合假设检验问题也具有渐近分布无关性． 蒙特卡洛模拟结果表明这些检验
方法具有合理的检验水平 ( size) 和检验功效 ( power) ． 利用这些检验方法对我国的短期利率
动态特征进行实证分析也能得到较好的检验效果．
关键词: 鞅转化; 利率模型; 设定检验; 蒙特卡洛模拟; 实证分析

中图分类号: 0212 文献标识码: A 文章编号: 1007 － 9807( 2014) 11 － 0043 － 14

0 引 言

利率变量是金融分析的核心变量之一，有效

的刻画其动态特征对于投资分析、资产定价和风
险管理等至关重要． 其中，连续时间扩散模型是
刻画利率动态过程的有力工具． 许多基于连续时
间扩散模型的利率模型 ( 如 Vasicek 模型、CIＲ模
型、CKLS模型等) 正被广泛应用． 面对不同的利
率模型，究竟哪种模型较为合适也一直是学术界

和实务界争论的议题，其涉及到对利率模型的参

数形式的设定检验． 正确设定利率模型对于金融
定量分析也是至关重要． 若模型设定不正确，容
易导致严重的模型设定风险． 因此，有必要对利
率动态模型的设定进行有效的模型设定检验．
目前的许多利率模型可以统一的描述为如下

时间齐次扩散过程

dXt = μ( Xt ) dt + σ( Xt ) dWt ( 1)

其中 Xt∈Ξ ( x－，x
－) ，－ !≤ x

－
＜ x－≤+ !，Xt表

示利率水平，其分布函数为 F(·) ; μ( Xt ) 为漂

移函数，σ( Xt ) 为波动 ( 或扩散) 函数，Wt 为标

准维纳过程． 利率动态过程是由该扩散过程的漂
移函数和波动函数所决定，因此设定利率模型可

以通过选择合理的漂移函数和波动函数来实现．

目前，已有大量文献提出漂移函数和波动函数的

联合设定检验方法． 实际应用中也存在对漂移函
数或波动函数单独设定检验的必要． 例如希望在
不受波动函数设定的影响下，只关注漂移函数是

否为线性;或者针对某个被联合设定检验拒绝的

利率模型，可通过单独对漂移函数或波动函数的

设定检验来判断模型错误设定的原因所在．

国内学者关于利率模型的研究主要基于模型

的拓展应用与实证分析，对于模型选择与检验的

方法论研究还较为缺乏． 实际上，通过合理的检
验来“选择正确的连续时间模型对于利率衍生品
的定价、对冲以及计算金融风险都十分重要”［1］．

特别是，随着我国金融业国际化的不断推进，更需

要发展起适合中国市场的模型检验与管理方法．

因此，本文将重点以利率模型设定检验的理论方
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法为研究内容，主要关注其漂移函数参数形式的

设定检验，并且旨在得到一类不依赖于波动函数

形式的漂移函数参数形式设定检验方法． 具体将
考虑如下形式的漂移函数参数形式的设定检验

dXt = μ( Xt，θ) dt + σ( Xt ) dWt ( 2)

其中 θ为漂移函数的参数． 针对此利率模型漂移
函数参数形式的设定检验大体可分为两类，简单

假设 ( simple hypothesis) 检验和复合假设 ( com-
posite hypothesis) 检验． 其中，简单假设检验考察
漂移函数是否等于某已知函数 ( 参数 θ0 已知) ，

即 H0 ∶ μ(·) = μ(·，θ0 ) ;复合假设检验考察漂移
函数是否来自某参数族下的一组函数，即存在某

未知的 θ0 ，使得

H0 ∶ μ(·) ∈ { μ(·，θ0) ∶ θ0 ∈Θ Ｒd} ( 3)

简单假设的设定检验在实际应用中存在很大

局限性． 因为，通常检验漂移函数设定时，其参数
值未知，必须首先估计参数值，然后再检验实际数

据是否与所估计的参数形式吻合． 此时的假设检
验问题则属于复合假设检验．

目前，专门针对漂移函数参数形式设定检验

的方法还相对较少． 早期的一些研究如 Chen

等［2］用经验似然拟合度检验方法来检验扩散过

程的漂移项，Fan 和 Zhang［3］应用广义似然比方
法来检验漂移项是否为线性． 近年来，一些学者
开始基于经验过程来对漂移函数参数形式进行拟

合检验． 如 Kutoyants［4］基于遍历扩散过程的连续
观测值并假定波动函数已知条件下，分别利用经

验分布函数 ( empirical distribution function) 与局
部时间估计量 ( local time estimator) 提出了两种
漂移函数参数形式的设定检验方法． 正如 Kutoy-
ants［4］指出，这两种检验统计量只有针对简单假
设才是渐近分布无关的 ( asymptotic distribution
free) ;而对于复合假设，其检验统计量的极限分
布将依赖于原假设以及参数估计． Negri 与 Nish-
iyama［5，6］、Masuda 等［7］分别基于连续观测值与离
散观测值，利用标记得分经验过程 ( score-marked
empirical process) 提出了相应的漂移函数参数形
式的设定检验方法，然而这些检验方法都只考虑

了简单假设的设定检验问题． 为此，Monsalve-Co-

bis等［8］则从更一般的情形考虑了针对漂移函数
参数形式复合假设的检验方法． 由于 Monsalve-
Cobis等［8］提出的检验统计量不具有渐近分布无
关性，因此他们通过自举法 ( bootstrap) 得到统计
量的临界值 ( critical value) ． 自举法的缺陷在于，
针对不同的利率模型都必须重新自举得到相应模

型检验统计量的临界值． 可见，此方法针对不同
模型参数形式缺乏统一的判断标准． 由于 Mon-
salve-Cobis等［8］的自举过程需要同时基于漂移函
数和波动函数的参数形式，因此其关于漂移函数

参数形式的检验也依赖于波动函数的参数形式．
为此，本文将考察不依赖于波动函数形式的

漂移函数参数形式的复合假设检验． 为了克服复
合假设检验可能存在的达宾 ( Durbin) 问题 ( 具
体含义见下文 1． 1 节 ) ，本文将利用切米雷泽
( Khmaladze) 鞅转化技术进行检验统计量的构
建［9，10］． 关于切米雷泽鞅转化技术，虽然在较长
一段时间，由于某种原因一直没融入到主流的统

计实践中，甚至未正式写入教材［11］，但这一技术

已经逐渐被广泛应用到各类检验问题上，Koul［11］

对此也作了一个应用综述． 据目前所掌握的文
献，本文利用切米雷泽鞅转化技术在国内尚属

首次．

1 漂移函数设定检验的达宾问题及
切米雷泽鞅转化理论

1． 1 检验的达宾问题分析
在实际应用中，并不能连续的观测扩散过程，

而只能在离散的时间点上进行观测． 为此，参照
Masuda等［7］的设置，假定利率随机过程 X 
{ Xt ∶ 0≤ t ＜ !} 在离散的时间点 ti = iΔ，i = 1，
2，…，n被观测到． 其中，Δ为观测步长，且观测步
长满足 Δ = O( n－2 /3 ( ln( 1 + n) ) 1 /3 ) ． 可见随着
观测数 n→!，有 Δ→0． 令 Yi Xti+1 － Xti ，Xi
Xti ，εi εti ～ i． i． d． N( 0，1) ，于是利率模型 ( 2)

的离散化形式可以表示为

Yi = μ( Xi，θ) Δ + σ( Xi ) 槡Δεi，

i = 1，…，n － 1 ( 4)
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为了简单说明漂移函数设定检验中存在的达

宾问题，本节暂时假定 σ( Xi ) = 1． 则对于漂移函
数参数形式简单假设 ( θ0 给定) 的设定检验可以
基于如下标记的经验过程②

Vn ( x) =
1

槡n
∑
n－1

i = 1

Yi

槡Δ
－ μ( Xi，θ0 ) 槡( )Δ ×

I( Xi ≤ x) ( 5)
其中 I(·) 为示性函数． 在一定假设条件下，
Vn ( x) 会收敛于时间尺度为 F( x) 的标准布朗运
动 B，即 B  F( x) ［7］． 因此，基于 Vn ( x) 的检验满
足渐近分布无关性． 在实际应用中，更多情况下
并不知道 θ0的具体值，因此必须首先对 θ0进行估
计． 假定存在 θ0 的某个估计量 θ^ 满足假设条件
( A8) ( 见附录 A) ，则对漂移函数参数形式复合
假设的设定检验可以基于如下标记的参数经验

过程

V̂n ( x) =
1

槡n
∑
n－1

i = 1

Yi

槡Δ
－ μ( Xi，θ̂) 槡( )Δ ×

I( Xi ≤ x)
( 6)

对式 ( 6) 利用泰勒展开定理及条件 ( A8 )
可以将其表示为

V̂n ( x) = Vn ( x) －
1
n∑

n－1

i = 1
μ·( Xi，θ0 )槡( )Δ ×

I( Xi ≤ x) ·槡n( θ̂ － θ0 ) + rn ( x) ( 7)

其中 μ·( Xi，θ0 )  μ( Xi，θ) /( )θ θ = θ0
，i = 1，…，

n － 1，展开式的余项为 rn ( x) = op ( 1) ． 由条件

( A8) 知 θ̂是渐近正态，且 V̂n ( x) 会弱收敛于高斯
过程

V!( x)  B  F( x) － η( x) · ( 8)

其中 η( x) ∫
x

x－
μ· s，θ( )

0 dF( )s ，是一个协方差矩

阵为 Eι( X，θ0 ) ι ( X，θ0 )
T 的中心化的正态向量

( 相关要求见附录 A) ． 通常 μ·(·) 函数会与原假

设或其所含参数的估计有关． 于是 V̂n ( x) 所收敛
到的高斯过程 V!( x) 因为其额外项 η( x) · 中

含有 μ·(·) 函数，使得基于 V̂n ( x) 的检验不再是

渐近分布无关． 这种因为包含了估计参数而破坏
了检验统计量的分布无关性 ( distribution free) 的
现象最初是 Durbin［12］在分析原假设含有估计参
数的 Kolmogorov-Smirnov 检验时发现的，因此学
术界也将此类问题称为达宾 ( Durbin) 问题．
1． 2 切米雷泽鞅转化理论简介
克服达宾问题的一个重要方法是采用切米雷

泽鞅转化技术． 其基本思想是将参数经验过程
( 通常为一个半鞅过程) 通过 Doob-Meyer 分解后
转化得到一个鞅过程． 为简单说明，在此沿用 Kh-
maladze［9］对分布函数的分析． 首先，根据 Doob-
Meyer分解定理知: 对于任何一个非负半鞅 z，总
存在一个递增右连续的可预测过程 a( τ)
( Ea( τ) ＜ !) 和一个右连续鞅 m，使得

z( τ) = a( τ) + m( τ) a． s． ( 9)
假定 v1，…，vn 是来自 F(·) 的独立同分布随

机变量，则 ui = F( vi ) ，i = 1，…，n将是［0，1］区
间上独立均匀分布随机变量． 于是，如下经验分
布函数 Hn ( τ) 可视为一种半鞅 ( 下鞅) 过程

Hn( τ) = Fn( F
－1( τ) ) = 1

n∑
n

i =1
I( ui ≤ τ) ( 10)

令 ΨHn { ΨHn
τ : 0≤ τ≤ 1} 为过程 Hn ( τ) 生

成的 σ － 代数 ( 即 σ( Hn ( s) ∶ 0≤ s≤ τ) ) 所对
应的流 ( filtration) ，则顺序统计量 u( 1) ，…，u ( n) 是
关于ΨHn的马尔科夫时间且 Hn ( τ) 为马尔科夫过
程． Khmaladze［9］ 注意到对任意的时间间隔
Δτ≥ 0，nΔHn ( τ)  n［Hn ( τ + Δτ) － Hn ( τ) ］会
服从一个二项分布，即

nΔHn ( τ) ～ B( n( 1 － Hn ( τ) ) ，Δτ / ( 1 － τ) )
且有 Hn ( 0) = 0 ，于是

E( ΔHn ( τ) | ΨHn
τ ) =

1 － Hn ( τ)
1 － τ Δτ ( 11)

这意味着 Hn ( τ) 可做如下 Doob-Meyer分解

Hn ( τ) = ∫
τ

0

1 － Hn ( s)
1 － s ds + mn ( τ) ( 12)

其中 mn ( τ) 为一个鞅． 根据式 ( 12) 可以得到标

准化的经验过程 Sn ( τ)  槡n( Hn ( τ) － τ) 的
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② 关于漂移函数设定检验还可以基于其他类似的经验过程，如 Monsalve-Cobis 等［8］ 所基于的经验过程类似为 Vn ( x) =

1

槡n
∑
n－1

i = 1

Yi

Δ
－ μ( Xi，θ0( )) I( Xi ≤ x) ; Masuda等［7］所基于的经验过程类似为 Vn ( x) =

1

槡n
∑
n－1

i = 1
( Yi － μ( Xi，θ0 ) Δ) I( Xi≤ x) ． 不过这两种

经验过程的极限过程与步长 Δ有关，不便于对其相应参数经验过程进行鞅转化． 为此，本文改用式( 5) 形式的经验过程．



Doob-Meyer分解为

Sn ( τ) = wn ( τ) － ∫
τ

0

Sn ( s)
1 － s ds ( 13)

其中 wn ( τ) 槡nmn ( τ) 会弱收敛于标准布朗运
动 B  F( x) ． 为了进一步将此分解方法扩展到一
般的参数经验过程，令 hi 为映射 θ→ Hn (·，θ) 
Fn ( F

－1 (·) ，θ) 关于 θi，i = 1，…，d的弗里歇导数
( 假定 hi 存 在 ) ，则 h( τ)  ( τ，h1 ( τ) ，…，
hd ( τ) )

T 为［0，1］区间上的 d + 1 维的实值函数．

假定其导数 h
·
( τ)  dh( τ) /dτ在 τ = 1附近线性

独立，从而保证 Ms = ∫
1

s
h
·
( τ) h

·
( τ) Tdτ非奇异，考

虑如下转化

wn ( τ) = Sn ( τ) － ∫
τ

0
h
·
( s) TM－1

s ×

∫
1

s
h
·
( r) dVn ( r) ds

( 14)

式 ( 14) 即为切米雷泽鞅转化公式，易验证
当 h( τ) = τ时，式 ( 14) 退化为式 ( 13) ． 可见，
Khmaladze［9］所定义的关于一般参数经验过程的
切米雷泽鞅转化是原来的经验过程 ( 不含估计参

数) Doob-Meyer分解的推广与应用．
上述切米雷泽鞅转化技术虽然只是基于分布

函数的拟合检验提出的，它也可以推广至其他回

归模型的拟合检验． 如 Khmaladze与 Koul［10］基于
加权的残差经验过程分别讨论了回归模型中的函

数形式设定检验及回归模型残差分布的拟合检

验． 这两类检验的切米雷泽鞅转化形式相似，主
要是原假设对应扩展切平面 ( extended tangent
space corresponding to the null，ETS［13］) 的基的选
择有所不同 ( 如上述的分布函数检验的 ETS的基

为 h
·
( τ) ) ．
为了给出关于漂移函数设定检验的切米雷泽

鞅转化的含义与性质，针对来自分布为 F( x) 的
随机变量 x∈ Ξ，令 g( x) 为相应 ETS的基向量，
则对于任意二次可积实值函数 φ的切米雷泽鞅转
化 Tg 可定义为

Tg ( φ( x) ) = φ( x) － ∫
x

x－

g ( s) TM－1
s ∫

x－

s
g( r) ×

dφ( r) dF( s)
( 15)

式( 15) 可以看作是基于区间 ( x，x－］的信息，通过

递归最小二乘估计 ( recursive least squares esti-
mate) 对 φ( x) 预测后的残差［14］． 它是一种线性
的垂直映射和保距映射［10］． 为了下文分析的需
要，在此用 ‖·‖ 表示欧几里得范数，根据
Bai［14］的附录 A得出如下定理 1．
定理 1 假定 E‖g( X) ‖2 ＜ !，矩阵 Ms =

Eg( X) g ( X) TI( X ≥ s) 是非奇异的，c 为任意常
数或随机变量，则对于任意 x∈Ξ，切米雷泽鞅转
化 Tg 式( 15) 满足 Tg ( cg( x) ) = 0．

证明 令g( φ( x) ) =∫
x

x－
g ( s) TM－1

s ∫
x－

s
g( r) dφ( r) dF( s)，

则Tg( φ( x) ) = φ( x) －g( φ( x) ) ． 由Bai
［14］附录A可知

g( cg ( x) ) = cg ( x) ，所以 Tg ( cg ( x) ) = cg ( x) －
g( cg( x) ) =0 ． 证毕．
对于参数经验过程 ( 7) ，由于其极限过程的

额外项 η( x) · 是其对应的 ETS 的基 g 的线性
函数 ( 见附录 B中定理 2的证明) ，若能找到其对
应的ETS的基 g，则通过切米雷泽鞅转化 Tg 有 Tg

( η( x) · ) = 0 ． 于是

Tg ( V̂n ( x) ) = Tg ( Vn ( x) + η( x) · + rn ( x) )

B F( x)
( 16)

可见，通过切米雷泽鞅转化式( 15) 可以把参
数经验过程中与原假设有关的成分剔除，从而保

证基于鞅转化后的经验过程的检验统计量具有渐

近分布无关性． 有了渐近分布无关的检验统计
量，便可以很方便的得到相应检验统计量的临界

值． 下节将具体说明基于更一般形式的参数经验
过程的漂移函数设定检验方法及性质．

2 基于切米雷泽鞅转化的漂移函数
的检验及其计算

2． 1 经验过程设置
第 1 节主要是基于 σ( Xi ) = 1 假定下分析了

漂移函数设定检验中存在的达宾问题，并且已知

不含估计参数的标记经验过程 ( 5) 弱收敛于标
准布朗运动． 实际应用中更常见的情形是 σ( Xi )

为异方差形式，此时的经验过程 ( 5) 的极限过程
将会依赖于 σ( Xi ) ． 为了得到一个标准的稳定的
极限过程，可以把经验过程 ( 5) 进一步用 σ( Xi )
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标准化为

Vn ( x) =
1

槡n
∑
n－1

t = 1
ei I( Xi ≤ x) ( 17)

其中 ei
Yi /槡Δ －μ( Xi，θ0)槡Δ

σ( Xi )
． 参照 Masuda 等［7］

的做法，定义 Vn( － !) = 0，Vn( + !) =
1

槡n
∑
n－1

t = 1
ei，于

是Vn ( x) 可以在 Skorokhod空间 D［x
－
，x－］上取值．

由附录B知 e{ }i
n － 1
i = 1为鞅过程序列． 若 σ( Xi ) 函数

形式未知时，很自然的考虑是利用其估计量 σ̂
( Xi ) 代替． 于是对于一般形式的漂移函数复合
假设问题的设定检验可以考虑基于如下估计的标

准化的标记参数经验过程

V̂n ( x) =
1

槡n
∑
n－1

t = 1
êi I( Xi ≤ x) ( 18)

其中 êi
Yi /槡Δ － μ( Xi，θ̂) 槡Δ

σ̂( Xi )
． 由于本文着重分

析一类不依赖于波动函数形式的漂移函数参数形

式设定检验方法． 为了得到估计的 σ̂( Xi ) ，本文

将选用一般的核估计技术估计 σ2 ( ·) 在 x 点的
值，即

σ̂2 ( x) =
∑
n－1

i = 1
K Xi － x( )h

( Xi+1 － Xi )
2

Δ∑
n－1

i = 1
K Xi － x( )h

( 19)

其中 K( ·) 为核函数，h 为窗宽． 式 ( 19) 的核
估计完全无需知道波动函数的具体形式，因此基

于此估计的漂移函数检验方法不依赖于波动函数

的函数形式． 显然，引入波动函数的核估计 ( 19)
会增大 { e⌒i}

n － 1
i = 1序列前后期的相依性． 那么，估计

的参数经验过程 ( 18) 是否仍可通过切米雷泽鞅
转化得到渐近分布无关的检验统计量呢?下文的

定理 2 表明，在一定条件下，切米雷泽鞅转化对上
述经验过程 ( 18) 仍适用．
2． 2 检验统计量及其渐近性质
在一定的正则性条件( 见附录 A) 下，可以证

明在漂移函数参数形式设定正确原假设条件下，

参数经验过程仍可以收敛到某个高斯过程，但由

于此极限高斯过程会依赖于原假设条件及参数估

计，即不满足分布无关性，因此不便于直接被应

用． 为此，可以选择切米雷泽鞅转化来克服上述

麻烦． 通过切米雷泽鞅转化的检验统计量可以得
到确切的渐近原假设分布，而且可以很方便的被

执行． 通过推导可知: 基于标记的参数经验过程
( 18 ) 的漂移函数设定检验的 ETS 的基为

g( x) =
μ·( x，θ0 ) 槡Δ

σ( x)
，相应的有 Ms = Eg( X) g

( X) TI( X≥ s) ．
注意到 g( x) 和Ms都可能依赖于未知的参数

θ0 ，且 Ms 还可能依赖于分布函数 F(·) ． 相应的，
令

ĝ( x) = μ·( x，θ̂) 槡Δ

σ̂( x)
，

M̂s = 1
n∑

n－1

i = 1
ĝ( Xi ) ĝ ( Xi )

TI( Xi ≥ s) ( 20)

其中 σ̂( Xi ) 为核估计( 19) ． 分布函数F(·) 可用
经验分布函数 Fn (·) 代替，则参数经验过程 ( 18)
的切米雷泽鞅转化的估计式可表示为

Ŵn ( x) = V̂n ( x) － ∫s≤x
ĝ ( s) TM̂ －1

s ×

∫r≥s
ĝ( r) d V̂n ( r) dFn ( s) ( 21)

针对原假设的检验统计量将基于Ŵn ( x) 进行
构建． 以下定理 2 给出了在原假设条件下通过切

米雷泽鞅转化后的Ŵn ( x) 的渐近收敛性质．
定理 2 假定附录 A的条件 ( A1) － ( A10)

成立，则在原假设条件 ( 3) 下，当 n→!，且步长
满足 Δ = O( n－2 /3 ( ln( 1 + n) ) 1 /3 ) 时，对于 x ∈
［x

－
，x1］，x1 ＜ x－，有

Ŵn ( x) B°F( x) ( 22)
证明见附录 B．

根据Ŵn ( x) 弱收敛性，可以构建出不同的检
验统计量，本文选用 Kolmogorov-Smirnov ( KS)
与 Cramer von Mises ( CvM) 两种检验，定义检验
统计量为

Kn sup
x－≤x≤x－

| Ŵn( x) |，Cn∫
x－

x－

( Ŵn( x) )
2dFn( x)

( 23)
依据连续映射定理有

Kn →
p

sup
x－≤x≤x－

| B  F( x) |，
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Cn →
p ∫

x－

x－

( B  F( x) ) 2dF( x) ( 24)

为了避免M̂s 在 x 的高分位点的估计效果不
佳，取 x1 ( x1 ＜ x－ ) 为计算区间的上界． 其对应于
经验分布函数值为 Fn ( x1 ) ，则可以采用如下尺度
化的 ( scaled) 检验统计量

Kn = sup
x－≤x≤x1

Ŵn ( x)
Fn ( x1槡 )
，

Cn = F－2
n ( x1 ) ∫

x1

x－

Ŵn ( x)
2dFn ( x) ( 25)

根据布朗运动的尺度变换性质知，式 ( 25)
与式 ( 23) 会有相同极限分布［15］［16］． 这样就可
以通过式 ( 24) 模拟得到检验统计量 Kn 与 Cn 极

限分布的临界值． 因此可以方便的利用式 ( 25 )
进行检验分析． 与以往的一些检验方法 ( 如 Chen
等［2］，Fan 和 Zhang［3］) 相比，Kn与 Cn的一个明显

优势在于其有一个简单且恒定的极限分布，且很

容易执行． 相比之下，Chen 等［2］所提出的经验似
然拟合度检验 ( 记为 EL 检验) 涉及太多的近似
估计项，使得 EL 检验的有限样本表现很差． 因
此，EL 检验在实际应用时需要借助一些其他方
法 ( 如自举法) ． Fan 和 Zhang［3］所提出的广义似
然比方法 ( 记为 GLＲ检验) 的临界值会受到不同
的原假设模型甚至不同的参数值的影响． 因此应
用 GLＲ检验同样需要通过自举法判断检验结果．
而本文提出的检验统计量 Kn 与 Cn 具有渐近分布

无关性，并且通过鞅转化可以消除或减轻模型的

原假设及参数估计误差的影响． 因此，检验统计
量 Kn 与 Cn 可以很方便的应用于各种漂移函数的

设定检验．
2． 3 检验统计量的计算方法
下面将介绍如何根据实际数据计算上述检验

统计量． 首先，可将式 ( 21) 等价的表示

Ŵn( x) =
1

槡n
∑
n－1

i =1
ê (i I( Xi ≤ x) － ∫s≤x

ĝ ( s) T ×

M̂－1
s I( Xi ≥ x) dFn( s) ĝ( Xi )) ( 26)

根据 Bai［14］、Koul 与 Song［16］的说明，提出如

下关于 Ŵn ( x) 的具体计算方法:令 X ( i) ，1≤ i≤ n

表示 Xi的第 i个顺序统计量，ê( i) 与 ĝ ( i) 表示与 Xi

对应的 êi 和 ĝi 按 X ( i) 顺序排列后的值． 则式

( 26) 可以通过如下式 ( 27) 求得．

Ŵn( x) =
1

槡n
∑

k

i =1

( ê( i) －
1
n∑

n－1

j = i
ĝT
( i) M̂

－1
( i) ĝ( j) ê( j) ) ，

X( k) ≤ x ＜ X( k+1) ，k = 1，…，n － 1

( 27)

其中，ĝ( i) =
μ·( X ( i) ，θ̂) 槡Δ

σ̂( X ( i) )
，M̂( i) = 1

n∑
n－1

j = i
ĝ ( j)

ĝ ( j)
T，i = 1，…，n － 1 ． 相应的 Kn 与 Cn 可以通过

如下式 ( 28) 求得

Kn = max
i

Ŵn ( Xi )

Fn ( x1槡 )
，

Cn = 1
nF2

n ( x1 )
∑

i
I( Xi ≤ x1 ) ( Ŵn ( Xi ) )

2

( 28)
于是，通过式 ( 28 ) 就可以计算得到漂移函

数的设定检验统计量 Kn 与 Cn 的值，当检验统计

量大于其对应的极限分布( 24 ) 的临界值时，原假
设将被拒绝． 下节将根据式( 28) 进行蒙特卡洛模
拟分析和具体数据的实证分析．

3 蒙特卡洛模拟与实证分析

本节的蒙特卡洛模拟与实证分析所涉及到的

非参数核估计均采用标准正态核函数． 核估计的
窗宽的选择按经验公式 h = c·std( x) ·h－1 /5 计

算，其中 std( x) 表示变量 x 的标准差． 根据标准
正态核估计的经验法则选取 c = 1． 06 ． 参照
Stute等［15］的做法，选择计算区间的上界 x1 为经
验分布函数的 99%分位点． Bai［14］通过模拟得到
Kn在 1%、5%和 10%显著性水平下的临界值分别
为 2． 80、2． 22 和 1． 94． 根据 Bai［14］的模拟设置，
可以类似模拟得到 Cn 在 1%、5%和 10%显著性
水平下的临界值分别为 2． 803 9、1． 665 5 和
1. 201 9．
3． 1 蒙特卡洛模拟分析
学术界关于利率模型漂移函数的参数形式已

有大量研究． 很长时间以来，对于其漂移函数的
均值回复特征是否为线性也一直悬而未决［17］．
在此，主要通过检验利率过程的线性均值回复特

征来分析统计量 Kn 与 Cn 的检验效果，蒙特卡洛
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模拟的数据生成所考虑的原假设 ( H0 ) 模型为

CKLS模型
dXt = ( β0 + β1Xt ) dt + σXρ

t dWt ( 29)
其参数真实值选用 Chan 等［18］的估计值，即 β0 =
0. 040 8，β1 = － 0．592 1，σ2 =1．670 4，ρ = 1．499 9．
为了分析检验统计量的检验功效，类似 Monsalve-
Cobis等［8］的模拟设计，通过对 CKLS 模型的漂移
函数引入不同的非线性函数 NL( Xt ) 得到一系列

不同的备择假设模型

dXt = ( β0 + β1Xt + NL( Xt ) ) dt + σXρ
t dWt ( 30)

本文选用两种形式 NL( Xt ) 的备择假设，即

H1 ∶ NL( Xt ) = δd ( 1 － Xδd
t ) 与

H2 ∶ NL( Xt ) = － γd X槡 t ( 31)
其中 δd取 4、5，γd取 0． 8、1． 采用 Milstein方法从
时间区间［－ 100 /n，T］中产生样本量为 5Tn +
500 个离散观测值，然后删去前 500 个观测值以

减小模拟初始值的影响，并从剩下的 5Tn 各数据
中每隔 5 个抽 1 个以减小离散化偏差 ( discretiza-
tion bias) 的影响，于是得到［0，T］区间上样本量
为 n 的数据序列 { Xi}

n
i = 1 ，其抽样步长为 Δ =

T /n． 在模拟中，取 T = 1 和 2，Δ = 1 /250、1 /500
和 1 /1 000．

为了与已有的漂移函数进行比较，本文同时

计算了 GLＲ检验统计量③． 由于 GLＲ检验的自举
法十分耗时，难以进行大量的模拟分析．因此，本
文遵循 Fan 和 Zhang［3］的做法，通过模拟特定模
型 ( 模型参数已知) 条件下 GLＲ 检验的临界值，
并基于此进行模拟与比较分析． 在上述原假设模
型 ( 29) 及相应参数设置下，通过 10 000 次循环
的模拟计算可以得到 GLＲ 检验统计量在显著性
水平 ( α ) 分别为 10% 和 5% 的临界值 ( 见
表 1) ．

表 1 检验统计量 GLＲ在模型 ( 29) 下的模拟临界值
Table 1 Simulated critical value of GLＲ test under model ( 29)

T = 1 T = 2

α \ \Δ 1 /250 1 /500 1 /1 000 1 /250 1 /500 1 /1 000

10% 5． 369 0 6． 226 9 7． 226 5 9． 578 9 10． 898 5 12． 538 2

5% 6． 618 5 7． 575 4 8． 803 8 12． 774 2 14． 025 3 16． 099 3

从表 1可以看出，GLＲ检验的临界值在不同的
样本量下也有较大差异． 可见 GLＲ检验统计量的值
易受实际数据量的影响．接着，利用表 1的临界值计
算 GLＲ检验的检验水平( size)与检验功效 ( power) ．
同时也计算了检验统计量 Kn 与 Cn 检验水平与检验

功效． 通过 2 000次循环得到各检验统计量分别在
5%与 10%显著性水平下的模拟结果 (见表 2) ．
表 2 的模拟结果表明: 在原假设模型 ( 29 )

下，各检验统计量的检验水平与真实的检验水平

相差不大． 表面上看，GLＲ检验水平要比 Kn与 Cn

好，不过该模拟的 GLＲ 检验是基于原价设模型
( 29) 在给定对应的样本量与参数设置下的大量
模拟 ( 10 000 次循环) 所得的分位点作为其检验
临界值． 因此，其模拟的检验水平更接近真实的
检验水平就不足为奇． 不管怎样，模拟得到的 Kn

与 Cn 检验水平都是比较合理的．
当模型 ( 31) 中的 δd 与 γd 增加时，备择假设

模型就更加偏离原假设模型，因此可以预期其对

备择假设模型的拒绝率也会增加． 表 2 的模拟结
果也证实了这一特征． 平均而言，经验的检验功
效随着 Δ的减小而增大，随着 T 的增大而增大．
这与 Masuda等［7］基于简单假设的模拟结论存在
相似之处． 虽然，表 2 所示的检验功效比 Mon-
salve-Cobis 等［8］的模拟结果来的低，但是 Mon-
salve-Cobis等［8］对漂移函数的检验是基于波动函
数形式已知条件下进行的． 而本文对漂移函数的
检验无需知道波动函数的具体函数形式，其利用

的信息较少，自然的检验功效也较低． 另外，在
H1 下，GLＲ 优于 Kn 与 Cn 的情形较多，而在 H2

下，Kn与 Cn普遍优于 GLＲ，且不论在H1 下还是在

H2 下，Kn 与 Cn 的检验功效都比较相近． 可见，Kn、
Cn 与 GLＲ的功效表现并无绝对的优劣，其取决于具
体的数据生成过程，这与鞅转化理论是一致的． 不
过，相比之下，Kn 、Cn 明显的比 GLＲ方便执行．
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③ 由于通常的局部线性估计不能保证波动函数的估计一定是正数，同时为了与本文所提出的检验统计量所涉及到的核估计相对应，在计

算 GLＲ检验统计量时，对其涉及到的非参数估计同样选用核估计来计算．



表 2 漂移函数检验的检验水平与检验功效的经验表现
Table 2 Empirical performance of size and power for drift function test

T = 1 T = 2

Kn Cn GLＲ Kn Cn GLＲ

Δ \ \ α 10% 5% 10% 5% 10% 5% 10% 5% 10% 5% 10% 5%

检验水平 ( H0 : CKLS模型)

1 /250 7． 6 3． 0 7． 7 3． 5 10． 2 4． 9 8． 9 4． 2 8． 0 4． 6 8． 9 4． 9

1 /500 9． 3 4． 6 8． 8 5． 1 10． 1 4． 7 8． 7 3． 9 7． 9 3． 9 9． 9 4． 8

1 /1 000 8． 4 4． 1 7． 6 3． 2 10． 6 4． 8 10． 6 4． 7 8． 5 3． 6 9． 5 4． 4

检验功效 ( H0 : CKLS模型，H1 :取 γd = 4 )

1 /250 10． 2 4． 6 13． 3 6． 3 42． 1 27． 8 22． 3 12． 3 25． 9 15． 8 32． 9 15． 4

1 /500 14． 3 7． 6 15． 9 8． 6 50． 5 35． 6 27． 8 16． 2 29． 0 18． 0 43． 9 23． 2

1 /1 000 18． 6 9． 6 17． 7 9． 8 60． 0 41． 8 32． 2 19． 1 32． 5 19． 8 51． 9 27． 6

检验功效 ( H0 : CKLS模型，H1 :取 γd = 5 )

1 /250 16． 3 7． 1 20． 2 10． 6 37． 2 22． 0 35． 3 21． 3 40． 6 27． 4 26． 0 9． 4

1 /500 20． 6 11． 5 24． 0 13． 6 44． 3 29． 4 43． 3 29． 3 46． 8 33． 6 32． 4 14． 1

1 /1 000 26． 7 16． 0 26． 9 16． 4 52． 5 32． 1 50． 9 33． 7 53． 0 38． 5 38． 3 16． 3

检验功效 ( H0 : CKLS模型，H2 :取 δd = 0． 8 )

1 /250 27． 2 13． 5 49． 6 27． 5 33． 4 27． 1 74． 6 59． 6 77． 4 62． 6 68． 0 56． 5

1 /500 68． 5 50． 4 84． 9 71． 5 34． 7 24． 9 99． 5 98． 5 99． 6 98． 4 69． 8 55． 2

1 /1 000 78． 8 64． 8 90． 2 80． 6 30． 3 20． 4 100． 0 99． 8 100． 0 99． 9 66． 1 49． 3

检验功效 ( H0 : CKLS模型，H2 :取 δd = 1 )

1 /250 22． 7 8． 3 40． 8 16． 8 24． 2 21． 7 54． 1 37． 1 50． 5 32． 2 72． 0 67． 3

1 /500 99． 8 98． 3 100． 0 99． 9 59． 7 51． 6 100． 0 100． 0 100． 0 100． 0 92． 7 87． 7

1 /1 000 100． 0 100． 0 100． 0 100． 0 58． 0 44． 6 100． 0 100． 0 100． 0 100． 0 92． 1 83． 0

3． 2 SHIBOＲ数据的实证分析

下面将利用上述检验统计量检验我国的短期

利率的动态特征． 本部分的实证所选取的数据为

上海银行间同业拆放利率 ( Shanghai interbank of-

fered rate，SHIBOＲ) ． 所选取的 SHIBOＲ 数据期

限包括隔夜 ( O /N) 、1 周 ( 1W) 、2 周 ( 2W) 和 1

个月 ( 1M) 四种，数据的时间跨度为 2007 年 1 月

1 日至 2013 年 5 月 17 日，每种期限的利率数据

个数为 1 592，其相应的利率动态走势见图 1

至图 4．
图 1 期限为 O /N的 SHIBOＲ走势图
Fig． 1 Historical trends of O /N SHIBOＲ
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图 2 期限为 1W的 SHIBOＲ走势图
Fig． 2 Historical trends of 1W SHIBOＲ

图 3 期限为 2W的 SHIBOＲ走势图
Fig． 3 Historical trends of 2W SHIBOＲ

图 4 期限为 1M的 SHIBOＲ走势图
Fig． 4 Historical trends of 1M SHIBOＲ

从图 1 至图 4 可以看出，各短期利率走势具

有一定的持续性 ( persistent) ，即利率走势要经过
相当一段时间向长期均值水平回复． 另外，国内
的许多学者也认为我国的短期利率存在均值回复

特征［19 － 24］． 为了验证本文所提出的漂移函数检
验方法的检验表现，在此将检验上述 SHIBOＲ 数
据是否满足线性均值回复特征，即检验漂移函数

是否满足

μ( Xt，·) = κ( φ － Xt ) ( 32)
其中 κ为持续性系数，其值越小，则持续性越强;
φ为长期平均利率水平． 另外，图 1 至图 4 也显示
各短期利率波动存在明显的条件异方差现象，因

此很难准确的用简单的函数来设定其波动函数形

式． 因此，若通过事先假定波动函数满足某种参
数形式来单独检验漂移函数的参数形式，将很容

易因为波动函数的错误设定而影响了对漂移函数

的设定检验，并且数据的条件异方差现象与函数

形式的错误设定都容易影响参数估计的稳健性．
而本文提出的完全不依赖于波动函数形式的漂移

函数设定检验避免了其受波动函数错误设定的影

响，且检验统计量的渐近分布无关性也减少了参

数的不正确估计对统计量计算的影响．

为了得到相对稳健的估计与检验结果，首

先根据 Fan 和 Zhang［3］中 4． 1 节介绍的方法，作
Yi /Δ关于 Xi 的 OLS 估计得到其漂移函数参数
的初始估计值，然后利用这些初始估计值作为

下一步 GMM 估计的初始值④． 通过 GMM 估计
得到漂移函数的参数值 ( κ、φ) 、相应参数估计
的 t值( tκ、tφ ) 、J检验统计量

［18］及其伴随概率 P
值 ( 记为 PJ ) ． 同时，本文也计算了 Kn 、Cn 与

GLＲ 检验统计量，并通过自举法 ( 500 次循环 )
得到 GLＲ检验的伴随概率 P值 ( 记为 PGLＲ ) ． 所
得结果见表 3 ．

． 表 3 对 SHIBOＲ数据的估计与检验结果
Table 3 Estimation and testing results for SHIBOＲ

期限 κ tκ φ tφ J PJ GLＲ PGLＲ Kn Cn

0 /N 26． 76＊＊＊ 7． 88 2． 36＊＊＊ 25． 06 0． 09 0． 77 191． 58＊＊＊ 0． 008 1． 76 1． 23*

1W 25． 16＊＊＊ 9． 25 2． 99＊＊＊ 26． 21 0． 07 0． 78 162． 98* 0． 056 3． 17＊＊＊ 5． 78＊＊＊

2W 34． 53＊＊＊ 11． 14 3． 36＊＊＊ 35． 06 0． 17 0． 68 335． 65* 0． 054 2． 86＊＊＊ 3． 42＊＊＊

1M 7． 35＊＊＊ 7． 10 3． 63＊＊＊ 18． 27 0． 11 0． 74 188． 06＊＊ 0． 036 0． 91 0． 21

注: ＊＊＊、＊＊、* 分别表示显著性水平小于 1%、5%、10% ．
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从表 3 的系数估计结果可以看出，这四种期
限的短期利率过程都能显著的被线性均值回复的

漂移函数所拟合，各参数的估计值的伴随概率都

小于 1% ． 其中 1 个月期限的短期利率的持续性
最强，其 κ 值为 7． 35，持续性最弱的短期利率是
两周期限的短期利率．
虽然，这四种期限的利率过程的线性均值回

复的漂移函数参数估计都十分显著，但这并不意

味着线性的均值回复函数就一定是对短期利率漂

移函数形式的正确设定． 因为参数估计是否显著
还受数据的序列相关性、异方差性等因素的影响．
因此有必要单独对漂移函数的参数形式进行设定

检验． 在估计与检验之前，本文首先利用 ADF 单
位根检验对四种期限的利率数据进行平稳性检

验，发现各数据都是平稳的． 因此，这些数据也比
较适合本文所提出的检验方法．
表 3 显示各检验统计量的检验结果差异较

大，基于 GMM的 J检验都没能够拒绝每种期限的
SHIBOＲ数据的线性均值回复特征，而 GLＲ 检验
又 ( 在 10% 显著性水平下) 拒绝了所有利率数
据的线性均值回复特征． 从 Kn 与 Cn 统计量的值

可以看出期限为 1 个月的短期利率数据较好的满
足线性均值回复特征． 而对于较短期限的利率
( 特别是期限为 1 周与 2 周的利率数据) 很难被
线性的均值回复特征所解释． Kn 与 Cn 的检验结

果与 Monsalve-Cobis 等［8］对 EUＲIBOＲ 的检验结
果类似． Monsalve-Cobis等［8］的检验结果表明:期
限为 1 周的 EUＲIBOＲ数据不能很好的被线性均
值回复的漂移函数所解释，而对于更长期限 ( 期

限为两周及以上) 的 EUＲIBOＲ 能较好的被线性
均值回复的漂移函数所解释． 关于期限较短 ( 不
超过两周) 的 SHIBOＲ数据的线性均值回复特征
被 Kn 与 Cn 统计量拒绝这一事实也与国内的一些

学者的研究结果相吻合，如洪永淼、林海［19］，刘金
全，郑挺国［20］，范龙振［21］等． 可见，基本上可以
认为我国的短期利率动态确实存在均值回复特

征． 但不同期限的短期利率一般不能都被线性均

值回复特征完全解释，或许还存在某种非线性的

均值回复特征． 总体而言，针对不同期限利率数
据的 J检验和 GLＲ 检验的各自伴随概率差异都
不大，这很可能表明这两类检验缺乏区分度． 相
比之下，本文提出的基于切米雷泽鞅转化的检验

统计量 Kn 与 Cn 具有更好的区分度． 另外针对不
同期限利率数据，Kn 与 Cn 的实证检验结果也比

较相近，这与上节的蒙特卡洛模拟结果具有一

致性．

4 结束语

漂移函数的估计与检验问题比波动函数的估

计与检验来的困难，关于漂移函数的单独检验方

法也相对较少． 目前存在的一些关于漂移函数的
检验方法很多还只是针对简单假设的设定检验，

对于复合假设的许多检验方法也不满足渐近分布

无关性，而且大部分对漂移函数的检验还依赖于

波动函数形式． 本文首先分析了漂移函数设定检
验中存在的达宾问题，然后针对上述关于以往检

验方法的几点缺陷，提出了两个基于切米雷泽鞅

转化的漂移函数的设定检验方法． 其对漂移函数
参数形式的设定检验具有渐近分布无关性，且其

对漂移函数的检验不依赖于波动函数的具体

形式．
蒙特卡洛模拟结果表明所提出的检验方法有

合理的检验水平和检验功效． 将这些检验方法应
用到我国的短期利率的动态特征的分析表明: 我

国的一个月期限的 SHIBOＲ数据能较好的被线性
均值回复的漂移函数所解释，而对于更短期限的

SHIBOＲ数据不能完全被线性均值回复的漂移函
数所解释． 当然，由于本文提出的漂移函数参数
形式的设定检验方法无需知道波动函数的具体形

式，因只利用了较少的信息，从而也降低其检验功

效． 不过实证分析体现基于切米雷泽鞅转化的漂
移函数设定检验方法比 J 检验和 GLＲ 检验更能
区分不同的利率动态过程．
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Martingale-transformation-based specification test for drift function of inter-
est rate model

CHEN Qiang1，ZHENG Xu1，XU Xiu2

1． Antai College of Economics ＆ Management，Shanghai Jiaotong University，Shanghai 200052，China;
2． Wang Yanan Institute for Studies in Economics，Xiamen University，Xiamen 361005，China

Abstract: Based on Khmaladze martingale transformation technology，two new tests for drift functions of inter-
est rate models are constructed by the marked empirical processes． The asymptotic property of the tests and
their calculation methods are also provided． The test statistics do not need to know the information about the
diffusion function of interest models，and they do not depend on an asymptotic distribution even for the compos-
ite null hypothesis． Monte Carlo simulations show that the tests have a reasonable size and power performance．
The tests are also in effect when applied to analyzing the characteristics of short-term interest rates in China．
Key words: martingale transformation; interest rate model; specification test; Monte Carlo simulation; empir-

ical analysis

附录 A: 正则性条件
为了具体说明，本文对扩散过程 ( 2) 引入如下正则性条件
( A1) 存在与参数 θ无关的常数 C ＞ 0 ，使得对于每一个 x，y∈ Ξ，有

μ( x) － μ( y) + σ( x) － σ( y) ≤ C x － y ．

( A2) 存在与参数 θ无关的常数 C ＞ 0 ，使得对任意 x∈ Ξ，有 μ( x) + σ( x) ≤ C( 1 + x ) ．

( A3) 对于函数 P( μ，x) = ∫
x

0
exp － 2 ∫

y

0

μ( τ)
σ2 ( τ)

d{ }τ dy，满足 lim
x→ x－

P( μ，x) →－ !与 lim
x→ x－

P( μ，x) →+ !;且有

Q( μ) = ∫
x－

x－

1
σ2 ( y)

exp 2 ∫
y

0

μ( τ)
σ2 ( τ)

d{ }τ dy ＜ !．

( A4) 参数空间 Θ是紧的，且对任意给定 θ∈ Θ，漂移函数 μ( Xi，θ) 满足条件 A1 － A3．

( A5) 对任意 x∈ Ξ，有 μ( x，θ) 在 θ0 附近可微，其导数 μ·( x，θ0 )  ( μ( x，θ) /θ) θ = θ0
满足 E ( μ·( X，θ0 ) )

2 与

E‖μ·( X，θ0 ) ‖
4 存在，且对于每一个 k ＜ !及 Γ = { ( i，θ) ∶ 1 ≤ i≤ n，槡n( θ － θ0 ) ≤ k} ，有
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sup
i∈Γ
槡n μ( Xi，θ) － μ( Xi，θ0 ) － ( θ － θ0 )

Tμ
·
( Xi，θ0 ) = op ( 1) ．

( A6) 对任意 x∈ Ξ，d × d 阶方阵 μ··( x，θ0 ) = ( 2μ( x，θ) /θθT ) θ = θ0
的数学期望存在，且存在非负函数 b( x，θ0 ) ，

Eb( X，θ0 ) ＜ !，δ ＞ 0，γ ＞ 0 ，使得‖θ － θ0‖≤γ就意味着‖μ·( x，θ) － μ·( x，θ0 ) － μ
··
( x，θ) ( θ － θ0 ) ‖≤ δb( x，

θ0 ) ‖θ － θ0‖ ．
( A7) 波动函数为正且有界，即对任意 x∈ Ξ，σ( x) ＞ 0 ，sup

x∈Ξ
σ( x) ＜ + !．

( A8) 存在 θ0 的一致估计量 θ̂ 满足 槡n( θ̂ － θ0 ) = 1

槡n
∑
n－1

i = 1
ι( Xi，θ0 ) + op ( 1) ，其中，ι( Xi，θ0 ) 为实值向量函数，且有

( i) Eι( X，θ0 ) = 0 ，( ii) Eι( X，θ0 ) ι ( X，θ0 )
T ＜ !．

( A9) 假定 g( x) 在 x = x－ 附近线性独立．

( A10) 核函数 K(·) 是有界的关于 0 对称的函数，且满足 ∫K( u) du = 1 、∫ u K( u) du ＜ !与 ∫uK( u) du = 0 ．

其中 ( A1) 与 ( A2) 保证了扩散方程 ( 2) 强解的存在性和唯一性． ( A3) 确保了随机过程 X的遍历性( ergodic) ，且存在

平稳密度( stationary density) f( x) = 1
Q( μ) σ2 ( x)

exp 2 ∫
y

0

μ( τ)
σ2 ( τ)

d{ }τ ，其对应的分布函数为 F( x) ．本文假定初始值 X0是

来自 F( x) 的一个随机变量，因此扩散过程是平稳的． ( A3) 也为定理 2 的渐近性质提供基础． ( A4) － ( A7) 涉及到波动
函数与漂移函数的平滑性． ( A8) 确保参数经验过程的收敛性． ( A9) 确保 Ms 的非奇异性． ( A10) 是非参数核估计的常
见的基本条件．

附录 B: 关于定理 2 的证明

令，Πn ( Xi ) =
σ( Xi )

σ̂( Xi )
－ 1 ． 条件 ( A1) 、( A2) 、( A5) 及 ( A6) 确保了 E‖g( X) ‖2 ＜ !，下面通过 4 步证明定理 2．

( 1) 因为在漂移函数设定正确的原假设条件下，ei的条件均值为 E( ei Xi ) = 0 ，条件方差为 Var( ei Xi ) = 1 ． 由扩

散过程的马尔科夫性知 { ei }
n－1
i = 1 为鞅过程序列，基于条件 ( A1) － ( A4) 及 ( A7) ．由 Masuda等［7］的定理 5 知当 n→ !，

且 Δ = O( n－2 /3 ( ln( 1 + n) ) 1 /3 ) 时 Vn ( x) B°F( x) ． 进而根据 Chen等［25］的定理 1 的第 1 部分的证明知
Wn ( x) = Tg ( Vn ( x) ) B°F( x) ( A －1)

( 2) 将 V̂n ( x) 表示为如下四部分之和

V̂n ( x) =
1

槡n
∑
n－1

i = 1

Yi / 槡Δ － μ( Xi，θ0 ) 槡Δ
σ( Xi )

I( Xi ≤ x)

－ 1

槡n
∑
n－1

i = 1

μ( Xi，θ̂) 槡Δ － μ( Xi，θ0 ) 槡Δ
σ( Xi )

I( Xi ≤ x)

+ 1

槡n
∑
n－1

i = 1

Yi / 槡Δ － μ( Xi，θ0 ) 槡Δ
σ( Xi )

Πn ( Xi ) I( Xi ≤ x)

－ 1

槡n
∑
n－1

i = 1

μ( Xi，θ̂) 槡Δ － μ( Xi，θ0 ) 槡Δ
σ( Xi )

Πn ( Xi ) I( Xi ≤ x)

= Vn ( x) + U1 ( x) + U2 ( x) + U3 ( x) ( A －2)

对于 U1 ( x) ，根据泰勒展开定理及条件 ( A5) 有

U1 ( x) = － 1
n∑

n－1

i = 1

μ
·
( Xi，θ0 ) 槡Δ
σ( Xi )

槡n( θ̂ － θ0 ) I( Xi ≤ x) + op ( 1)

= － E
μ
·
( X，θ0 ) 槡Δ
σ( X) 槡n( θ̂ － θ0 ) I( X≤ x) + op ( 1)

= － Eg( X) 槡n( θ̂ － θ0 ) I( X≤ x) + op ( 1) ( A －3)

对于 U2 ( x) ，可将其进一步分解为如下两部分之和
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U2 ( x) = － 1

槡n
∑
n－1

i = 1
et
σ̂( Xi ) － σ( Xi )

σ( Xt )
I( Xi ≤ x) － 1

槡n
∑
n－1

i = 1
et
σ̂( Xi ) － σ( Xi )

σ( Xi )
Πn ( Xi ) I( Xi ≤ x)

= U21 ( x) + U22 ( x) ( A －4)

根据 Li［26］的式 ( A． 30) 有 sup
x∈Ξ

σ̂ 2 ( x) － σ2 ( x) = Op ( h
2 + ( nh) －1 /2 ln( n) 1 /2 ) ，从而有sup

x∈Ξ
σ̂( x) － σ( x) = op ( 1) ．

根据条件 ( A7) 、( A10) ，类似于 Koul与 Song［16］的引理 6． 3 的证明，可以得到 sup
x∈［x－，x

－］
U21 ( x) = op ( 1) ．

由 于 sup
x∈Ξ

σ( x) ＞ 0 ，因 此 条 件 sup
x∈Ξ

σ̂( x) － σ( x) = op ( 1) 意 味 着 sup
x∈Ξ

Πn ( x) = op ( 1) ，进 而 有

sup
x∈［x－，x

－］
U22 ( x) = op ( 1) ． 综上得 sup

x∈［x－，x
－］

U2 ( x) = op ( 1) ．

对于 U3 ( x) ，因为 sup
x∈Ξ

Πn ( x) = op ( 1) ，类似对 sup
x∈［x－，x

－］
U1 ( x) = op ( 1) 的证明可得 sup

x∈［x－，x
－］

U3 ( x) = op ( 1) ．

于是

sup
x∈［x－，x

－］
V̂n ( x) － Vn ( x) + Eg( X) I( X≤ x) 槡n( θ̂ － θ0 ) = op ( 1) ( A －5)

( 3) 对任意 Xi ∈ Ξ，当 Δ→ 0 时，有

ĝ( Xi ) － g( Xi ) =
μ
·
( Xi，θ̂) － μ

·
( Xi，θ0 )

σ( Xi )
+
μ
·
( Xi，θ̂)
σ( Xi )

Πn ( Xi( )) 槡Δ

= 1

槡n
槡n( θ̂ － θ0 ) μ

·
( Xi，θ)

σ( Xi )
+
μ
·
( Xi，θ̂)
σ( Xi )

Πn ( Xi( )) 槡Δ = op ( 1) ( A －6)

根据正文的定理 1，取 c = I( Xi ≤ x) 槡n( θ̂ － θ0 ) ，并由条件 ( A9) 及 ( A －6) 知

Tĝ ( ĝ( Xi ) I( Xt ≤ x) 槡n( θ̂ － θ0 ) ) = 0 ． ( A －7)

且由 ( A －5) 与 ( A －6) 知式 ( 21) 的鞅转化过程 Ŵn ( x) 中的 V̂n ( x) 可换成 Vn ( x) ，即

Ŵn ( x) = Vn ( x) － ∫s≤x
ĝ ( s) TM̂ －1

s ∫r≥s
ĝ( r) dVn ( r) dFn ( s) ( A －8)

( 4) 根据 ( A －6) 及条件 ( A5) 、( A8) 知 sup
Xi∈Ξ
‖ĝ( Xi ) － g( Xi ) ‖ = op ( 1) ，进而有

∫
x－

x－

‖ĝ( x) － g( x) ‖
2
dF( x) = op ( 1) ( A －9)

又因为根据式 ( 17) 有 dVn ( Xi ) =
ei
槡n
，从而有

∫
x－ (s

ĝ( x) － g( x )) dVn ( x) = lim
n→!

1

槡n
∑
Xi≥

(
s

ĝ( Xi ) － g( Xi )) ei = op ( 1) ( A －10)

基于 ( A －7) 至 ( A －10) ，类似 Bai［14］的附录 C中式 ( C12) 的证明，并依据 Koul与 Stute［27］的定理 2． 4 知，对任意
x∈［x－，x1］，x1 ＜ x－ 有

Ŵn ( x) = Tg (^ V̂n ( x )) = T (g Vn ( x )) + op ( 1) ( A －11)

进而由 ( A －1) 得 Ŵn ( x) B  F( x) 证毕．
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