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摘要: 以单机为背景，重点针对具有正规型和非正规型时间效用函数的自利任务同时存在的

情况，研究了异构任务( 或代理) 影响稀缺资源分配效率这一问题．为此，建立了描述问题的非
合作博弈模型，定义了 Nash均衡调度与 Pareto调度的概念，讨论了两者之间的关系，给出了判
定 Nash均衡调度是否为 Pareto调度的充要条件，并定量分析了 Pareto调度可能导致的系统全
局性能恶化程度，即无秩序代价．由此揭示资源分配问题中异构的自利资源使用者与资源提供
方之间的冲突机理，并明确异构任务给资源分配效率带来的影响．
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0 引 言

如何将有限资源在多个个体之间进行有效分

配是一类基础问题．传统上，常假设存在全局决策
者，资源分配由全局决策者在某个系统性能指标

的指引下，设计相应规则予以解决，独立个体的诉

求并不被关注．但在全局决策者或协调机制缺失
的情况下，独立个体具有的自利性( selfishness) 会
导致个体之间对稀缺资源的竞争，竞争的均衡结

果继而会影响最优系统性能指标的实现． 为深入
研究这一影响程度，文献［1］以网络路由问题为
背景，最早提出无秩序代价 ( price of anarchy，
POA) ，定量描述网络资源分配问题中由于个体自
利性而导致的最差全局结果和全局决策者所期望

的最优系统性能之间的差距． 因其能够刻画个体
博弈结果( 个体理性) 和全局最优( 集体理性) 的

冲突，所以，这一概念被广泛应用于社会经

济［2 － 3］、管理［4 － 6］和工程［7 － 8］等领域．
在此类问题的诸多分支中，任务调度是 POA

应用研究成果最为丰富的领域之一． 任务调度问
题，也称排序问题，研究如何将单个或者多个资源

按时间顺序分配给等待处理的任务个体，并使某

种性能指标得以优化．此类问题中，当待处理任务
来自具有不同要求的独立客户时［9］，每个客户会

抢占能够最小化自身时间效用函数( time utility
function，后简称“时效函数”) 的资源段，从而会导
致 POA．
随着资源物理属性的不同( 如网络、道路、机

器) ，任务调度问题对应不同的现实背景( 如网络

路由［8，10］、交通管理［7，11］和生产调度［12，13］) ，在
理论研究中也采取不同的模型．文献［12］将现有
研究所采用模型分为拥塞模型( congestion model)
和排序模型( sequencing model) ．前者指客户的独
立性能指标除了与其自身任务的完成时间有关，

还与处理该任务的资源所承担的总负荷相关，并

且随着这两个量的增加而恶化，该模型能够较好

反映网络路由等问题的基本特质．后者中，客户时
效只与其任务完成时间有关，而与在其后完成的
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其它任务无关，这与运作管理问题的基本特点相

吻合．现有工作在承认任务个体自利性的基础上，
基于这两种模型，遵循如下研究思路: 首先，定义

个体 竞 争 的 均 衡 结 果，即 Nash Equilibrium
( NE) ［14］解概念，然后，多以单机、并行机描述资
源情况，以 min-max 型的最小化最大完成时间
( Cmax ) 或 min-sum型的最小化完成时间之和( ∑Ci )

为系统性能指标，定量分析各种特定机制产生的

NE解具有的 POA．
基于拥塞模型，文献［1］最早采用非合作博

弈研究了并行网络下的自利个体调度问题，网络

资源分配的系统性目标则是平衡每条网络通道上

的通信数据负荷． 论文定义了自利客户竞争资源
的混合 NE，定量分析了 POA． 文献［15］以同速
( identical) 并行机为背景，分析了局部搜索( local
search) 算法所产生的 NE 集合的 POA，并将结论
扩展到了恒速( uniform) 机下．文献［1，15］中的系
统性能指标均为 Cmax ． 基于排序模型，文献［16，
17］以同速并行机为背景，分别研究了 SPT
( Shortest Processing Time) 和 LPT( Longest Process-
ing Time) 策略可导致的 POA．文献［18］将结果推
广到了恒速机下． 这些工作仍以 Cmax为系统优化

目标．文献［19］针对并行机，分析了系统性能指
标分别为∑Ci和 Cmax下的 NE 调度集合的 POA．
文献［20］考虑了更多的情况．
总的来看，现有考虑个体自利性的任务调度

研究，无论是拥塞模型，还是排序模型，均基于如

下的重要假设: 假定个体具有正规型( regular) ［21］

时效函数，即客户时效随其任务完成时间的推迟

而恶化，并且所有自利个体的时效是相同的． 对
此，文献［12，17，20］等都曾明确指出过． 但在许
多资源分配问题中，尤其是管理领域，个体不仅是

自利的，常常也是异构的( heterogeneous) ，如文献
［22，23］．最为典型的就是在运作管理中，自利的
客户会因为其所需产品 /服务对自身重要程度的
不同，或者是其自身运营模式的不同，对于等待呈

现出不同的敏感程度． 有的客户可能希望尽可能
早收到所需产品或者服务，呈现出正规型的时效

函数; 而有的客户则遵循准时化( just in time，
JIT) 的运营模式，希望供应方在一个时间点满足

其需求，早或迟都会带来相应成本，其时效函数恰

恰为非正规型( non-regular，即客户时效函数不一
定是其任务完成时间的增函数［21］) ．简言之，面对
有限资源，资源使用者不仅是自利的，而且是异构

的，这与现有研究遵循的假设，即自利个体具有相

同正规型时效函数［12，17，20］，并不一致．
为此，本文对单机下排序模型的 POA 相关问

题展开研究，创新点在于: 一是不同于现有研究将

自利个体同质化的假设，本文重点考虑自利个体

具有异构时效函数的情况; 二是区别与现有研究

多针对以完工时间主的系统性能指标的情况，本

文兼顾了围绕延迟时间 Li的 min-max 型指标
( Lmax ) 或 min-sum 型指标( ∑Li ) ． 注意到异构客
户的存在至少会带来两个重要的影响． 一是解集
合的界定方面: 由于部分具有非正规型时效的客

户希望其任务在一个时点，而非尽早完成，竞争的

结果将导致现有研究中的 NE 解可能并非 Pareto
最优，两解集合之间的关系需要进行深入探究．二
是资源分配效率方面: 直观上，非正规型客户的存

在会进一步恶化 POA，但恶化程度具体与哪些因
素有怎样关系，还需做详细分析．

1 问题描述和解定义

本节将建立对问题的基本描述，定义相应的

解概念，并对不同解概念之间的关系进行初步

分析．
1． 1 变量定义与问题描述
以单机为研究背景，记 n 个客户为{ J1，J2，

…，Jn} ，每个客户只有一个待处理任务，任务动态

到达，其到达时间为 ri，到达后等候处理的时间为
wi，处理时间为 pi，完成时间为 Ci，记 P = p1 +… +
pn，以上各量均为非负整数． 不考虑抢占，有 ri +
wi +pi = Ci ． 每个自利客户希望最小化反映其等
待成本的时间效用函数 fi ( wi ) ． fi ( wi ) 可能为正

规型，典型的如 Ci ; 也可能为非正规型，典型的如

图 1中的 JIT指标，即最小化延迟时间 Li = | Ci －
di |，其中 di 为客户 Ji 所期望的最佳交期，显然有

ri + pi≤ di ．定义满足物理约束，包括到达约束、容
量约束( 即单一资源在任一时刻只能处理一个客
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户的任务) 和非抢占约束的可行调度集合

为 Wvalid ．

图 1 一种典型的非正规型时间效用函数示例

Fig． 1 Illustration of a typical non-regular time utility function

在如上变量基础上，参考传统的“α | β | γ”式
( 如“1 | ri | Cmax”) 调度问题表达方式

［21］ 和文献

［20］，建立“资源 | 任务 | 系统”作为考虑自利任

务个体的调度问题的表达方式． 其中，“资源”代
表待分配的资源环境，如单机，并行机等; “任务”
代表自利个体试图最优化的时效函数，记为 f;
“系统”代表资源提供者期望实现的某个系统性

全局指标． 具体如表 1 所示． 例如，1 | ri = 0，

f1≤i≤n = Ci | Cmax 代表单机下，客户任务零时刻到

达，自利客户具有正规型时效函数，而系统目标为

最小化最大完成时间的问题． 1 | f1≤i≤j = Ci ;

fj+1≤i≤n = | Ci － di | | (·) 则表示单机下，客户具
有异构时效函数，而系统全局指标为任意的

情况．

表 1 “资源 | 任务 | 系统”示意表

Table 1 Illustration of“resource | tasks | system”

资源 任务 系统

单机: 1

并行机: Pm

…

正规型: fi = Ci，…

非正规型: fi = | Ci － di |，…
完成时间之和:∑Ci

最大完成时间: Cmax

延迟时间之和:∑Li

最大延迟时间: Lmax

…

1． 2 解概念定义与关系分析

对于问题1 | f1≤i≤j = Ci ; fj+1≤i≤n = | Ci － di | |
(·) ，给出相关解定义． 首先，如果存在策略组合
w* = ( w*

1 ，…，w
*
n ) ( w

* ∈ Wvalid ) ，使其对于每

一个客户 Ji ( i = 1，…，n) ，都满足:

fi ( w
*
1 ，…，w

*
i －1，w

*
i ，w

*
i +1，…，w

*
n ) ≤

fi ( w
*
1 ，…，w

*
i －1，wi，w

*
i +1，…，w

*
n ) ． ( 1)

且( w*
1 ，…，w

*
i －1，wi，w

*
i +1，…，w

*
n ) ∈ Wvalid，不

等式中至少有一个是严格小于，则 w* 称为 Nash
Equilibrium调度，简称 NE调度．在这样的一个调
度中，没有客户可以仅通过改变自身策略优化其

性能．记所有 w* 组成的 NE调度集合为 w* ，显然

有 w* ∈ W*  Wvalid ．文献［19］已在并行机下证
明，只要Wvalid不为空，NE调度 w* 总是存在的．令
文献［19］中并行机个数为 1，相同方法可以应用
于本文，不再赘述．

NE调度通常不唯一，在考虑了具有非正规时
效函数的客户后，NE 调度会呈现出一些新的特

点． 为此，引入支配( dominate) 和 Pareto 调度
的概念．
对于 Wvalid 集合中的调度 wPareto ( = ( w1

Pareto，

…，wn
Pareto ) ) 和 w( = ( w1，…，wn ) ) ，如果满足

fi ( w
Pareto
i ) ≤ fi ( wi ) ，i = 1，…，n ( 2)

且其中至少有一个是严格小于，则称调度wPareto支

配调度 w． 如果不存在可行调度支配 wPareto，则称

wPareto 为 Pareto调度．所有的 Pareto调度组成集合
WPareto，且 WPareto  Wvalid ．
给出解定义后，针对客户时效函数为正规型

和任意型的情况，可分别得到以下结论．

定理 1 对于 1 | f1≤i≤n = Ci | (·) 问题，
有W* = WPareto ．
证明

( a) 对于Pareto调度 wPareto ( = ( wPareto
1 ，…，

wPareto
n ) ) ，如果它不是 NE 调度，则按 NE 调度定

义，必定i ∶ fi ( w) ＜ fi ( w
Pareto ) ，其中 w = ( wPareto

1 ，

…，wPareto
i－1 ，wi，w

Pareto
i+1 ，…，w

Pareto
n ) ∈Wvalid ．由此可知，
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调度 w支配调度wPareto ．可知wPareto不是 Pareto调度，
与假设条件相反．所以，Pareto 调度 wPareto 必定也是

NE调度．
( b) 对于NE调度 w* ( = ( w*

1 ，…，w
*
n ) ) ，根

据NE调度定义，对i，给定( w*
1 ，…，w

*
i－1，w

*
i+1，…，

w*
n ) 不变，考虑到各任务时效函数均为正规型，如果

Ji 希望通过减小其完成时间，以使其时效更优，则要
么违反约束，要么推迟其它某个任务的完成时间．所
以，可行调度集合Wvalid 中不会存在支配 w* 的调度，

则 NE调度 w* 也是 Pareto调度．
综上可得 W* = WPareto ． 证毕．

定理 2 对于 1 | f1≤i≤ j = Ci ; fj +1≤i≤n = | Ci －

di | | (·) 问题，有WPareto W* ．

证明

( a) 同定理 1 中证明过程( a) ，可知任一
Pareto调度必定也是 NE调度．
( b) 构造一个简单实例说明 NE 调度未必是

Pareto调度．假设单机两任务调度问题，任务零时
刻到达，处理长度分别为 3 和 12．异构 J1 和 J2 的

优化目标分别是最小化 C1和 | C2 － d2 |，d2 = 15．

图 2( a) 显示的调度 w* 为 J2先处理，J1紧随 J2处
理．此时，两任务的时效分别为 f1 = 15，f2 = 3．根

据 NE调度定义，显然 w* 是一个 NE调度，但这个
调度不是 Pareto调度．这是因为存在调度 w'如图
2( b) ，具有 f1 = 3，f2 = 0．显然，w' 支配 w* ．

图 2 w* 和 w' 调度图

Fig． 2 Illustration of schedules w* and w'

综上可得 WPareto  W* ． 证毕．
定理 1、2 明确了两种情况下 NE 调度与

Pareto调度之间关系．在现有研究( 仅考虑同构正
规型客户) 中，Pareto调度集合等同于 NE调度集
合，无需区别研究． 但在异构客户的情况下，
Pareto调度集合是 NE 调度集合的子集． 鉴于此，

下文将从两个方面展开工作． 一是给出判断 NE
调度是否为 Pareto调度的准则( 见第 2 节) ; 二是
分析 Pareto调度集合的 POA( 见第 3 节) ．

2 相关性质研究

为使研究能更加深入，下文基于一个特定的

异构客户单机调度问题，其中 J1，…，Jn－1 具有正

规型时效，而 Jn具有非正规型时效 | Cn － dn | ．依
照上一节中的表达方式，可记为 1 | f1≤i≤n－1 = Ci ;

fn = | Cn － dn | | (·) ．首先给出引理 1．

引理 1 对于问题 1 | f1≤i≤n－1 = Ci ; fn = |
Cn －dn | | (·) ，不失一般性，假设在NE调度w中，

任务 J1，…，Jn－1 按处理顺序编号． 如果存在一个

新的 NE调度 w* 支配原 NE调度 w，记 Jn 在 w和
w* 中完成时间分别为 Cn 和 Cn

* ，则必有 Cn ＜

Cn
* 和 Cn ＜ dn．

证明 因为 NE调度 w* 支配 NE调度 w，所
以，根据支配的定义，有 Ji ∶ fi ( w

*
i ) ≤ fi ( wi ) ，

且Jj ∶ fj ( w
*
i ) ＜ fj ( wi ) ．

对于 Jn，在两个 NE调度 w* 、w中的等待时间

分别为 w*
n 、wn． 两者间关系无非有三种: w

*
n =

wn，w
*
n ＜ wn，w

*
n ＞ wn．

如果 w*
n = wn，即 fn ( w

*
i ) = fn ( wi ) 成立，则

必 Ji ∶ w*
i ＜ wi ( 1≤ i≤ n － 1) ，即至少有一个

具有正规型指标的 Ji，能在其它所有任务指标不

恶化并不违反物理约束的前提下，减少其完成时

间． 则原调度 w 不是 NE 调度． 所以，必
有w*

n ≠wn．

如果 w*
n ＜ wn，考虑到调度 w* 支配原 NE调

度 w，所以对于任务 Jn，有 fn ( w
*
i ) ≤ fn ( wi ) ，即 |

C*
n － dn |≤| Cn － dn | ． 由 w*

n ＜ wn 不难得

C*
n ＜ Cn．由此可得 Cn ＞ dn．那么，在调度 w中，任
务 Jn前必定没有空闲，否则任务 Jn总可以在其它

所有任务指标不恶化并不违反物理约束的前提

下，通过前移来减少其等待成本，则原调度 w不是
NE调度．当任务 Jn 前没有空闲时，将等待时间从
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wn 缩短到 w*
n ，必定会违反物理约束，或者使得任

务 J1，…，Jn －1 中某个后移，恶化其指标． 则此情

况下新生成的调度 w* 不会支配调度 w．
所以，只可能有w*

n ＞ wn，即Cn ＜ C*
n ，于是有

( C*
n － dn ) ＞ ( Cn － dn ) ．又因为有 | C*

n － dn |≤|
Cn － dn | ．所以，必存在 Cn － dn ＜ 0，即 Cn ＜ dn．

于是，原命题得证． 证毕．
在此基础上，引理 2 给出更紧的条件．

引理 2 对于问题 1 | ri = 0，f1≤i≤n－1 = Ci ;

fn = | Cn － dn | | (·) ，不失一般性，假设在 NE调

度 w 中，任务 J1，…，Jn－1 按处理顺序编号，且

Ct－1 ＜ Cn ＜ Ct ( 1 ≤ t ≤ n － 1) ． 如果 dn ≥∑
t

i = 1

pi +pn．，则必存在一个新 NE 调度 w* 支配原 NE
调度 w．
证明 为产生支配原 NE调度 w的新 NE调

度 w* ，由引理 1，需要调度 w 中的 Jn 向后调整处

理顺序．由此，在 Ji ( 0 ≤ i ＜ t) 时效不变的前提
下，一方面使 Ji ( t≤ i≤ n － 1) 的完成时间可能获
得提前，一方面使 Jn 的完成时间更靠近 dn，从而

获得支配原调度 w的 w* ．
根据引理 1，因为调度 w中有 Cn ＜ dn，所以，

调度 w中的 Jn 之前可能具有空闲，记为 ζ，如图
3 － ( a) 所示．显然，pi ＞ ζ ( t≤ i≤ n － 1) ．

( a)

( b)

图 3 NE调度 w与 w* 示意图

Fig． 3 Illustration of NE schedule w and w*

因为 Cn ＜ dn，所以有

Cn = ∑
t －1

i = 1
pi + ζ + pn ＜ dn ( 3)

此外，易有 Jn 在调度 w中的时效为

fn ( wn ) = | Cn － dn | = dn － Cn

= dn － (∑
t －1

i = 1
pi + ζ + pn ) ( 4)

可以通过 Jn 与 Jt 的处理位置互换来向后调整 Jn

的处理顺序，如图 3( b) 所示．则 Jn 在调度 w* 中

的时效为

fn( wn
* ) = | Cn

* －dn | = | ∑
t

i =1
pi +pn －dn | ( 5)

为去除式( 5) 中的绝对值号，如果有

dn ≥∑
t

i = 1
pi + pn ( 6)

则式( 5) 转化为

fn( wn
* ) = | Cn

* － dn | = dn － (∑
t

i =1
pi + pn)

( 7)

因为 pt ＞ ζ，所以不难有
fn ( wn ) ＞ fn ( wn

* ) ( 8)
此外，对于其它具有正规型指标的任务，显然有

C1 = C1
* ，… ，Ct－1 = C*

t －1，Ct ＜ Ct
* ，

Ct+1 ≤ C*
t +1，…，Cn－1 ≤ C*

n－1 ( 9)
所以，如果式( 6) 成立，有 NE 调度 w* 支配调

度 w．
于是，原命题得证． 证毕．
以上两引理都给出了判断是否有调度支配

NE调度的条件，其关键在于非正规任务 Jn 的最

优交期 dn 与其它变量的关系． 由分析过程可知，
两引理给出的是充分而非必要条件．在此基础上，
定理 3 给出充要条件．

定理 3 对于问题 1 | ri = 0，f1≤i≤n－1 = Ci ;

fn = | Cn － dn | | (·) ，不失一般性，假设在NE调度

w中，任务 J1，…，Jn－1按处理顺序编号，且 Ct － 1 ＜
Cn ＜ Ct ( 1≤ t≤ n － 1) ．记 ζ为调度 w中 Jn之前

可能具有的空闲，ζ = Cn － pn － Ct－1 ．当且仅当不
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等式2dn≥∑
t －1

i = 1
pi +∑

t

i = 1
pi + 2pn + ζ成立时，存在一

个 NE调度 w* 支配调度 w．
证明 由引理 1，如果存在新的 NE调度 w*

支配原 NE调度 w，则存在 Cn ＜ Cn
* ．即在新调度

w* 中，原调度w中 Jt－1之后的排序 Jn→ Jt→…→
Jt+l→…→ Jn－1被打乱，且 Jn不再是紧跟 Jt－1之后

处理．注意到，任意两个正规型任务不会互换处理
位置，因为这样必定会导致其中之一时效变差．所
以，如果支配 NE调度 w 的新调度 w* 存在的话，

w* 可以通过 Jn与 Jt+l ( 0≤ l≤ n － t － 1) 的处理
位置交换而产生．

引理 2证明了如 dn ≥∑
t

i = 1
pi + pn 成立，则 w*

存在．为此，此处关注 dn ＜ ∑
t

i = 1
pi + pn 的情况，此

时，对于 Jn与 Jt + l ( 0≤ l≤ n － t － 1) 的处理位置
交换而形成的新调度来说，无论是不是 Pareto 调
度，只要它是 NE 调度，任务必定的连续处理，不
存在空闲．
分析任意一个 Jt+l ( 0 ＜ l≤ n － t － 1) 与 Jn互

换位置处理的情况． 对于 Jt+l ( 0 ≤ l ≤ n － t －
1) ，显然有，pt+l ＞ ζ．否则，Jt+l 总可以在不影响其

它任务的情况下提前到 Jn 之前处理，则原调度 w
就不是 NE 调度． 对于 Jn 与 Jt+l 互换后生成新的

NE调度 w* ，记 Ji ( 0≤ i≤ n) 在 w* 中的完成时

间为 Ci
* ．如前所述，由于新调度 w* 中不存在空

闲，则有

C*
n = ∑

t +l

i = 1
pi + pn ( 10)

所以，如果 Jn 与 Jt+l 交换后生成调度为原调度的

Pareto调度，则应当有

fn( w
*
n ) = | C*

n － dn |≤ fn( wn) = | Cn － dn |
( 11)

其中 因为 dn ＜ ∑
t

i = 1
pi + pn ＜ ∑

t +l

i = 1
pi + pn，所以有

fn ( w
*
n ) = | C*

n － dn | = ∑
t +l

i = 1
pi + pn － dn

( 12)
由引理 1，因为 Cn ≤ dn，所以

fn ( wn ) = | Cn － dn | = dn －∑
t －1

i = 1
pi － pn － ζ

( 13)

若要 Jn 与 Jt + l 互换后生成新的 NE 调度 w*

支配原调度，则需满足

∑
t +l

i = 1
pi + pn － dn ≤ dn －∑

t －1

i = 1
pi － pn － ζ ( 14)

即

0 ≥∑
t －1

i = 1
pi +∑

t +l

i = 1
pi + 2pn + ζ － 2dn ( 15)

特别的，当 l = 0时，即 Jn和 Jt互换，如互换后产生

的调度支配原调度，则应满足

0 ≥∑
t －1

i = 1
pi +∑

t

i = 1
pi + 2pn + ζ － 2dn ( 16)

显然，若式( 15) 成立，则式( 16) 必定成立． 换言
之，如果 Jn 和任意一个 Jt+l ( 0 ＜ l≤ n － t － 1) 互
换生成的调度可以支配原调度的话，那么，Jn和 Jt

互换也一定可以生成支配原调度的新调度．反之，
如果 Jn 和 Jt 互换也无法得到支配原调度的新调

度，即式( 16) 不成立，那么任意两任务的互换都
不会有效，即原调度已经是 Pareto调度．
于是，原命题得证． 证毕．
对定理 3，有两点需要说明． 首先，如式( 16)

成立，通过 Jn 和 Jt 互换可得支配原调度 w的新调
度 w* ，这只能说明 w不是 Pareto 调度，并不能说
明 w* 一定就是 Pareto 调度． 第二，即便 w* 是

Pareto调度，但 w* 也可能不是唯一的支配 w的调
度．依据定理 3，可通过重复运用 Jn和 Jt的互换生

成支配原调度的新调度 w* ，直至获得一个 Pareto
调度． 所以，定理 3 也给出了将非 Pareto 调度的
NE调度转化为 Pareto调度的方法．

3 Pareto调度的无秩序代价分析

定理 2 指出，在考虑了具有非正规型时效函
数的客户之后，Pareto调度集合将是 NE调度集合
的精炼子集，其它非 Pareto调度的NE调度将受到
Pareto调度的支配． 定理 3 继而揭示了如何获得
Pareto调度． 为此，本节重点关注更加有效的
Pareto调度集合，定量分析其 POA，以衡量在全局
决策者缺失下可能导致的系统性能恶化程度．
3． 1 POA分析
记系统全局性能指标为 M ∶ = M( w) ．本节考

虑如表 1 中的四种最常见的系统指标．其中，考虑
到延迟时间 Li 可能为 0，继而使所得的 POA无意
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义．为此，借鉴文献［24］的做法，采用完成 — 交
货时间 Li = Ci + qi 替代延迟时间，其中非负的 qi

代表在交货之前所需的额外处理或者运输时间．
由此，四种系统指标分别为

M1 =∑Ci，M2 =Cmax，M3 =∑Li =∑ ( Ci+qi ) ，

M4 = Lmax = max
i

Li = max
i
( Ci + qi ) ( 17)

其中后两者在本领域研究中较少被讨论． 对于“1

| ri = 0，f1≤i≤n－1 = Ci ; fn = | Cn － dn | | Mi”问题

的任一调度实例 σ，有相应的 Pareto调度 wPareto 和

最小化 Mi的调度 wopt
i ( i = 1，2，3，4) ．记 Ji在调

度 wPareto中的完成时间和完成—交货时间分别为
Ci

Pareto 和 Li
Pareto ． Pareto调度的无秩序代价 POA是

指在某个系统指标的最优调度衡量下，整个

Pareto调度集合 WPareto 的性能范围，即

POAi = max
σ

max
wPareto

Mi ( w
Pareto )

Mi ( w
opt
i )
，

( i = 1，2，3，4) ( 18)
不难发现，Pareto 调度无外乎会有以下三种

情况:

情况 1 调度中任务连续处理;
情况2 在任务 Jn之前有空闲 ζ( ＞ 0) ，且 Jn

是最后完成的任务．此时，显然有
CPareto

n = dn = P + ζ ＞ P ( 19)
情况3 在任务 Jn之前有空闲 ζ( ＞ 0) ，且 Jn

之后仍有任务处理．对于Pareto调度，由定理3，应
满足

2dn ＜∑
t

i =1
pi +∑

t－1

i =1
pi + 2pn + ζ ＜∑

t

i =1
pi +

∑
t－1

i =1
pi + 2pn + pt = 2∑

t

i =1
pi + 2pn ( 20)

继而有

CPareto
n ＜ dn ＜ ∑

t

i = 1
pi + pn ＜ P ( 21)

分别针对每种系统全局指标分析每种情况下

的 POA，且最终的 POA取三种情况中的最大值．

( a) M1 = ∑Ci

在这一系统指标下，有最优调度 wopt
1 ，记 Ji 在

最优调度中的完成时间为 Copt
i ，显然有

Copt
1 ≥ p1 ; C

opt
2 ≥ p2 ;…; C

opt
n ≥ pn ( 22)

相加可得

M1 ( w
opt
1 ) = "Copt

i ≥ p1 + p2 + … + pn = P

( 23)
情况 1 因为任务连续处理，所以，在 NE 调

度 w* 中，任意 Ji 完成时间 C*
i 都满足

C*
i ≤ p1 + p2 + … + pn = P ( 24)

则

M1( w
Pareto ) ="Ci

Pareto≤n( p1+p2 +… + pn) = nP
( 25)

结合式( 23) ，有
M1 ( w

Pareto ) /M1 ( w
opt
1 ) ≤ n ( 26)

情况 2 因为任务 Jn 最后完成，所以有

CPareto
i ≤ ( p1 + p2 +… + pn － 1 ) ，1≤ i≤ n － 1

( 27)
结合式( 19) ，有

"CPareto
i ≤ ( n － 1) ( p1 + p2 + … + pn－1 ) + dn

( 28)
再结合式( 23) ，有

M1( w
Pareto ) /M1( w

opt
1 ) ≤ ( ( n － 1) ( p1 + p2 +

… + pn－1) + dn) /P≤ ( n － 1) + dn /P

( 29)
情况 3 显然有
CPareto

i ≤ dn + ( p1 + p2 + … + pn－1 ) ，

1 ≤ i≤ n － 1 ( 30)
结合式( 21) ，有

"CPareto
i ≤ ( n － 1) ( p1 + p2 + … + pn－1 ) +

nP ＜ ( 2n － 1) P ( 31)
再结合式( 23) ，有

M1( w
Pareto ) /M1( w

opt
1 ) ≤ ( 2n － 1) P/P = 2n － 1

( 32)
综合三种情况下的结果，即式 ( 26) 、( 29) 、
( 32) ，有

POA1 = max{ n，( n － 1) + dn /P，2n － 1} =
max{ ( n － 1) + dn /P，2n － 1} ( 33)
( b) M2 = Cmax

因任务零时刻到达，易知最优的 Cmax 为

M2 ( w
opt
2 ) = P ( 34)

情况 1 因为任务连续处理，则显然有
M2 ( w

Pareto ) /M2 ( w
opt
2 ) = P /P = 1 ( 35)

情况 2 此情况下 Jn 最后完成且前有空闲，

由式( 19) ，易有
M2 ( w

Pareto ) /M2 ( w
opt
2 ) = dn /P ( 36)
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情况 3 类似式( 30)
M2( w

Pareto ) ≤ dn + ( p1 + p2 +… + pn－1) ( 37)
所以有

M2( w
Pareto ) /M2( w

opt
2 ) ≤ ( dn + ( p1 +

p2 +… + pn－1) ) /P≤ 1 + dn /P ( 38)
结合式( 21) ，有

M2 ( w
Pareto ) /M2 ( w

opt
2 ) ≤ 2P /P = 2 ( 39)

综合三种情况下的结果，即式 ( 35) 、( 36) 、
( 39) ，有

POA2 = max{ 1，dn /P，2} = max{ dn /P，2}

( 40)

( c) M3 = ∑Li

记∑
i
qi = Q，Ji 在最优调度 wopt

3 中的完成—

交货时间为 Lopt
i ，显然有

M3( w
opt
3 ) =∑

i
Lopt
i ≥∑

i
( pi + qi ) = P + Q

( 41)

情况 1 因为任务连续处理，所以，在 Pareto
调度 wPareto 中，LPareto

i 满足

LPareto
i = CPareto

i + qi ≤ ( p1 + p2 +… + pn) +
qi = P + qi ( 42)

则

M3 ( w
Pareto ) = "LPareto

i ≤ nP + Q ( 43)
结合式( 41) ，有

M3( w
Pareto ) /M3( w

opt
3 ) ≤ ( nP + Q) /

( P + Q) ≤ n ( 44)
情况 2 此情况下 Jn 最后完成，则对于其它

任务，存在

Li
Pareto ≤ ( p1 + p2 + … + pn－1 ) + qi，

1 ≤ i≤ n － 1 ( 45)
再结合式( 19) ，有

M3( w
Pareto ) = "LPareto

i ≤ ( n － 1) ( p1 + p2 +
… + pn－1) + dn + Q ( 46)

于是有

M3 ( w
Pareto ) /M3 ( w

opt
3 ) ≤ ( ( n － 1) ( p1 + p2 + … + pn － 1 ) + dn + Q) / ( P + Q)
≤ ( ( n － 1) P + dn + Q) / ( P + Q)
≤ ( ( n － 1) P + dn ) /P
= ( n － 1) + dn /P ( 47)

情况 3 此时有
LPareto
i ≤ dn + ( p1 + p2 +… + pn － 1) + qi ＜ P +
( p1 + p2 +… + pn －1) + qi，1≤ i≤ n － 1

( 48)
再结合式( 21) ，有

"Li
Pareto ≤ ( n － 1) ( p1 + p2 + … + pn －1 ) +

nP + Q = ( 2n － 1) P + Q ( 49)
所以有

M3( w
Pareto ) /M3( w

opt
3 ) ≤ ( ( 2n － 1) P + Q) /

( P + Q) ≤ 2n － 1 ( 50)
综合三种情况下的结果，即式 ( 44) 、( 47) 、
( 50) ，有

POA3 = max{ n，( n － 1) + dn /P，2n － 1} =
max{ ( n － 1) + dn /P，2n － 1} ( 51)

( d) M4 = Lmax

记 pi + qi 最大的任务为 Jk ．首先给出最优调
度 wopt

4 性能值的两个下界:

M4 ( w
opt
4 ) ≥ pk + qk，M4 ( w4

opt ) ≥ P ( 52)
情况 1 因为任务连续处理，则显然有
M4 ( w

Pareto ) ≤ P + pk + qk ( 53)

由此

M4 ( w
Pareto ) /M4 ( w

opt
4 ) ≤ 2 ( 54)

情况 2 因 Jn 最后完成且前有空闲，显然有

M4 ( w
Pareto ) ≤ dn + pk + qk ( 55)

所以

POA4 = M4 ( w
Pareto ) /M4 ( w

opt
4 ) ≤ 1 + dn /P

( 56)
情况 3 使得 Lmax最差的情况显然是 Jk最后

完成，注意到此情况下最后完成的任务不是 Jn，于

是有

M4 ( w
Pareto ) = Lk ≤ ζ + P + qk ( 57)

因为 ζ ＜ pk，所以有

M4 ( w
Pareto ) ＜ P + pk + qk ( 58)

所以

M4 ( w
Pareto ) /M4 ( w

opt
4 ) ≤ ( P + pk +

qk ) /M4 ( w
opt
4 ) ≤ 2 ( 59)

综合三种情况下的结果，即式 ( 54) 、( 56) 、
( 59) ，有

POA4 = max{ 2，1 + dn /P，2} =
max{ 1 + dn /P，2} ( 60)
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3． 2 紧界验证
以上针对四种不同系统性能指标，给出了

Pareto调度集合的 POA．但仍需要验证该 POA是
否为紧界．类似地，仍按以上三种情况进行讨论．
不难发现，无论对于哪种系统指标，情况 1 的

POA界总小于情况 2、3，故其是否为紧界不会影
响整个 POA界是否为紧，无需对其讨论．
情况2下的 POA界总包含“dn /P”项，且由式

( 19) 可知有 dn = P + ζ ＞ P．因此，只需构造具有
足够大 dn 的实例，则 Jn 会无限后移． 由此不难验
证以上情况 2 中的 POA界均为紧．
重点针对四种不同系统指标，验证情况 3 下

的 POA是否为紧．为此，构造如下实例．
实例 1 系统性能指标是完成时间之和． 考

虑一个静态单机，2 个客户的实例． 任务 1 具有正
规型时效函数，处理长度为 p; 任务 2 具有非正规
型时效函数，处理长度为 ε，最优交期 d2 = p． 其
中，ε为一任意小正数．
对上实例，系统最优调度为任务 2、1 依次处

理，则

M1 ( w
opt
1 ) = ε + ( ε + p) = 2ε + p ( 61)

给出如下 NE调度: 在 p － ε时刻开始任务 2，
随后紧接着处理任务1．由定理3，这是一个Pareto
调度．显然该 Pareto调度符合情况 3的要求，即在
任务 2 前有空闲，且其后仍有任务处理．则

M1 ( w
Pareto ) = ( p － ε) + ( p － ε + p) =

3p － 2ε ( 62)
因此，有

POA1 = lim
ε→0

3p － 2ε
2ε + p = 3 = 2n － 1 ( 63)

实例 2 系统性能指标是最大完成时间． 实
例 2同实例1，系统最优调度和 Pareto调度也与上
实例相同，易有

M2 ( w
opt
2 ) = ε + p; M2 ( w

Pareto ) =
p － ε + p = 2p － ε ( 64)

因此，有

POA2 = lim
ε→0

2p － ε
ε + p = 2 ( 65)

实例 3 系统性能指标是交货 — 完成时间
之和．同实例 1，并假设所有任务的交货时间为任
意小的正整数．系统最优调度和 Pareto 调度亦同
实例 1，不难验证此实例能够达到 POA界 2n － 1．

实例4 同实例3，不难验证此实例能够达到
POA界 2．
综合式( 33) 、( 40) 、( 51) 、( 60) 以及紧界验

证，得到定理 4:

定理4 对于“1 | ri = 0，f1≤i≤n－1 = Ci ; fn = |
Cn － dn | | Mi”问题，系统性能指标分别为完成时

间之和、最大完成时间、完成—交货时间之和、最
大完成—交货时间，其 Pareto调度集合的无秩序
代价 POA 分别满足: POA1 = max{ ( n － 1) +
dn /P，2n － 1} ，POA2 = max{ dn /P，2} ，POA3 =
max{ ( n － 1) + dn /P，2n － 1} ，POA4 = max{ 1 +
dn /P，2} ．
类似以上过程，也可对只考虑正规型客户的

问题“1 | ri = 0，f1≤i≤n = Ci | Mi”展开分析．由定

理 1，其 NE 调度集合和 Pareto 调度集合相同． 此
外，NE调度必定是连续处理的． 所以，其 POA 就
是上文分析中情况 1 的结果．由此不难得定理 5:

定理5 对于“1 | ri = 0，f1≤i≤n = Ci | Mi”问

题，系统性能指标分别为完成时间之和、最大完成
时间、完成—交货时间之和、最大完成—交货时
间，其 NE调度集合的无秩序代价 POA分别满足:
POA1 = n，POA2 = 1，POA3 = n，POA4 = 2．

4 结论与分析

对以上结果进行分析，可得以下结论:

( 1) 客户的自利性会导致资源分配效率的下
降，这正是博弈理论中个体理性与集体理性的冲

突，恶化的程度反映为解集合的无秩序代价．如要
提高资源分配效率，有必要设计合适的机制引导

客户可能具有的策略性行为． 这将是该领域研究
的重点之一．
( 2) 考虑非正规时效客户将使问题变得更加

复杂．通过定理 1、2 可知，异构客户的无序竞争将
导致 NE 调度不再是 Pareto 最优． 对部分客户来
说，这是无序竞争导致的双输结果． 所以，对这一
问题下的机制设计提出了新的要求，即机制至少

应当保证竞争结果是 Pareto 调度． 定理 3 给出了
判定NE调度是否为 Pareto调度充要条件，由此不
难给出将非 Pareto调度的 NE 调度转换为 Pareto

—87— 管 理 科 学 学 报 2015 年 7 月



调度的方法，并有望结合到对此类问题的机制设

计中．
( 3) 对比定理 4、5，无论哪种系统目标，异构

客户情况下的 POA都大于同构客户的情况．究其
原因，无论是min-max，还是min-sum型系统目标，
资源提供者总希望客户能充分利用资源． 而考虑
非正规型客户后，客户的自利性可能致使调度中

存在空闲，如 3． 1 中的情况 2 和 3，造成了有限资
源的浪费，继而导致 POA 急剧恶化． 特别是情况
2，非正规型客户所期望的最优交期 dn 越大，调度

中的空闲越大，导致的 POA也就越差．因此，非正
规型客户的存在进一步加大了个体和全局优化目

标之间的冲突．这一情况下的机制设计将是未来
研究的难点．
( 4) 在定理 4 给出的 POA界中，大量出现了

dn /P项，有必要对其蕴含的理论和现实意义做进
一步分析．注意到出现 dn /P项是情况 2，其中，在
交期 dn 驱使下，非正规型客户 Jn 任务最后完工，

且之前有空闲．所以，Jn的存在并不影响其它正规

型客户的排序．理论研究中，需要考虑这一情况下
的 POA，且由于存在 dn /P 项，则 dn 越大，其导致

的 POA越差． 但在实际运作中，由于非正规型客
户 Jn 并不参与正规型客户对于供应资源的抢夺，

则无需在资源分配的当前规划中考虑 Jn，完全可

将其放入下一个规划时域． 由此，从应用角度出
发，此类问题的机制设计工作重点需要考虑的是

情况 1 和 3．
( 5) 从系统指标的角度观察定理4、5．由定理

5，在同构客户情况下，当系统指标为 min-sum 型
时，其 POA大于 min-max情况．这与文献［19，20］
等对其它同构客户问题的研究发现一致． 值得一

提的是，定理 4 在异构客户的情况下发现了相同
的规律．究其原因，是因为 min-max关注的是完成
最迟或者完成—交货最迟的客户，而之前客户的
处理顺序对最终的系统性能影响不大，由此，不同

的排序对系统性能的影响也就较小． 而在
min-sum型指标下，关注的是所有客户的完成时
间或者完成—交货时间之和，不同的排序都会影
响最终的系统性能． 由此导致了 min-sum 型系统
性能指标下的 POA较大．因此，min-sum型系统性
能指标下机制设计，无论在同构客户，还是异构客

户的情况下，都是未来研究的难点．

5 结束语

参与有限资源分配的客户不仅是自利的，常

常也是异构的．自利且异构的客户将给资源分配
的有效性带来重要影响．本文以单机为资源背景，
针对同构客户和异构客户两种情况，分析了 NE
调度集合与 Pareto调度集合之间的关系，继而给
出了判定是否存在 Pareto调度支配 NE 调度的条
件，给出了 Pareto调度集合的 POA． 研究发现，在
异构客户的情况下，Pareto调度是 NE调度集合的
一个精炼子集，但即便是 Pareto调度，其导致的全
局系统性能也劣于同构客户的情况．此外，无论是
同构客户还是异构客户的情况，当系统目标为

min-sum型时，个体目标和系统目标的冲突会更
大． 后续研究除了在其它情况( 包括各种异构客
户组合情况、各种资源环境背景) 下继续进行相
关 POA分析之外，还需要针对分析结果指出的重
点难点问题，设计合适的竞争机制引导客户的策

略性行为，实现资源的有效分配．
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Properties of solution for heterogeneous tasks scheduling on single machine

WANG Chang-jun，XU Qi，JIA Yong-ji
Glorious Sun School of Business and Management，Donghua University，Shanghai 200051，China

Abstract: The influence of heterogeneous selfish tasks ( or agents) on the efficiency of single machine re-
sources allocation is studied，in which regular tasks and non-regular tasks exist simultaneously． Hence，non-
cooperative game is introduced to modeling such problems，and corresponding Nash equilibrium schedule and
Pareto schedule are defined． The relationship between two solution concepts is investigated and a sufficient and
necessary condition is given to judge whether a Nash equilibrium schedule is a Pareto schedule or not． The
Price of Anarchy of Pareto schedule which quantitatively measures the loss of the system’s global optimum is
analyzed． The results reveal the conflict mechanism among resource users and resource providers，and explain
the influence of heterogeneous selfish tasks ( or agents) on the efficiency of resources allocation．
Key words: non-regular objective; price of anarchy; single machine scheduling; game theory; Pareto schedule
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