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面向双目标时刻瓶颈模型
①

———交通错峰原理

陈 蒂，张 宁，刘利娟
( 北京航空航天大学经济管理学院，北京 100191)

摘要: 揭示了交通错峰管理的基本原理及错峰政策缓解交通拥堵的判决条件． 通过对 Vickrey
瓶颈模型进行双目标时刻的扩展，引入了错峰黏性系数，提出了双峰相定理和混行相定理． 双

峰相定理给出了排队呈现双峰和单峰的充分必要条件，混行相定理给出了排队呈现单峰时两

类出行者出发时刻混行的条件及人数比例． 当错峰间隔固定时，科学调整不同类别出行人数的

比例，可以降低总排队时间，减缓交通拥堵． 当总人数固定时，错峰间隔超过一定阈值，错峰出

行才能够降低总排队时间． 最后的数值算例对结论进行了验证．
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0 引 言

舒缓通勤高峰时间的交通拥堵，是个世界性

管理难题． 尽管各国有关政府机构不断改善交通

基础设施，致力提高道路通行能力，但交通供给还

是满足不了交通需求． 在交通需求管理方面，20
世纪 60 年代，德国经济学家［1］率先提出了弹性工

作制的调控方法，试图通过错开目标到达时刻，达

到分流和化解高峰期间车流量的效果． 因其不需

改变基础设施，且实施成本较低，从 20 世纪 70 年

代开始，这种措施在欧美得到逐步推广，在一定程

度上缓解了拥堵． 由此，如何通过引导人们错峰出

行，令有限的交通供给最大化满足交通出行需求

就成为诸多学者的研究目标．
由诺贝尔经济学奖得主 Vickrey［2］提出的著

名的瓶颈模型，是最早运用确定性排队理论建立

的、并具有内生出发时间的高峰期动态交通出发

时刻分配模型． 该瓶颈模型提出之后，得到了全球

有关学者的广泛关注，并对其进行了广泛的拓展

研究． Newell［3］，Arnott 等［4］，Yang 和 Huang［5］等

许多学者运用模型深入分析了高峰期交通的拥挤

现象，启发本文确认了瓶颈交通高峰拥堵的思路．
Arnott 等［6］直观考虑对排队时间动态管理收费，

用排队收费替代排队等待时间，从而达到出行时

刻选择的系统优化． 他们给出了基于两个目标到

达时刻排队时间呈现单峰及双峰的条件，但未对

错峰机制进行物理性地辨析及凝炼． 吴子啸和黄

海军［7］直接讨论了 Vickrey 模型在道路收费管理

中的应用． 黄海军等［8］扩展了 Vickrey 模型的结

果，建立了高峰期内公交车均衡乘车行为模型，讨

论了公交系统的制度安排． Lindsey［9］，Ｒamadurai

等［10］，Liu 和 Nie［11］等对异质出行者高峰期的通

勤问题进行了深入研究． 这些研究引发了本文对

错峰调控优化的思考． 值得注意的是，过往的研究

工作主要集中于错峰出行的效果分析及评估等领

域［12 － 13］，对错峰出行的本质问题还缺乏“模型

化”的升华及凝炼．

中国部分城市虽然通过采取错峰出行管理政

策，在缓解拥堵方面取得了一定的效果; 但整体错
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峰调控尚处于粗放型的阶段，缺少能够进行精细

分析的理论模型． 本文通过对 Vickrey 瓶颈模型

进行双目标时刻的扩展，将一个目标到达时刻扩

展为两个目标到达时刻，简洁地构建出面向交通

错峰管理原理的基本模型． 并通过提出双峰相定

理和混行相定理，给出了与错峰间隔、出行人数相

关的两个关键的管理原理，为优化错峰调控、缓解

城市交通拥堵提供了科学依据和理论支持．

1 基本模型构建

1． 1 符号定义

假定有N个同质的出行者每天在高峰期间需

要通过某条道路到达工作地，该条道路包含一个

通行能力为 s 的瓶颈． 其中，N1 个出行者目标到达

时间为 t*1 ，称为第 1 类出行者，N2 个出行者目标

到达时间为 t*2 ，称为第 2 类出行者，不妨设 t*1 ≤
t*2 ，且出行者有出发时间分布的完全信息． 对 i =
1，2，引入如下变量．

t: 出行者出发时刻;

t( i)
a ，t( i)

b : 第 i 类 出 行 者 的 最 早 和 最 晚 出 发

时刻;

t( i)
0 : 第 i 类出行者准时到达( t*i 时刻到达) 的

出发时刻;

Ti ( t) : t 时刻出发的第 i 类出行者在瓶颈处的

排队时间;

T( t) : t时刻出发的出行者在瓶颈处的排队时

间;

ri ( t) : t 时刻第 i 类出行者的出发率;

Ci ( t) : 每位第 i 类出行者的出行费用;

α、β、γ: 单位排队时间费用，单位早到时间

费用，单位迟到时间费用( γ ＞ α ＞ β) ．
1． 2 经典瓶颈模型

在Vickrey的瓶颈模型中，设目标到达时刻为

t* ． 出行者的出行费用由两部分构成，一部分是瓶

颈前的排队时间费用，另一部分是由于早到或迟

到的计划延误惩罚费用，那么每位出行者的出行

费用 C( t) 为

C( t) = αT( t) + β max{ 0，t* － t － T( t) } +
γ max{ 0，t + T( t) － t* } ( 1)

根据该模型，在两类出行者独立出行、互不影

响的前提下，达到用户均衡时，对每一类出行者，

最早出发时刻和最晚出发时刻分别为

t( i)
a = t*i － γ

β + γ
Ni

s ，i = 1，2

和

t( i)
b = t*i + β

β + γ
Ni

s ，i = 1，2

因此当 t*1 ，t*2 距离足够大时，即 t*2 －t*1 ≥
β

β + γ
N1

s +

γ
β + γ

N2

s ，两类出行者完全分开，互相没有影响． 故

本文主要考虑 t*2 －t*1 ≤
β

β + γ
N1

s + γ
β + γ

N2

s 时，两

类出行者交互影响的错峰出行问题．
令

t*2 － t*1 = β
β + γ

N1

s + γ
β + γ

N2

s － μ

式中 μ 称为错峰黏性系数，反映两类出行者出行

行为的相互影响程度． μ = 0 意味着两类出行者之

间的出行行为不存在相互影响; 而 μ = β
β + γ

N1

s +

γ
β + γ

N2

s 时两类出行者完全融合在一起( 详见1． 4

节) ．
1． 3 双峰相定理

均衡状态下，当出行者 的 出 发 时 刻 t 满 足

t( 1)
0 ＜ t ＜ t( 2)

0 时，出行者在 t*1 之后 t*2 之前到达，

下面引理 1 给出此时排队时间 T( t) 的性质．
引理 1 均衡状态下，若错峰黏性系数 μ 足

够小，则当出发时刻 t 满足 t( 1)
0 ＜ t ＜ t( 2)

0 时，出行

者的排队时间 T( t) 先严格减少，再严格增加，且

有唯一的局部最小点．
证明 因错峰黏性系数 μ足够小，则 t*2 － t*1

足够大，此时在 t*1 ，t*2 之间到达的既有第1 类出行

者，也有第 2 类出行者，且第 1 类出行者的出行费

用包 括 排 队 时 间 费 用 和 迟 到 惩 罚 费 用，即

C1 ( t) = αT( t) + γ［t + T( t) － t*1 ］，第2 类出行者

出行费用包括排队时间费用和早到惩罚费用，即

C2 ( t) = αT( t) + β［t*2 － t － T( t) ］． 因 C1 ( t) ，

C2 ( t) 为常数，故对第 1 类出行者，T( t) 严格减

少，对第 2 类出行者 T( t) 严格增加． 又同一出发

时间出行者排队时间是相同的，故 t( 1)
0 ＜ t ＜ t( 2)

0
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时，T( t) 先严格减少，再严格增加，且有唯一的局

部最小点． 证毕．
为简化表述，引入“交织”的概念，说明在一

段时间内，在某条道路上两类出行者沿同一方向

可以交叉出发且不改变均衡状态的现象．
均衡状态下，每类出行者出行费用相同，且同

一出发时刻出行者排队时间相同． 由引理 1 可知，

若错峰黏性系数 μ 足够小，即两类出行者错峰间

隔足够大时，当出发时刻 t 满足 t ＜ t( 1)
0 时，出行者

排队时间严格增加，此时第 2 类出行者不会出发，

否则早到时间增加，相应地出行费用也会增加． 当

出发时刻 t 满足 t( 1)
0 ＜ t ＜ t( 2)

0 时，第1 类出行者的

排队时间严格减少，第 2 类出行者的排队时间严

格增加，因此两类出行者出发时刻不会交织． 当出

发时刻 t 满足 t ＞ t( 2)
0 时，出行者排队时间严格减

少，此时第 1 类出行者不会出发，否则迟到时间增

加，相应地出行费用增加． 因此当错峰黏性系数 μ
足够小时，两类出行者的出发时刻不会交织．

下面就错峰黏性系数 μ 的取值，分析出行者

错峰出行的规律，并用定理 1 表述．
定理 1 均衡状态下，当且仅当 0 ≤ μ ＜

min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
时，出行者的排队时间有

两个局部最大值，呈现双峰．
证明 根据引理 1，设出行者在 tm ( t( 1)

0 ＜

tm ＜ t( 2)
0 ) 时刻出发排队时间T( tm ) 取得局部最小

值． 因此，均衡状态下，若错峰黏性系数 μ 足够小，

tm 之前出发只有第1 类出行者，tm + T( tm ) 时刻第

1 类出行者全部到达，tm之后出发的只有第 2 类出

行者． 即 t( 1)
b = tm = t( 2)

a ，且 t*1 ＜ tm + T( tm ) ＜ t*2 ．
在整个出发期间，瓶颈全能力负荷运行． 因此

tm +T( tm) －t( 1)
a =

N1

s ，t( 2)
b －［tm + T( tm) ］=

N2

s
( 2)

最早出行的必为第 1 类出行者，最晚出行的

必为第 2 类出行者，因其没有排队，其出行费分

别为

C1( t
( 1)
a ) = β( t*1 －t( 1)

a ) ，C2( t
( 2)
b ) =γ( t( 2)

b －t*2 )

( 3)

tm 时刻出发对第1 类出行者是晚到，对第2 类

出行者是早到，其出行费用分别为

C1( tm) =αT( tm) +γ［tm +T( tm) －t*1 ］，C2( tm)

= αT( tm ) + β［t*2 － tm － T( tm) ］

( 4)

结合 式 ( 2) － 式 ( 4) ，t( 1)
0 ，t( 2)

0 的 定 义 以 及

C1 ( t( 1)
a ) = C1 ( tm ) = C1，C2 ( tm ) = C2 ( t( 2)

b ) =
C2，得出

t( 1)
a = t*1 － γ

β + γ
N1

s － 1
2 μ

t( 1)
0 = t*1 － βγ

α( β + γ)
N1

s － β
2αμ

t( 1)
b = t*1 + β

β + γ
N1

s － α + β + γ
2α μ

t( 2)
a = t*2 － γ

β + γ
N2

s + α － β － γ
2α μ

t( 2)
0 = t*2 － βγ

α( β + γ)
N2

s － γ
2αμ

t( 2)
b = t*2 + β

β + γ
N2

s + 1
2 μ

( t( 1)
b = tm = t( 2)

a























)

( 5)

以及

C1 =
1
2 β μ+

βγ
β+γ

N1

s ，C2 =
1
2 γμ + βγ

β + γ
N2

s
( 6)

得出两类出行者平衡费用式( 6) 之后，代入式( 1)

得到两类出行者的排队时间分别为

T1( t) =

β
α－β

( t － t( 1)
a ) ， t∈［t( 1)

a ，t( 1)
0 ］

γ
α + γ

( t( 1)
b － t) + β + γ

2α μ，t∈［t( 1)
0 ，t( 1)

b
{ ］

( 7)

T2( t) =

β
α－β

( t －t( 2)
a ) + ( β + γ)

2α μ， t∈［t( 2)
a ，t( 2)

0 ］

γ
α + γ

( t( 2)
b － t) ， t∈［t( 2)

0 ，t( 2)
b

{ ］

( 8)

把式( 5) 代入 t*1 ＜ tm + T( tm ) ＜ t*2 ，导出

μ ＜ 2β
β + γ

N1

s ，μ ＜ 2γ
β + γ

N2

s

因此当 0≤ μ ＜ min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
时，

μ 足够小，在 t( 1)
a 时刻第 1 类出行者先出发，排队

时间逐渐增加，到 t( 1)
0 时刻，排队时间达到局部最

大值，之后，排队时间逐渐下降，到 t( 1)
b = tm = t( 2)

a
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时刻，第 1 类出行者出行完毕，排队时间达到局部

最小值． 此时，第 2 类出行者开始出发，排队时间

增加，到 t20 时刻排队时间再次达到局部最大值，

t( 2)
0 时刻之后排队时间下降，直到 t( 2)

b 时刻第 2 类

出行者出发完毕，排队时间为 0． 因排队时间有两

个局部最大值，即呈现双峰． 证毕．
德国学者 B． S． Kerner［14］ 建立起的三相交通

流理论，用交通相来定义道路交通流特征，来识别

道路交通状况和研究不同交通相之间的相变关

系． 为形象表述，借助“相”来描述两类出行者排

队时间呈现的状态． 当两类出行者排队时间呈现

双峰时，称为双峰相，当两类出行者排队时间呈现

单峰、两类出行者按比例交织出发并混行时，称为

混行相． 故称定理 1 为双峰相定理．
双峰相定理给出了排队呈现双峰和单峰的充

分必要条件: 当第1类出行者与第2类出行者的人

数比例低于 γ
β 时，出现双峰的决定因素是 0 ≤

μ ＜ 2β
β + γ

N1

s ; 当第 1 类出行者与第 2 类出行者的

人数比例高于 γ
β 时，出现双峰的决定因素是 0 ≤

μ ＜ 2γ
β + γ

N2

s ． 反之，当min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
≤

μ≤ β
β + γ

N1

s + γ
β + γ

N2

s 时，排队时间是单峰的．

容易证明，这与 Arnott［6］ 等的结论是等价的．
1． 4 混行相定理

下面针对排队时间呈现单峰、两类出行者按

比例交织出发并混行的情况进行详细讨论．
引理 2 排队时间呈现单峰时，均衡状态下，

最早出行的必有第 1 类出行者，最晚出行的必有

第 2 类出行者．
证明 首先采用反证法来证明最早出行的

必有第1类出行者． 假设最早出行的只有第2类出

行者，因排队时间呈现单峰，那么第 1 类出行者将

在排队时间达到最大值之后开始出行． 分两类情

况讨论: 1) 若在 t( 1)
0 时刻排队时间达到最大值，此

时第 2 类出行者将继续在 t( 1)
0 ＜ t ＜ t( 2)

0 时刻出

行，这是因为与 t( 1)
0 时刻之前出行的第2 类出行者

相比，此时排队时间减少，迟到时间也减少，出行

费用相应减少，这与均衡状态下任一出行者不能

通过单方面改变出行时间来降低出行费用相矛

盾． 2) 若在 t( 2)
0 时刻排队时间达到最大值，则第 1

类出行者此时出行费用 C1 = αT( t( 2)
0 ) + γ( t*2 －

t*1 ) ． 但事实上，若第 1 类出行者选择在 t( 1)
0 ＜ t ＜

t( 2)
0 的某一时刻出行，此时排队时间减少，迟到时

间也减少，出行费用相应也减少，同样导致矛盾．
因此最早出发的必有第 1 类出行者．

类似可证，最晚出行的必有第 2 类出行者．
证毕．

引理 2 说明均衡状态下，若 t*1 之前必有第 1
类出行者到达，t*2 之后必有第2 类出行者到达． 下

面证明当
N1

N2
≤ γ

β
， 2β
β + γ

N1

s ≤ μ ＜ β
β + γ

N1

s +

γ
β + γ

N2

s 时，t*2 之后不可能有两类出行者到达，并

给出相应的混行比例．

定理 2 当
N1

N2
≤ γ

β
，2β
β + γ

N1

s ≤μ ＜ β
β + γ

N1

s +

γ
β + γ

N2

s 时，排队时间是单峰的，且出发时刻 t ≤

t( 1)
0 时，第 2 类出行者与第 1 类出行者按人数比例

μs － 2β
β + γ

N1

N1
混行，当 t ＞ t( 1)

0 时，只有第2 类出行

者出发．
证明 首先证明第 1 类出行者最晚在 t( 1)

0 时

刻出发完毕． 假设均衡状态下，存在第 1 类出行者

在 t( 1)
0 之后某时刻 t 出发． 因排队时间是单峰的，

于是在 t( 1)
0 之后排队时间单调递减，当 t≥ t( 2)

0 时，

两类出行者混行． 此时两类出行者费用之差为

C1 ( t) － C2 ( t) = γ( t*2 － t*1 ) ( 9)

根据引理 2，在 t( 1)
0 之前必有第 1 类出行者出

发，t( 2)
0 之后必有第 2 类出行者出行．
最早出发的第 1 类出行者的出行费用

C1 ( t( 1)
a ) = β( t*1 － t( 1)

a ) ( 10)

最后出发的第 2 类出行者的出行费用

C2 ( t( 2)
b ) = γ( t( 2)

b － t*2 ) ( 11)

结合式( 9) －式( 11) 和 C1 ( t) = C1，C2 ( t) =

C2，t( 2)
b － t( 1)

a = N
s 得

t( 1)
a = t*1 － γ

β + γ
N
s ，t( 2)

b = t*1 + β
β + γ

N
s

( 12)
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于是 t*1 － t( 1)
a = γ

β + γ
N
s ≥

N1

s ，即 t*1 之前第 1 类

出行者可全部到达，矛盾． 因此最后出发的出行者

必为第 2 类出行者，其出行费用为

C2 ( t( 2)
b ) = γ( t( 2)

b － t*2 ) ( 13)

t( 1)
0 之前两类出行者的出行费用差为

C2 ( t) － C1 ( t) = β( t*2 － t*1 ) ( 14)

最早出发的第 1 类出行者的出行费用为

C1 ( t( 1)
a ) = β( t*1 － t( 1)

a ) ( 15)

根据式( 13) －式( 15) ，t( 2)
b －t( 1)

a = N
s ，C1 ( t) =

C1，C2 ( t) = C2 可得

t( 1)
a = t*2 － γ

β + γ
N
s

t( 1)
0 = α － β

α
t*1 + β

α
t*2 － βγ

α( β + γ)
N
s

t( 1)
b = t( 1)










0

t( 2)
a = t( 1)

a

t( 2)
0 = t*2 － βγ

α( β + γ)
N
s

t( 2)
b = t*2 + β

β + γ
N










s

( 16)

此时

T( t) =

β
α － β

( t － t( 1)
a ) ，t∈［t( 1)

a ，t( 2)
0 ］

γ
α + γ

( － t + t( 2)
b ) ，t∈［t( 2)

0 ，t( 2)
b

{ ］

( 17)

t( 1)
0 时刻前出行的总人数为 ( t*1 － t( 1)

a ) s =

μs － β － γ
β + γ

N1，此时第1 类出行者出行完毕，第2 类

出行者出行人数为 μs － 2β
β + γ

N1 ． 因此当出发时刻

t≤ t( 1)
0 时，第 2 类出行者与第 1 类出行者出行人

数比例为
μs － 2β

β + γ
N1

N1
． 证毕．

同理可得定理 3 如下．

定理 3 当
N1

N2
＞ γ
β

，2γ
β+γ

N2

s ≤μ ＜ β
β + γ

N1

s +

γ
β + γ

N2

s 时，排队时间是单峰的，且出发时刻 t ＜

t( 2)
0 时，只有第 1 类出行者出发，当 t≥ t( 2)

0 时，第 1

类 出 行 者 与 第 2 类 出 行 者 按 人 数 比 例

μs － 2γ
β + γ

N2

N2
混行．

此时

t( 1)
a = t*1 － γ

β + γ
N
s

t( 1)
0 = t*1 － βγ

α( β + γ)
N
s

t( 1)
b = t( 2)










b

t( 2)
a = t( 2)

0

t( 2)
0 = － γ

α
t*1 + α + γ

α
t*2 － βγ

α( β + γ)
N
s

t( 2)
b = t*1 + β

β + γ
N










s

( 18)

T( t) =

β
α － β

( t － t( 1)
a ) ，t∈［t( 1)

a ，t( 1)
0 ］

γ
α + γ

( － t + t( 2)
b ) ，t∈［t( 1)

0 ，t( 2)
b

{ ］

( 19)

综合定理2 和定理3，混行相定理给出了排队

呈现单峰时两类出行者出发时刻混行的条件及人

数比例: 当且仅当min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
≤ μ ＜

β
β + γ

N1

s + γ
β + γ

N2

s 时，排队时间是单峰的，两类

出行者出现混行，混行比例及混行时段详见定理

2 和定理 3． 而当 μ = β
β + γ

N1

s + γ
β + γ

N2

s 时，即

t*1 = t*2 ，两类出行者完全混行，退化为经典的瓶

颈模型．

2 错峰调控机理

在双峰相定理和混行相定理基础上，以总排

队时间最小为目标，即可计算出错峰调控的最优

出行比例和失效阈值．
2． 1 错峰调控的最优出行比例

本节研究当给定错峰间隔Δt = t*2 － t*1 时，使

总排队时间为最小的两类出行者人数的比例．
根据式( 5) － 式( 8) ，式( 17) － 式( 20) 得总

排队时间为
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TT =

βγ
2α( β + γ)

( N1 + N2)
2

s ， β
β + γ

N1

s － γ
β + γ

N2

s
≥ Δt

2βγ + β2
4α( β + γ)

N1
2

s + 2βγ+γ2

4α( β+γ)
N2

2

s + βγ
2α( β+γ)

N1N2

s －β+γ4α
s ( Δt) 2， β

β+γ
N1

s － γ
β+γ

N2

s
＜Δt≤ β

β+γ
N1

s + γ
β+γ

N2

s

βγ
2α( β + γ)

N2
1 + N2

2

s
β

β + γ
N1

s + γ
β + γ

N2

s ＜ Δ













 t

( 20)

此时，对给定的 N，若 β
β + γ

N1

s + γ
β + γ

N2

s ＜ Δt，当

N1

N2
= 1 时，TT 取得最小值，否则当

N1

N2
= γ

β 时，TT

取得最小值，即错峰调控的效果最优．

2． 2 错峰调控的失效阈值

本节研究当给定总出行者人数 N 时，使总排

队时间减小的错峰间隔．
根据式( 5) － 式( 8) ，式( 17) － 式( 20) ，可得

总排队时间的另一等价表达式

TT =
－ β + γ

4α
sμ2 +

βN1 + γN2

2α μ + βγ
2α( β + γ)

N2
1 + N2

2

s ，0 ≤ μ ＜ min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s

βγ
2α( β + γ)

N2

s ，min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
≤ μ≤ β

β + γ
N1

s + γ
β + γ

N2{
s

( 21)

根据上式，当μ = 0时，两类出行者完全独立，互

不影响，TT 最小． 随着 μ 的增大，错峰间隔减小，TT

逐渐增大，当 μ = min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
时，TT 达

到最大值 βγ
2α( β + γ)

N2

s ． 之后随着 μ 的增大，TT 不再

改变． 即当 μ≥ min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
时，错峰间

隔 t*2 － t*1 ≤ β
β + γ

N1

s － γ
β + γ

N2

s
，总排队时间连

续保持最大值，错峰调控失效．

3 数值算例分析

下面通过 3 个算例验证上述结论． 给定瓶颈

的通行能力为60 P /min，参数 α = 2 元 /min，β =
1 元 /min，γ = 3 元 /min．
3． 1 算例 1

算例 1 验证错峰黏性系数 μ 的内涵． 设两类

出行者人数 N1 = 4 800，N2 = 2 400，第 1 类出行

者目标到达时刻 t*1 = 8: 00． 计算可得

min 2β
β + γ

N1

s ，2γ
β + γ

N2{ }s
= 40 min，

β
β + γ

N1

s + γ
β + γ

N2

s = 50 min．

图1 给出了对不同的错峰黏性系数 μ，出行者

的排队时间随出发时刻的变化特征． 当 0 min ≤
μ ＜ 40 min 时，排队时间呈现双峰，两类出行者出

发时间不会交织，但第 1 类的最后一个出行者和

第 2 类的第一个出行者的共同排队时间随着 μ 的

增大而增大． 例如当 μ = 0 min 时，第 1 类的最后

一个出行者和第 2 类的第一个出行者共同排队时

间为0( A1 点) ，互不影响; 当 μ = 20 min 和30 min
时，第1类的最后一个出行者和第2类的第一个出

行者共同排队时间分别为20 min和30 min( A2，A3

点) ，此时两类出行者互相影响． 当 50 min≥ μ≥
40 min 时，排队时间呈现单峰． 且在 μ = 40 min 时

第 1 类的最后一个出行者和第 2 类的第一个出行

者 7: 20 出发，经过排队 T = 40 min( A4 点) ，恰好

于 8: 00 到达． 在 μ = 45 min 时，两类出行者从出

发时刻6: 35 到7: 18 以 N1 /N2 = 16 的比例交织出

发( A5 点) ． 即当 50 min ＞ μ ＞ 40 min 时，交织出

发的时间段随着 μ 的增大而增大． 在 μ = 50 min
时，退化为经典的瓶颈模型，两类出行者完全混

行． 可见，随着 μ 的增大，两类出行者之间的影响

越来越大．
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图 1 出发时刻与排队时间

Fig． 1 Departure time and the queuing time

3． 2 算例 2
设错峰间隔 Δt = t*2 － t*1 = 30 min，算例 2

( 图 2) 验证面向两类出行者人数的决策空间． 在

区域( A) ( B) ，排队时间呈现双峰，其中在区域

( A) 内两类出行者独立出行，互不影响． 在区域

( C) ( D) ，排队时间呈现单峰，两类出行者按一定

比例在某个时段内出现混行． 图 2 中曲线部分为

总排队时间的等位线． 对固定的总人数 N，总排队

时间最小值在区域( A) 内的线段N1 = N2、边界线

O1( 1 800，1 800) － O2( 3 600，1 200) 和区域( B) 内的

射线 βN1 = γN2 上取得． 例如在 P 点 N1 = 2 131，

N2 = 6 392 总排队时间为 2 × 105 min，与 N1 =
8 000，N2 = 0 的总排队时间是一样的． 可见相同

的总排队时间，在 P 点使得更多的出行者出行． 因

此对固定的错峰间隔，科学地调整两类出行者的

人数比例，可以降低总排队时间，减缓交通拥堵．

图 2 面向两类出行者人数的决策空间

Fig． 2 Decision space for the volume of two class travelers

3． 3 算例 3
算例 3 验证错峰调控存在失效范围． 设出行

总人数 N = 7 200，图 3 反映了总排队时间对错峰

黏性系数的敏感性． 对 N1，N2 不同的取值，μ 的
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取值范围也不相同，但总排队时间总是在 μ =
0 min 处取得最小值． 例如在N 1 = 4 800，N2 =
2 400 时，μ的取值范围为［0，50］，当0 min≤ μ ＜
40 min 之后随着 μ 的增大，总排队时间也增大，当

μ 达到阈值 40 min 时，总排队时间达到最大值，在

40 min≤ μ≤50 min 内总排队不再改变，错峰调

控失效． 而对N1 = 6 000，N2 = 1 200 时，μ的取值

范围为［0，40］，当 μ 达到阈值 30 min 时，错峰调

控失效．

图 3 错峰黏性系数对总排队时间的影响

Fig． 3 Effect of staggered viscosity coefficient on total queuing time

4 结束语

本文将 Vickrey 的瓶颈理论模型进行双目标

时刻的扩展，以两个目标到达时刻、且同质出行者

的出发时间选择行为分析为基础，研究交通错峰

管理的基本原理． 文中详细给出了呈现双峰及单峰

的边界条件; 提出双峰相定理确定了均衡状态下两

类出行者的出行规律; 详细推演了两类出行者出发

时刻混行的条件及人数比例，得到了混行相定理．
研究发现，当错峰间隔固定时，科学调整两类

出行人数的比例，可以降低总排队时间，减缓交通

拥堵． 当总人数固定时，错峰间隔超过一定阈值，

错峰出行才能够降低总排队时间，并且随着间隔

距离的增大，总排队时间会越来越小，直到两类出

行者呈现独立出行，总排队时间才保持不变． 以上

结果是通过定量分析途径凝练并总结的． 结果表

明，错峰调控不是只要“错峰”就能取得减缓交通

拥堵的效果，需要科学决策错峰间隔与错峰人群

比例的数量关系，才能使错峰调控达到减缓交通

拥堵的政策目标．
本文为错峰调控的精细管理初步构建了理论

模型． 但要使模型能够真正运用到交通管理实践

中，还需要进行大量的模型扩展和人群分析工作．
如何扩展此双目标到达时刻模型为多目标到达时

刻模型，或进一步考虑出行者的异质特性［15］，或

同时考虑出发时间和道路选择问题［16］，借此研究

复杂条件下错峰管理的优化原理，是未来值得深

入探讨的管理科学问题．
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Bottleneck model for bi-arrival time: Principle of staggered work hours

CHEN Di，ZHANG Ning，LIU Li-juan
School of Economics and Management，Beihang University，Beijing 100191，China

Abstract: This paper presents the queuing principle for staggered work hours and the methodology of conges-
tion reduction in view of the policy for staggered work hours． The double-peaked phase theorem and the mixed
phase theorem are formulated by extending the Vickrey’s bottleneck model in bi-arrival time and by introdu-
cing the concept of the staggered viscosity coefficient． The double-peaked phase theorem determines the suffi-
cient and necessary conditions for the existence of the double-peaked or single-peaked queue． The proportion
of travelers with mixed departure time for the two categories of travelers is resulted from the single-peaked
queue in mixed phase theorem． Given the staggered time interval，the total queuing time or traffic congestion
can be reduced by properly adjusting the ratio of the two categories of travelers． Given the volume of all travel-
ers，the total queuing time keeps constant until the staggered time interval exceed a threshold． Three numeri-
cal examples are employed to demonstrate the principle and the related conclusions．
Key words: bottleneck model; staggered work hours; congestion; traffic; optimization; management science
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