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摘要: 文章在一类随机波动跳跃( SVJ) 模型下给出离散抽样远期起始方差互换公平敲定价解
析解存在的充分条件和具体计算方法．文中所定义的这一类 SVJ 模型包含了很多现有文献中
广泛使用的 SVJ模型．先前关于离散抽样方差互换公平敲定价解析解的研究都局限在仿射型
随机波动模型下，而文章中的方法不仅适用于仿射模型，对许多非仿射模型同样适用． 文章在
Heston模型和 Hull＆White模型下给出解析解表达式和数值计算结果． Heston 模型为仿射结
构，现有文献已有解析解;而 Hull＆White 模型为非仿射结构，现有文献中只提供了数值解．通
过比较可以发现，文章中的结果与现有文献中的解析解和数值解非常接近，从而佐证了结论

的正确性．
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0 引 言

波动率衍生品是特殊的金融衍生工具，其价

值依赖于标的资产未来的波动水平． 波动率 ( 或
方差) 传统上被视为衡量标的资产风险的工具，

但随着波动率衍生品交易的快速发展，波动率现

已被视为独立的资产．因此，通过交易波动率衍生
品，波动率像其他资产一样，可以被用在各种交易

策略中．虽然在波动率衍生品被引入之前，通过持
有和对冲期权头寸也可以间接交易波动率和方

差，但这种间接方法需要连续地对冲交易，从而造

成了交易成本过高和流动性问题．与之相反，波动
率衍生品没有这些缺点，它向交易者提供了直接

交易波动率和方差的途径．
方差互换作为基本的波动率衍生品，是定义

在标的资产在一段时间内的已实现方差( 已实现

波动率的平方) 上的或有权益． 远期起始方差互

换合约的支付函数定义为 L ×［ＲV( Ts，N，Te ) －
Kvar］，其中 L是名义本金，Kvar 代表敲定方差，Ts，

Te 分别是方差互换合约的起始时刻和到期时刻，

N表示观察次数 ( 即将［Ts，Te］分成 N 个子区
间) ，ＲV( Ts，N，Te ) 表示合约有效期内标的资产

的已实现方差．令 0 代表当前时刻，且 0 ≤ Ts ＜
Te ． 如果 Ts = 0，则合约是个普通方差互换． 本
文首先研究普通方差互换，然后在此基础上研究

远期起始的方差互换．
显然方差互换的支付函数依赖于已实现方

差． 金融市场上使用最广泛的已实现方差的定
义为

ＲV( 0，N，T) = ∑
N

i = 1

1
T ln S( Ti )

S( Ti－1
( )[ ])

2

( 1)

其中 S( t) 是标的资产的价格; { Ti}
N
i = 1 是 N个观

察时刻，T0 = 0; ΔT = T /N = Ti － Ti－1 是观察间

隔时间( 例如 1 个交易日或 1 周) ． 不失一般性，
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假设间隔时间相等．
文献［1］中证明了若抽样频率趋向无穷，则

离散抽样的已实现方差趋向连续抽样的已实现方

差，即

lim
N→!
∑
N

i = 1

1
T ln S( Ti )

S( Ti－1
( )[ ])

2

= 1
T ∫

T

0
σ2 ( t) dt

其中 σ( t) 为标的资产的瞬时波动率．由于数学上
的便利性，对连续抽样的波动率衍生品已经有了

广泛和深入的研究． 近期的研究结果有文献［2 －
4］以及这些文章中的参考文献． 其中文献［2］给
出了用期权复制方差互换的方法． 文献［3］中假
设标的资产是连续半鞅，在此假设下研究了波动

率衍生品的对冲策略． 文献［4］在仿射模型框架
下给出了方差互换、方差期权等波动率衍生品的
定价公式．
相较于连续抽样，离散抽样的波动率衍生品

更加难以研究，但实际交易中的产品全部是建立

在离散抽样的基础上的，连续抽样只是作为离散

抽样的近似．文献［5 － 7］都指出用连续抽样近似
离散抽样往往造成较大的误差． 文献［5］首先在
Heston随机波动模型( 见文献［8］) 下给出了离散
抽样方差互换公平敲定价的解析解，并推广到

SVJ模型下．文献［7］利用标的资产对数价格的
特征函数和标的资产瞬时方差的特征函数同样给

出了 Heston 随机波动模型下离散抽样方差互换
公平敲定价的解析解，并推广到 SVJJ 模型下． 文
献［6］利用文献［7］中的方法进一步研究了一些
其他波动率衍生品( 如 VIX 期货等) 在仿射跳扩
散模型下的定价问题． 最近的一篇论文［9］将文
献［10］中关于仿射跳扩散模型的研究结果应用
于离散抽样方差互换的研究中，进一步给出了标

的资产对数价格和标的资产瞬时方差的联合特征

函数，从而给出了方差互换、Gamma 方差互换公
平敲定价的解析解以及门限方差互换和条件方差

互换的半解析解．
以上关于离散抽样方差互换公平敲定价的解

析解的研究都局限在仿射模型框架下，这与仿射

模型数学处理上的便利性有关． 文献［10］对仿
射跳扩散模型的性质进行了深入的研究． 但随机
波动模型中也包含大量的非仿射模型． 例如第一
篇讨论随机波动的文献［11］，其中的模型就是非
仿射结构．文献［12 － 15］等文献中的模型也是非

仿射模型．对于非仿射模型下方差互换的定价问
题往往使用数值方法． 文献［16］在 Hull 和
White［11］随机波动模型下研究离散抽样方差互换
的定价问题，他们提出了高效的控制变量 Monte
Carlo方法，可以快速准确地计算方差互换的价
格．文献［17］进一步发展了文献［16］中的数值
方法，利用多元控制变量技巧进一步提高了

Monte Carlo方法的计算效率．
值得一提的是，文献［5 － 7，9］中关于方差互

换解析解的研究之所以局限在仿射跳扩散模型

下，是因为只有在仿射模型下定价问题转化成的

偏微分方程问题才可以利用文献［10］中的方法
转化为一组黎卡提常微分方程的求解问题． 而当
在非仿射模型下求解方差互换的价格时，定价问

题转化成的偏微分方程问题则比仿射模型下复

杂，且无固定方法可循． 因此，在文献［16］中，
当作者将定价问题转化成偏微分方程问题后，认

为该偏微分方程“很难推导解析解”．
本文定义一类 SVJ 模型，将一些常见的随机

波动模型涵盖其中． 将给出在该类 SVJ模型下离
散抽样远期起始方差互换公平敲定价解析解存在

的充分条件和具体计算方法． 本文中所提供的计
算方法不仅可以在仿射随机波动模型 ( 例如

Heston模型) 下给出方差互换公平敲定价的解析
解，也可以在非仿射随机波动模型( 例如 Hull 和
White模型) 下给出方差互换公平敲定价的解析
解．本文中的证明在数学附录中给出．

1 SVJ模型

本节将定义一类 SVJ 模型，在该类 SVJ 模型
下研究离散抽样方差互换公平敲定价解析解存在

的充分条件和具体计算方法． 给定一个概率三元
组{ Ω，F，P} ，其中P为风险中性概率测度．在P下
标的资产价格 S( t) 和状态变量 X( t) 满足

dS( t)
S( t － ) = rdt + f( t，X( t) ) dW( t) +

d［Q( t) － λφt］
( 2)

dX( t) = k［m － X( t) ］dt + σXη ( t) dB( t)
( 3)

f( t，x) = eαt +βxγ ( 4)
式中W( t) 和 B( t) 为两个标准布朗运动，其瞬时
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相关系数为 ρ; r为无风险利率; Q( t) 为复合泊松
过程，即

Q( t) = ∑
N( t)

j = 1
( Yj － 1)

其中{ Yj} 为独立同分布 ( iid) 的随机变量，服从
对数正态分布，即 ln Yj ～ N( a，b2 ) ．记 φ为 Yj － 1
的期望值，则

φ = E［Yj － 1］ = exp a + b2{ }2
－ 1

是强度为 λ 的泊松过程． 假设 N( t) 独立于
N( t) { Yj} ，W( t) 和 B( t) ，且{ Yj} 也独立于W( t)
W( t) 和 B( t) ．
令 Φ = { k，m，σ，η，α，β，γ} 为模型参数集．

通过对参数集Φ的不同取值，很多衍生品定价模
型可以被 式 ( 2) － 式 ( 4) 定义的 SVJ 模型所涵
盖． 例如:

α = γ = λ = 0:文献［18］中的模型;
α = γ = 0，λ ＞ 0:文献［19］中的模型;
η = 1，α = β = λ = 0，m = 0:文献［11］中

的模型;

η = 1，γ = 1，α = β = λ = 0，m ＞ 0，k ＞
0: 文献［12］中的模型;

η = 1，γ = 1
2 ，α = β = λ = 0，m ＞ 0，k ＞

0:文献［15］中的模型;

η = 1
2 ，γ = 1

2 ，α = β = λ = 0，m ＞ 0，

k ＞ 0:文献［8，20］中的模型;

η = 1
2 ，γ = 1

2 ，α = β = 0，λ ＞ 0，m ＞

0，k ＞ 0:文献［21］中的模型;
η = 0，γ = 1，α = β = λ = 0，m ＞ 0，

k ＞ 0:文献［22，23］中的模型;
η = 0，γ = 2，α = β = λ = 0，m ＞ 0，

k ＞ 0:文献［24］中的模型．
在式( 4) 中，标的资产的瞬时波动率 f( t，x)

被定义为变量 x 的幂函数． 值得一提的是，当波
动率 f( t，x) 被定义为变量 x的指数函数时，使用
和本文中方法类似的技巧可以计算该情况下离散

抽样方差互换公平敲定价的解析解． 文献［13，
14］中的模型属于这种情况． 由于篇幅限制，本
文不再具体讨论这类模型．
由以上所列可以看出，η = 0，η = 1 /2，η = 1

这 3 种情况在随机波动模型中使用频率最高． 在
下一节中，本文将聚焦于这 3 种情况，分别给出
在这 3 种情况下离散抽样方差互换公平敲定价解
析解存在的充分条件和具体计算方法．

2 公平敲定价的解析解

为使定价模型有意义，需要选定参数集 Φ 使
得波动率 f( t，x) 几乎必然是实数 ( 以下称之为
“有效定义”) ．必然存在一些参数的选取方法，使
得波动率 f( t，x) 定义无效． 例如，若令 η = 0，
γ = 1 /2，则波动率 f( t，X( t) ) 以正的概率取虚
值． 事实上，为了得到公平敲定价的解析解，参
数集 Φ需要满足一些技术假设和条件．
假设( 平方可积条件) 对t ＞ 0，参数集

Φ使得波动率 f( t，x) 有效定义，且满足

[E ∫
t

0
f 2 ( s，X( s) ) d ]s =

E ∫
t

0
e2αs+2βX2γ ( s) d[ ]s ＜ !

定义( M －条件) 对任意实数M以及t ＞
0，若参数集 Φ使得随机过程 X( t) 满足

E ∫
t

0
e2MksX2( η+M－1) ( s) d[ ]s ＜ !

则称随机过程 X( t) 为“在 Φ上满足 M － 条件”．
对大多数感兴趣的 SVJ 模型，上述假设和条

件都是满足的． 关于随机过程 X( t) 的更多性质
参见文献［25］． 利用与文献［26］中 Theorem 11．
7． 3 类似的方法可以证明如下引理．
引理 1 如果标的资产价格 S( t) 服从式

( 2) —式( 4) ，则

S( t) = S( 0) {exp ( r － λφ) t －

1
2 ∫

t

0
f 2 ( s，X( s) ) ds +

∫
t

0
f( s，X( s) ) dW( s }) ∏

N( t)

j = 1
Yj

( 5)

方差互换的公平敲定价是使互换的净现值等

于零的价格． 从而，公平敲定价 K*
var 为

K*
var = L × E［ＲV( 0，N，T) ］

= L 1
T∑

N

i = 1
E ln

S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]
2 ( 6)

由式( 5) 可得
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ln
S( Ti )
S( Ti－1 )

= ( r － λφ) ΔT －

1
2 Ｒi + Ii + Ji

( 7)

其中

Ｒi = ∫
Ti

Ti－1
f 2 ( s，X( s) ) ds

Ii = ∫
Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dW

Ji = ∑
N( Ti)

j = N( Ti－1) +1
ln Yj

对式( 7) 两边平方可得

ln
S( Ti )
S( Ti－1

[ ])
2

= ( r － λφ) 2ΔT 2 +

1
4 Ｒ2

i + I2i + J2i － ( r － λφ) ΔTIi +

2( r － λφ) ΔTJi － ＲiIi － ＲiJi + 2IiJi

( 8)

由平方可积条件，利用伊藤积分的鞅性质和伊藤

等距性( 见文献［26］中 Theorem 4． 3． 1) ，从而有
E［Ii］ = 0且E［Ii

2］= E［Ｒi］． 又因为{ Yi} ，N( t)
独 立 于 W( t) ， B( t) ， 所 以 有 E［IiJi］ =
E［Ii］E［Ji］且 E［ＲiJi］ = E［Ｒi］E［Ji］． 从而，在
式( 8) 两边取期望得

E ln
S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]
2

= ( r － λφ) 2ΔT 2 +［1 － ( r － λφ) ΔT］E［Ｒi］－ E［ＲiIi］+ 1
4 E［Ｒ2

i］－

E［Ｒi］E［Ji］+ 2( r － λφ) ΔTE［Ji］+ E［J 2
i］

( 9)

由式( 6) 和式( 9) ，要求公平敲定价 K*
var的解

析表达式等价于求出 E［Ｒi］、E［Ｒi
2］、E［ＲiIi］、

E［Ji］和 E［Ji
2］的解析表达式． 相对于随机波

动，跳跃部分更容易处理，首先给出如下引理．
引理 2 E［Ji］=λΔTa且E［Ji

2］=λΔT( a2λΔT +

a2 + b2) ．
其余 3 个期望与随机波动相关联，其求解过

程更加复杂，需要 X( t) 在参数集 Φ 上满足 M －
条件． 通过以后的论证会发现求解公平敲定价解
析解的关键在于可以递归的求解随机过程 X( t)

条件矩的解析表达式．
由 X( t) 的马尔科夫性质 ( 文献［26］中

Corollary6． 3． 2) ，对任意实数 M，定义

gM ( u，v，X( v) ) = E［XM ( u) | F( v) ］，

0 ≤ v≤ u
( 10)

其中{ F( t) ，0≤ t≤ T} 是布朗运动 B( t) 生成的

域流．

引理 3 若 X( t) 在参数集 Φ 上满足 M-条

件，则

gM ( u，v，X( v) ) = e －Mk( u－v) XM ( v) + Mkme －Mku ∫
u

v
eMkwgM－1 ( w，v，X( v) ) dw +

1
2 ( M － 1) Mσ2e －Mku ∫

u

v
eMkwgM+2η－2 ( w，v，X( v) ) dw

( 11)

由式( 11) ，当 M = 0 或 1 时，有如下表达式
g0 ( u，v，X( v) ) = 1，

g1 ( u，v，X( v) ) = e －k( u－v) X( v) +

m［1 － e －k( u－v)］

( 12)

由以上结论，可以将 E［Ｒi］、E［Ｒ
2
i］和 E［ＲiIi］表

示为关于函数 gM (·，·，·) 的积分形式．
引理 4

E［Ｒi］ = e2β ∫
Ti

Ti－1
e2αsg2γ ( s，0，X( 0) ) ds ( 13)

引理 5

E［Ｒ2
i］ = e4β ∫

Ti

Ti－1
e2αt ∫

t

Ti－1
e2αsE［X2γ ( s) g2γ ( t，s，X( s) ) ］d{ }s dt +

e4β ∫
Ti

Ti－1
e2αt ∫

Ti

t
e2αsE［X2γ ( t) g2γ ( s，t，X( t) ) ］d{ }s dt

( 14)

引理 6
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E［ＲiIi］ = ρeαTi+β

σ( γ － η + 1) ∫
Ti

Ti－1
e2αtE［X2γ ( t) gγ－η+1 ( Ti，t，X( t) ) ］dt －

ρeαTi+β

σ( γ － η + 1) ∫
Ti

Ti－1
e2αtE［Xγ－η+1 ( Ti－1 ) g2γ ( t，Ti－1，X( Ti－1) ) ］dt －

ρkm
σ

e3β ∫
Ti

Ti－1
e2αt ∫

t

Ti－1
eαsE［Xγ－η ( s) g2γ ( t，s，X( s) ) ］d{ }s dt －

ρkm
σ

e3β ∫
Ti

Ti－1
e2αt ∫

Ti

t
eαsE［X2γ ( t) gγ－η ( s，t，X( t) ) ］d{ }s dt －

ρ［α － k( γ － η + 1) ］
σ( γ － η + 1) e3β ∫

Ti

Ti－1
e2αt ∫

t

Ti－1
eαsE［Xγ－η+1 ( s) g2γ ( t，s，X( s) ) ］d{ }s dt －

ρ［α － k( γ － η + 1) ］
σ( γ － η + 1) e3β ∫

Ti

Ti－1
e2αt ∫

Ti

t
eαsE［X2γ ( t) gγ－η+1 ( s，t，X( t) ) ］d{ }s dt －

1
2 ρσ( γ － η) e3β ∫

Ti

Ti－1
e2αt ∫

t

Ti－1
eαsE［Xγ+η－1 ( s) g2γ ( t，s，X( s) ) ］d{ }s dt －

1
2 ρσ( γ － η) e3β ∫

Ti

Ti－1
e2αt ∫

Ti

t
eαsE［X2γ ( t) gγ+η－1 ( s，t，X( t) ) ］d{ }s dt

( 15)

由以上 3 个引理可以看出，要计算 E［Ｒi］、

E［Ｒ2
i］和 E［ＲiIi］的解析表达式需要首先计算

X( t) 某次幂的条件期望的解析表达式． 接下来

将考虑几种 X( t) 某次幂的条件期望可以被解析

求解的情况．

类型 1 当 η = 0 时．

此时，状态变量 X( t) 服从 Ornstein-Uhlenbeck
过程． 模型式( 2) －式( 4) 可以简化为

dS( t)
S( t － ) = rdt + f( t，X( t) ) dW( t) +

d［Q( t) － λφt］，
dX( t) = k［m － X( t) ］dt + σdB( t)

且 f( t，x) = eαt +βxγ ． 由引理 3 中的式( 11) 和式
( 12) ，可证明如下引理:
引理7 若 η = 0且M是非负整数，则 gM ( u，

v，X( v) ) 是一个关于X( v) 的M次多项式，该多项
式由如下递归公式给出

gM ( u，v，X( v) ) = e －Mk( u－v) XM ( v) + Mkme－Mku ∫
u

v
eMkwgM－1 ( w，v，X( v) ) dw +

1
2 ( M － 1) Mσ2e －Mku ∫

u

v
eMkwgM－2 ( w，v，X( v) ) dw

( 16)

因此，若 M 为正整数，gM 就可以由式( 16) 递归
地求出． 从而，由式( 6) 、式( 9) 、引理 2 以及引理
4—6，有如下定理．

定理1 若η = 0且γ为非负整数，则公平敲
定价 K*

var 有解析解．

由以上定理，方差互换公平敲定价的解析表

达式对 η = 0 且 γ 为非负整数的模型是存在的．

这样的模型包括文献［18 － 19］、［22 － 24］等中的
模型． 对于文献［22 － 23］中的模型，利用式
( 16) ，递归地求出 g2，g3，g4 的表达式，然后将

g0，…，g4 的表达式和 α = β = λ = 0，m ＞ 0，k ＞
0，η = 0，γ = 1 代入式( 13) 、式( 14) 和式( 15) ，

从而可以得到 E［Ｒi］、E［Ｒi
2］和 E［ＲiIi］的解析

表达式，再由式( 6) 和式( 9) 可得 K*
var 的解析解．

对于文献［24］中的模型，利用式 ( 16) ，递归地

求出 g2，…，g8的表达式，然后将 g0，…，g8的表达

式和 α = β = λ = 0，m ＞ 0，k ＞ 0，η = 0，γ =

1 代入式 ( 13) 、( 14) 和 ( 15) ，从而可以得到

E［Ｒi］、E［Ｒ
2
i］和 E［ＲiIi］的解析表达式，再由式

( 6 ) 和式( 9 ) 可得 K*
var的解析解． 对于其他属于

该类型的模型，K*
var 的解析表达式可以类似

求出．

类型 2 当 η = 1 /2 时．

此时，状态变量 X( t) 服从平方根扩散过程．

模型式( 2) － 式( 4) 可以简化为
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dS( t)
S( t － ) = rdt + f( t，X( t) ) dW( t) +

d［Q( t) － λφt］，

dX( t) = k［m － X( t) ］dt + σ X( t槡 ) dB( t)

且 f( t，x) = eαt +βxγ ． 由引理 3 中的式 ( 11) 和
( 12) ，可证明如下引理．

引理 8 若 η = 1 /2 且 M 是非负整数，则
gM ( u，v，X( v) ) 是一个关于 X( v) 的 M次多项式，

该多项式由如下递归公式给出

gM( u，v，X( v) ) = M km + 1
2 ( M － 1) σ[ ]2 ×

e －Mku ∫
u

v
eMkwgM－1 ( w，v，X( v) ) dw +

e －Mk( u－v) XM ( v) ( 17)

因此，若 M 为正整数，gM 就可以由式( 17) 递归

地求出． 从而，由式( 6) 、式( 9) 、引理 2 以及引理
4—6，有如下定理．

定理 2 若 η = 1 /2且 γ = n + 1 /2，其中 n

为非负整数，则公平敲定价 K*
var 有解析解．

由以上定理，方差互换公平敲定价的解析表

达式对 η = 1 /2且 γ = n + 1 /2，n为非负整数的

模型是存在的． 这样的模型包括文献［8］、［20 －

21］等中的模型． 与上一种情况类似，根据 γ 的

取值，利用式( 17) 递归地求出引理 4—6 中要用

到的 gM 的表达式，然后将这些表达式和其他参

数代入式( 13) 、( 14) 和式( 15) 中，求出 E［Ｒi］、

E［Ｒ2
i］和 E［ＲiIi］的解析表达式，再进一步利用

式( 6) 和式( 9) 求出 K*
var 的解析解．

类型 3 当 η = 1 时．

此时，状态变量 X( t) 不再具有仿射结构．模

型式( 2) － 式( 4) 可以简化为
dS( t)
S( t － ) = rdt + f( t，X( t) ) dW( t) +

d［Q( t) － λφt］，

dX( t) = k［m － X( t) ］dt + σX( t) dB( t)

且 f( t，x) = eαt +βxγ ． 类似引理7和引理8，有如下

结论．

引理9 若 η = 1且M是非负整数，gM ( u，v，

X( v) ) 是一个关于 X( v) 的 M次多项式，该多项

式有如下递归公式给出

gM( u，v，X( v) ) = Mkme
1
2 ( M－1) σ2[ ]－k Mu ×

∫
u

v
e－ 1

2 ( M－1) σ2[ ]－k MwgM－1( w，v，X( v) ) dw +

e
1
2 ( M－1) σ2[ ]－k M( u－v) XM( v)

( 18)

因此，若M为正整数，gM 就可以由式( 18) 递归地求

出． 从而，由式( 6)、式( 9)、引理 2 以及引理 4—6，

有如下定理．

定理3 若η = 1且γ为正整数，则公平敲定价
K*

var 有解析解;特别的，若η = 1且m = 0，则对任意

的 γ，公平敲定价 K*
var 都有解析解．

满足以上定理的模型包括文献［11］和［12］等．

对于Hull和White模型，由于m = 0，由式( 18) 知gM

不再依赖于 gM－1( 此时式( 18) 中的 M可取任意实

数) ，从而对任意的 γ，公平敲定价都有解析表达

式． 对于文献［12］中的模型，利用式( 18) ，递归地

求出g2，g3，g4的表达式，然后将g0，…，g4的表达式

和参数 α = β = λ = 0，m ＞ 0，k ＞ 0，η = γ = 1

代入式( 13)、( 14) 和( 15) ，从而可以得到 E［Ｒi］、

E［Ｒ2
i］和 E［ＲiIi］的解析表达式，再有由式( 6) 和式

( 9) 可得 K*
var 的解析解． 但是对于文献［15］的

GAＲCH模型，无法求出解析解，除非ρ = 0． 对于一

般情况，可以用ρ = 0时的情况作为控制变量，使用
Monte Carlo方法求解．

3 数值例子

在本节中，在Heston模型和Hull和White模型

下将本文所提供的解析解与现有文献中的解析解或

数值解相比较． 由于 Heston 模型是典型的仿射模

型，近几年的几篇文献已提供了解析解，将用本文

的解析解与之相比较． 而 Hull和White模型则是非

仿射模型，将用本文的解析解与现有文献中的数值

解相比较． 公平敲定价的解析表达式比较复杂，具

体表达式在附录中给出，但由于表达式是初等函数

形式，从而对计算机来说可以瞬间完成计算． 这就

使本文的解析解相对于任何数值解均有很大优势．
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1) Heston 模型

在式( 2)—式( 4) 中令 k ＞ 0，m ＞ 0，σ ＞ 0，

α = β = λ = 0，γ = η = 1 /2，则得Heston模型． 由
定理 2知公平敲定价的解析解存在． 综合利用引理
4、5、6和 8以及式( 6) 和式( 9) ，可求出解析解．

首先，采用文献［5］中提供的参数，即 k =
6. 21，m = 0．019，σ = 0．31，ρ = － 0．7，X( 0) =
10. 11%，T = 1，r = 3．19%，L = 10 000． 表1列出
了本文的解析解 K*

var、文献［5］② 中的解析解以及
Monte Carlo模拟的结果( 100 000条路径) ．

表1 参数取自文献［5］的Heston模型结果

Table 1 Ｒesults of Heston model using parameters in［5］

抽样频率 MC方法
文献［5］的

解析解

本文的

解析解

N

4 179．783 7 N/A 180．256 8

12 177．796 4 177．619 2 177．698 9

26 176．148 7 N/A 176．785 4

52 176．634 4 176．369 9 176．352 7

252 176．219 8 175．923 2 175．989 4

表 1中两列解析解略有差异，原因在于文献
［5］表 5 中第 3 列数据是只保留了两位小数的近
似值，将其平方后再乘以( N － 1) /N 得到的表 1

中第 3 列的结果就会和本文的解析解产生微小的
差别．

下面再用文献［6］中提供的的参数，即 k =
11． 35，m = 0． 022，σ = 0． 618，ρ = － 0． 64，
X( 0) = 0． 04，T = 1，r = 0． 1，L = 10 000． 表 2

列出了解析解 K*
var、文献［6］表 2 ． 1 中第 2 列的

解析解以及 Monte Carlo 模拟的结果 ( 100 000

条路径) ．

表 2 中两列解析解有一定差异，这是由于在
文献［6］中，已实现方差的定义方式是按“真实
回报方差”定义而不是按本文当中的“对数回报
方差”定义( 见文献［6］中式( 2． 3) 和式( 2． 4) ) ．

文献［6］中 68 页第 13 行也指出，这两种定义方
式，在按周频率抽样下( N = 52) 会有 0． 46% 的
差异，这与表 2 中的结果相符． 必须指出的是，

在实际当中，已实现方差基本上都是按“对数回
报方差”定义的，文献［6］中 67页第 3行也指出
了这一点．

表 2 参数取自文献［6］的 Heston模型结果

Table 2 Ｒesults of Heston model using parameters in［6］

抽样频率 MC方法
文献［6］的

解析解

本文的

解析解

N

4 258． 816 6 267． 6 261． 003 5

12 246． 663 1 242． 7 245． 333 0

26 239． 913 6 238． 6 240． 450 2

52 237． 906 8 237． 1 238． 209 7

252 235． 943 1 236． 1 9

2) Hull和 White模型
在式( 2) —式( 4) 中令 α = β = m = λ = 0，

σ ＞ 0，η = 1，则得 Hull和White模型． 由定理 3
知公平敲定价的解析解存在． 综合利用引理 4、5、
6和9以及式( 6) 和式( 9) ，可将解析表达式求出．
由于 Hull和 White模型是非仿射模型，现有

文献中还未给出解析解． 但文献［16］给出了个
高效的控制变量，Monte Carlo 方法在 Hull 和
White模型的一种特殊情况( γ = 1 /2) 下以计算
方差互换价格． 按文献［16］设定参数，即 r =
0. 05，L = 1 000，T = 1，σ = 0． 01，X( 0) =
0. 152，ρ = － 0． 5． 下面的两个表比较了本文的解
析解和文献［16］中的数值解．

表 3 参数取自文献［16］的 Hull和 White模型结果 1

Table 3 Ｒesults of Hull and White model using parameter

set 1 in ref．［16］

路径数
N = 1，

－ k = 0． 05

N = 5，

－ k = 0． 05

N = 5，

－ k = 0． 15

100 23． 349 7 22． 227 1 23． 362 7

400 23． 340 2 22． 233 3 23． 369 5

1 000 23． 344 2 22． 230 0 23． 365 9

2 000 23． 346 3 22． 227 9 23． 363 7

5 000 23． 352 6 22． 231 1 23． 367 1

8 000 23． 350 4 22． 228 8 23． 364 7

本文的

解析解
23． 362 5 22． 229 9 23． 365 8
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表 4 参数取自文献［16］的 Hull和 White模型结果 2

Table 4 Ｒesults of Hull and White model using parameter

set 2 in ref．［16］

路径数
N = 50

－ k = 0． 05

N = 50

－ k = 0． 30

N = 100

－ k = 0． 05

N = 100

－ k = 0． 20

100 21． 982 4 24． 972 3 21． 984 3 23． 692 6

400 21． 993 9 24． 985 3 21． 961 8 23． 707 3

1 000 21． 995 5 24． 987 3 21． 963 1 23． 708 8

2 000 21． 994 2 24． 986 0 21． 961 7 23． 707 3

3 000 21． 976 0 24． 986 6 21． 962 1 23． 707 8

5 000 21． 995 9 24． 988 1 21． 962 8 23． 708 6

本文的

解析解
21． 975 1 24． 985 8 21． 960 9 23． 706 6

以上两个表中除最后一行的解析解是由本

文提供，其余的数值解均取自文献［16］，所有数
字均是公平敲定价的贴现值． 由以上表中的数字
可以看出，随着模拟路径的增加，数值解收敛于

本文的解析解．

4 远期起始方差互换

本节将远期起始方差互换公平敲定价的计算

问题转化为普通方差互换公平敲定价的计算问

题，从而只要普通方差互换的公平敲定价有解析

解，则远期起始方差互换的公平敲定价也有解

析解．

令 N2 ＞ N1 ＞ 0，Ts = N1ΔT，Te = N2ΔT，一
个于Ts时刻开始，Te时刻到期的远期起始方差互

换合约的已实现方差为

ＲV( N1ΔT，N2 － N1，N2ΔT) =

1
( N2 － N1 ) ΔT∑

N2

i = N1+1
ln

S( Ti )
S( Ti－1

[ ])
2 ( 19)

构建两个普通的方差互换合约，第一个 0 时刻开
始 Ts 时刻到期，第二个 0时刻开始 Te 时刻到期．

由式( 1) 有

ＲV( 0，N1，N1ΔT) =
1

N1ΔT∑
N1

i =1
ln

S( Ti )
S( Ti－1

[ ])
2

( 20)

ＲV( 0，N2，N2ΔT) =
1

N2ΔT∑
N2

i =1
ln

S( Ti )
S( Ti－1

[ ])
2

( 21)
由式( 6) 、式( 19) 、式( 20) 和式( 21) 有

K*
var1 = L × E［ＲV( 0，N1，N1ΔT) ］

= L
N1ΔT∑

N1

i －1
E ln

S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]
2 ( 22)

K*
var2 = L × E［ＲV( 0，N2，N2ΔT) ］

= L
N2ΔT∑

N2

i －1
E ln

S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]
2 ( 23)

K*
FSvar = L × E［ＲV( Ts，N2 － N1，Te) ］

= L
( N2 － N1 ) ΔT∑

N2

i = N1+1
E ln

S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]
2

( 24)
由式( 22) 、式( 23) 和式( 24) 可得

K*
var2 = L

N2ΔT
×

N1ΔT
L K*

var1 +
( N2 － N1 ) ΔT

L K*[ ]FSvar

整理上式得

K*
FSvar =

N2K
*
var2 － N1K

*
var1

N2 － N1
( 25)

可见，利用式 ( 25) 和普通方差互换的公平敲定
价可求出远期起始方差换的公平敲定价．

5 结束语

本文研究了在一类 SVJ模型下离散抽样远期
起始方差互换公平敲定价的计算问题． 所定义的
SVJ模型包含了很多现有文献中常用的随机波动
模型． 给出了公平敲定价的解析解存在的 3 个充
分条件，只要满足这 3 个条件之一就可以按照本
文中的方法求出公平敲定价的解析解． 先前关于
方差互换公平敲定价解析解的研究都局限于仿射

模型之下，而本文的方法对仿射模型和非仿射模

型均适用． 在两个典型的随机波动模型下将本文
提供的解析解与现有文献中的解析解或数值解相

比较，佐证了本文结论的正确性．
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Pricing discretely-sampled variance swaps under a class of SVJ models

DU Kun1，2，3，ZENG Xu-dong1

1． School of Finance，Shanghai University of Finance and Economics，Shanghai 200433，China;
2． Postdoctoral Workstation，Guangfa Securities，Guangzhou 510620，China;
3． School of Economic ＆ Management，Northwest University，Xi’an 710069，China

Abstract: We derive analytic formulas for fair strike prices of discretely-sampled ( forward-start ) variance
swaps under a class of stochastic volatility jump ( SVJ) models． This class covers a couple of stochastic volatil-
ity and jump models which have been studied widely in literature including both affine and non-affine models．
We demonstrate a general methodology to find analytic formulas for the class while we obtain explicit solutions
for several special cases． Numerical examples show that our solutions give close results to Monte Carlo simula-
tions． Obviously，our explicit solutions beat the latter in speed．
Key words: variance swap; SVJ models; fair strike; analytic formulas

附录:

引理 2 的证明:
证明 这里只证明E［Ji

2］的表达式，E［Ji］的证明类似且更简单．由泊松过程的独立平稳增量性质以及跳跃幅度的
iid性和对数正态分布得

E［Ji
2］= [ (E ∑

N( Ti)

j = N( Ti－1) +1
ln Y )j ]2

= [ (E ∑
N( ΔT)

j =1
ln Y )j ]2

=∑
!

n =0
[ (E ∑

N( ΔT)

j =1
ln Y )j

2

| N( ΔT) ]= n P{ N( ΔT) = n}

=∑
!

n =0
[ (E ∑

n

j =1
ln Y )j ]2

P{ N( ΔT) = n} =∑
!

n =1
[E ∑

n

j =1
( ln Yj )

2 + 2∑
n

i =2
∑
i－1

j =1
ln Yi ln Y ]j P{ N( ΔT) = n}

=∑
!

n =
{

1
∑

n

j =1
E［( ln Yj )

2］+2∑
n

i =2
∑
i－1

j =1
E［ln Yi］E［ln Yj }］ P{ N( ΔT) = n} =∑

!

n =1
{ n( a2 +b2 ) +n( n－1) a2} ( λΔT)

n

n! e－λΔT

= λΔT( λΔTa2 + a2 + b2 )
引理 3 的证明:
证明 令 Y( w) = ekwX( w) ，则 Xη ( w) = e －ηkwYη ( w) ． 由伊藤引理和式( 3) 得到
dY( w) = kmekwdw + σe( 1－η) kwYη ( w) dB( w)

从而有 dY( w) dY( w) = σ2 e2( 1－η) kwY2η ( w) dw． 再利用伊藤引理得到

d［YM ( w) ］ = M kmekwYM－1 ( w) + 1
2 ( M － 1) σ2 e2( 1－η) kwYM+2η－2 ( w[ ]) dw + Mσe( 1－η) kwYM+η－1 ( w) dB( w)

将上式从 v到 u积分，然后两边取关于 F( v) 的条件期望． 注意，由于M －条件满足，伊藤积分有鞅性质; 再利用 Fubini
定理交换积分顺序得 d到

E YM ( w) | F( v[ ]) = YM ( v) + Mkm ∫
u

v
ekwE［YM－1 ( u) | F( v) ］dw + 1

2 ( M － 1) Mσ2 ∫
u

v
e2( 1－η) kwE［YM+2η－2 ( u) | F( v) ］dw
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从而有

E［XM ( w) | F( v) ］ = e －Mk( u－v) XM ( v) + Mkme －Mku ∫
u

v
eMkwE［XM－1 ( u) | F( v) ］dw +

1
2 ( M － 1) Mσ2 e －Mku ∫

u

v
eMkwE［XM+2η－2 ( u) | F( v) ］dw

引理 4、5、6 的证明:

证明 这 3 个引理的证明类似，这里只证明最复杂的引理 6． 因为 W( t) ，B( t) 的相关系数为 ρ，从而存在独立于

B( t) ( 以及 B( t) 生成的域流{ F( t) ，0 ≤ t≤ T} ) 的布朗运动 Z( t) ，使得 W( t) = ρB( t) + 1 － ρ槡 2 Z( t) ． 因此有

E［ＲiIi］ = E ∫
Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dt ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dW( s[ ])

= ρE ∫
Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dt ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dB( s[ ]) + 1 － ρ槡 2 E ∫

Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dt ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dZ( s[ ])

= ρE ∫
Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dt ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dB( s[ ]) + 1 － ρ槡 2 E ∫

Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dtE ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dZ( s) | F( Ti[ ]{ })

= ρE ∫
Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dt ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dB( s[ ]) + 1 － ρ槡 2 E ∫

Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) dt ×[ ]0

= ρE ∫
Ti

Ti－1
f 2 ( t，X( t) ) d( t) ∫

Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dB( s[ ])

( A － 1)

由平方可积条件，上式中利用了伊藤积分的鞅性;重复期望性质，以及可测性与独立性．

由式( 4) 知∫
Ti

Ti－1
f( s，X( s) ) dB( s) = ∫

Ti

Ti－1
eαs+βXγ ( s) dB( s) ． 令 h( s，x) = eαs+βxγ－η+1，对该函数使用伊藤引理得到

d［eαs+βXγ－η+1 ( s) ］=

{ ( γ－η+1) kmeαs+βXγ－η ( s) +［α－k( γ－η+1) ］eαs+βXγ－η+1 ( s) + 1
2 σ2 ( γ － η) ( γ－η+1) eαs+βXγ+η－1 ( s }) ds +

σ( γ － η + 1) eαs+βXγ ( s) dB( s)

将上式两端从 Ti －1 到 Ti 积分，代入式( A － 1) ，从而可将该式中的伊藤积分转化为黎曼积分． 再利用 Fubini定理可得

E［ＲiIi］=
ρ

σ( γ － η + 1) ∫
Ti

Ti－1
E［eα( 2t+Ti) +3βX2γ ( t) Xγ－η+1 ( Ti) ］dt －

ρ
σ( γ － η + 1) ∫

Ti

Ti－1
E［eα( 2t+Ti－1) +3βX2γ ( t) Xγ－η+1 ( Ti－1) ］dt －

ρkm
σ ∫

Ti

Ti－1
∫
Ti

Ti－1
E［eα( 2t+s) +3βX2γ ( t) Xγ－η ( s) ］dsdt － ρ［α － k( γ － η + 1) ］

σ( γ － η + 1) ∫
Ti

Ti－1
∫
Ti

Ti－1
E［eα( 2t+s) +3βX2γ ( t) Xγ－η+1 ( s) ］dsdt －

1
2 ρσ( γ － η) ∫

Ti

Ti－1
∫
Ti

Ti－1
E［eα( 2t+s) +3βX2γ ( t) Xγ+η－1 ( s) ］dsdt

对上式利用重复期望法则以及式( 10) 可得式( 15) ．

引理 7、8、9 的证明:

证明 这 3 个引理的证明类似，这里只证明最复杂的引理 9． 将 η = 1 代入式( 11) 得到

gM ( u，v，X( v) ) = e－Mk( u－v) XM ( v) + Mkme－Mku ∫
u

v
eMkwgM－1 ( w，v，X( v) ) dw + 1

2 ( M － 1) Mσ2e－Mku ∫
u

v
eMkwgM ( w，v，X( v) ) dw

令 hM ( u，v，X( v) ) = eMkugM ( u，v，X( v) ) ，从而上式可改写为

hM ( u，v，X( v) ) = eMkvXM ( v) + Mkm ∫
u

v
ekwhM－1 ( w，v，X( v) ) dw + 1

2 ( M － 1) Mσ2 ∫
u

v
hM ( w，v，X( v) ) dw

上式两边关于 u求导( 视 v，X( v) 为常数) 得到
dhM ( u，v，X( v) )

du = 1
2 ( M － 1) Mσ2hM ( u，v，X( v) ) + MkmekuhM－1 ( u，v，X( v) )

初始条件为 hM ( v，v，X( v) ) = eMkvXM ( v) ． 若 hM －1 已知，则上式是线性非齐次常微分方程． 使用常数变易法解之得到

hM ( u，v，X( v) ) = Mkme
1
2 ( M－1) Mσ2u ∫

u

v
e k－ 1

2 ( M－1) Mσ[ ]2 whM－1 ( w，v，X( v) ) dw + eMkv+ 1
2 ( M－1) Mσ2( u－v) XM ( v)

将 hM 换为 gM 可得式( 18) ．由式( 12) ，引理结论对 M = 0，1成立． 由式( 18) 对 M使用数学归纳法，可证明引理结论对
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任意非负整数 M成立．
Heston模型下方差互换公平敲定价解析解的表达式
将表达式

A0 = mΔT，A1 = 1
k ( e

kΔT － 1) ［X( 0) － m］，E［Ｒi］ = A0 + A1 e
－kTi ;

b0 = m2，b1 = m + σ2

2( )k ［X( 0) － m］，b2 = m［X( 0) － m］，

b3 = X2 ( 0) － 2km + σ2

k ［X( 0) － m］－ 2km + σ2

2k m ，b4 = mσ2

2k ;

B0 = b0ΔT
2 + 2ΔT

k b4 － 2( 1 － e－kΔT )
k2

b4，B1 = ΔTk ( 2b2 e
kΔT － b1 e

kΔT － b1 ) +
2( ekΔT － 1)

k2
( b1 － b2 ) +

ekΔT － 1
k ΔTb1，

B2 =
b3
k2
( ekΔT － 1) 2 ;

E［Ｒi
2］ = B0 + B1 e

－kTi + B2 e
－2kTi ;

C0 = ρk
σ
( B0 － mΔTA0 ) ，C1 = ρ

σ
kB1 － kmΔTA1 + b1 ΔT － ekΔT － 1( )k

－ b2 ΔTekΔT － ekΔT － 1( )[ ]k
，

C2 = ρ
σ kB2 －

b3
k ( e

kΔT － 1)[ ]2 ;

E［ＲiIi］ = C0 + C1 e
－kTi + C2 e

－2kTi ．
代入式( 9) ，即

E ln
S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]2

= ( r － λφ) 2ΔT 2 +［1 － ( r － λφ) ΔT］E［Ｒi］－ E［ＲiIi］+ 1
4 E［Ｒi

2］－

E［Ｒi］E［Ji］+ 2( r － λφ) ΔTE［Ji］+ E Ji[ ]2

注意，Heston中无跳跃，所以 E［Ji］ = E［Ji
2］ = 0． 然后再代入式( 6) ，即

K*
var = L × E［ＲV( 0，N，T) ］ = L 1

T∑
N

i = 1
E ln

S( Ti )
S( Ti－1

( ))[ ]2

Hull和White模型下方差互换公平敲定价解析解的表达式
文献［16］中给出了 γ = 1 /2 情况下数值解，下面给出该情况下的解析解．

A = r2ΔT;

B1 = X2 ( 0)
2T( － k + σ2 )

，B2 = e( －2k+σ2) ΔT － 1
－ 2k + σ2 － e －kΔT － 1

－ k ，B3 = e( －2k+σ2) T － 1
e( －2k+σ2) ΔT － 1

;

C1 = X( 0) ( 1 － rΔT)
T ，C2 = e －kT － 1

－ k ;

D1 = X3 /2 ( 0) ρσ
1
2 T( － k + σ2 )

，D2 = e
3
2 ( －k+

1
4 σ

2) ΔT － 1
3
2 － k + 1

4 σ( )2
－ e －kΔT － 1

－ k ，D3 = e
3
2 ( －k+

1
4 σ

2) T － 1

e
3
2 ( －k+

1
4 σ

2) ΔT － 1
;

K*
var = A + B1B2B3 + C1C2 － D1D2D3
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