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摘要: 考虑用户社会经济特征和收入水平的差异性，在固定需求异质用户交通网络中，构建了

一般系统最优数学规划模型并给出了一阶最优性条件，该模型适用于任何连续或有限间断点

分布的用户时间价值． 进一步分析了一般系统与标准系统以及多用户类系统最优模型之间的

关系． 研究表明: 当所有用户的时间价值一致时，一般系统最优模型退化为标准系统最优模型;

当用户时间价值呈阶梯分布时，一般系统最优模型与多用户类系统最优模型是等价的．
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0 引 言

随着城市化进程的加快和社会经济的迅速发

展，机动车保有量和道路交通量急剧增加，交通供

需不平衡的矛盾日益尖锐，交通拥挤已成为制约

城市经济和社会发展的“瓶颈”之一． 拥挤道路使

用收费作为交通需求管理的有效措施之一，通过

对特定时段和路段的车辆实行收费，调节交通需

求，从时间和空间上疏散交通量，减少繁忙时段和

繁忙路段道路上的交通负荷，达到缓解交通拥挤、
减少交通污染的目的． 新加坡是世界上首个征收

交通拥堵费的国家，自 1975 年起，对进入在市中

心的车辆征收“道路拥堵费”． 英国伦敦和瑞典斯

德哥尔摩，分别于 2003 年和 2007 年对市中心的

车辆征收“道路拥堵费”． 2013 年 9 月，北京市发

布“十二五”时期“绿色北京发展建设规划”，提出

将研究制定重点路段或区域交通拥堵收费方案．
在拥挤道路收费理论中，用户的时间价值

( value of time，VOT) 反映了出行者的社会经济特

征和收入水平差异，在一定程度上表明了出行者

能够或愿意为一次出行支付时间或金钱的程度，

是出行者在时间和费用之间做出权衡的重要影响

因素． 传统的网络用户均衡( user equilibrium) 交

通分配模型中假设具有一致的时间价值，即网络

中的用户都是同质的． 针对一般同质用户网络，

Yang 和 Huang［1 － 2］利用最优化方法深入研究了固

定需求和弹性需求下的边际成本道路收费理论．
实际上，由于出行者的社会经济特征和收入

水平存在差异性，出行者的时间价值不尽相同，出

行选择的准则 /偏好也不尽相同，需要考虑其异质

性． 在异质用户的固定需求交通网络中，Yang 和

Huang［3］研究了离散时间价值情形下，基于时间

计量或成本计量的单目标系统最优问题与多用户

均衡问题的等价性． Guo 和 Yang［4］考虑固定需求

及离散分布时间价值，研究了系统时间和系统成

本最小的双目标优化问题，证明了支持帕累托最

优解成为多用户均衡解的正值匿名路段收费的存

在性． Clark 和 Sumalee［5］、王昕和黄海军［6］ 在弹

性需求网络中也证明了支持帕累托最优解成为多
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用户 均 衡 解 的 正 值 匿 名 路 段 收 费 的 存 在 性．
Nagurey和 Dong［7］运用有限维变分不等式方法研

究了具有弹性需求和非对称出行成本函数的双准

则交通分配问题． 田琼和刘鹏［8］研究了基于若干

类异质用户的高峰期公交出行均衡问题．
连续 分 布 时 间 价 值 比 固 定 时 间 价 值 要 合

理［9 － 10］． 许多学者在两条路径的简单网络中研究

了基于连续分布时间价值的交通分配问题［11 － 13］．
Leurent［14］和 Dial［15 － 16］在实际网络中研究了基于

随机连续分布时间价值的确定用户均衡的交通分

配问题． Cantarella 和 Binetti［17］、Meng 等［18］ 研究

了基于 Probit 的随机用户均衡的交通分配问题．
Marcotte 等［19］用无穷维变分不等式方法讨论连续

时间价值分布的双准则确定性交通均衡问题．
Marcotte 和 Zhu［20］ 运 用 变 分 不 等 式 将 Yang 和

Huang［3］的工作拓展到连续时间价值( 无限用户

类) 情形．
众所周知，系统最优模型是拥挤道路使用收

费的理论基础． 一方面，拥挤收费的目标是为了实

现系统最优; 另一方面，最优拥挤收费应等于边际

用户社会成本与边际用户个人成本之差，即拥挤

的外部效果［21］． 但是，以往文献只给出了同质用

户网络的系统最优模型和多用户类网络的系统最

优模型，没有给出适用于一般形式用户时间价值

分布的系统最优模型． 基于此，本文将 Yang 和

Huang［3］的工作拓展到一般形式的时间价值分布

情形，提出一般系统最优数学规划模型，并进一步

研究模型性质． 该系统最优模型是在一般形式时

间价值分布的异质用户的理论意义和现实意义．

1 模型与算法

假定交通网络 G( N，A) ，N 为网络节点集合，

A 为路段集合，a∈A． 任意路段 a∈A 旅行时间是

其流量的连续单调递增函数，即
dta ( va )
dva

≥ 0． 设

w 为 OD 对( origin-destination pair) 集合，w∈W; Ｒw

是 OD 对 w 之间路径集合，r∈Ｒw，OD 对 w 之间有

|Ｒw |≥2 条路径; dw 是 OD 对 w 的需求; f( r)
w 表示

OD 对 w 之间路径 r 的流量，f = ( …，f( r)
w ，…) T ;

S ( r)
w 表示 OD 对 w 之间选择路径 r 的用户集合． 定

义路径变量 k = 1，2，…，| Ｒw |，其旅行时间满足

t( 1)
w ( f) ≥ t( 2)

w ( f) ≥…≥ t( Ｒw )
w ( f) ． δ( w)

ar 表示路段

－ 路径关联矩阵上的一个元素，如果 OD 对 w 之

间的路径 r 包含路段 a，其值为 1，否则为 0． 将用

户的时间价值降序排列，即时间价值 βw ( x) 是单

调递 减 函 数，其 中 变 量 x 表 示 第 x 个 用 户，若

βw ( x) 是连续函数，则
dβw ( x)

dx ≤ 0 ，见图 1．

针对异质用户网络，基于成本计量的系统最

优必须满足较高时间价值的用户必须选择较低旅

行时间的路径，较低时间价值的用户必须选择较

高旅行时间的路径，如图 2，

图 1 OD 对 w 用户的时间价值分布

Fig． 1 VOT distribution between OD pair w

否则就可以通过改变原来的用户的路径选择结果

来降低系统总成本．

图 2 一般系统最优 OD 对 w 的路径流量分布

Fig． 2 Generalized system optimal path flow pattern between

OD pair w

从图 2 可 以 看 出，从 第 ∑
Ｒw

k = r+1
f( k)
w 个 用 户 到

∑
Ｒw

k = r
f( k)
w 个用户都选择路径 r，路径 r 上的用户总时
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间价值是 ∫
f( r)w

0
β (w ∑

Ｒw

k = r+1
f( k)
w )+ x dx，路径 r 上的用

户总成本 t( r)
w ( f) ∫

f( r)w

0
βw ∑

Ｒw

k = r+1
f( k)
w( )+ x dx ． 基于此，

可以构建基于成本计量的系统最优 ( cost-based
system optimum，CSO) 模型为

min
f

Z( f) =∑
w∈W
∑

Ｒw

r =1
t( r)
w ( f) ∫

f( r)w

0
β (w ∑

Ｒw

k = r+1
f( k)
w )+x dx

( 1)

∑
Ｒw

k = 1
f( k)
w = dw，w∈ W ( 2)

f( k)
w ≥ 0，k∈ Ｒw，w∈ W ( 3)

其中 t( r)
w =∑

a∈w
ta( va) δ

( w)
ar ，而 va =∑

w∈W
∑
r∈Ｒw

f( r)
w δ( w)

ar ．

为方便表述，定义 ∑
Ｒw

k = Ｒw +1
f( k)
w = 0． 特别指

出，路径 k∈ { 1，2，…，Ｒw } 是内生的变量，不同

以往的交通分配模型，其路径 k 是外生的，特指

OD 对间的一条具体路径．
显然，只要时间价值函数 βw ( x) 是可积的，

即 βw ( x) ( w∈W ) 是连续函数或有有限间断点

的有界函数，CSO 模型就成立． 可见，CSO 模型适

用于任何形式的连续分布时间价值或有有限间断

点分布的时间价值． 因此，CSO 模型也可被称为

一般系统最优( generalized system optimum，GSO)

模型． 另外，GSO 模型是基于路径的，一般是非凸

的，可能存在多个局部最优解．
定义

∑
0

k = 1
t( k)
w ∫

f( k)
w

0

dβw ∑
Ｒw

h = k+1
f( k)
w( )+ x

df( r)
w

dx = 0

若 βw ( x) ( w∈ W ) 连续，上述 GSO 模型的一阶

最优性条件可写成

t( r)
w βw ∑

Ｒw

k = r
f( k)( )w +∑

w∈W
∑
Ｒw

h = 1
∑
a∈A

dta ( va )
dva

δ( w)
ar δ( w)

ah ∫
f( k)
w

0
dβw ∑

Ｒw

h = k+1
f( k)
w( )+ x dx +

∑
r－1

k = 1
t( k)
w ∫

f( k)w

0

dβ (w ∑
Ｒw

h = k+1
f( k)
w )+ x

dfw
r dx = gso

w，cost ， f( r)
w ＞ 0，r = 1，2，…，Ｒw ，w∈ W ( 4)

t( r)
w β (w ∑

Ｒw

k = r
f( k) )w +∑

w∈W
∑
Ｒw

h = 1
∑
a∈A

dta ( va )
dva

δ( w)
ar δ( w)

ah ∫
f( h)w

0
β (w ∑

Ｒw

k = h+1
f( k)
w )+ x dx +

∑
r－1

k = 1
t( k)
w ∫

f( k)
w

0

dβw ∑
Ｒw

h = k+1
f( k)
w( )+ x

df( r)
w

dx≥ gso
w，cost，f( r)

w = 0，r = 1，2，…，Ｒw ，w∈ W ( 5)

式( 4) 和式( 5 ) 左边可以解释为在路径 r 上

增加一个用户对系统总成本的边际贡献( 边际社

会成本) ． 下面详细解释式( 4 ) 和式( 5 ) 的经济含

义． 式( 4) 和式( 5 ) 左边第 1 项很好理解，路径 r
增加一个用户自身的个人出行成本; 第 2 项是在

路径 r 上增加一个用户导致其他经过路径 r 上所

有路段的用户总成本的增加值，如图 3． 如路径 r
上流量增加，路段 a 的流量增加，路径 p 经过路段

a，显然路径 p 的旅行时间增加，所以路径 p 上的

用户总出行成本增加，注意路段 a 可以是路径 r
上的任意路段，路径 p 可以是经过路段 a 的任意

路径; 第 3 项是在路径 r 上增加一个用户导致同

一 OD 对间其他路径总成本的减小值，如图所示，

如果 k ＜ r，根据公式 t( k)
w ( f) ∫

f( k)w

0
β (w ∑

Ｒw

h = k+1
f( k)
w )+ x dx

包含 流 量 f( r)
w ，如 果 f( r)

w 增 大，显 然 t( k)
w ( f) ×

∫
f( k)w

0
βw ∑

Ｒw

h = k+1
f( k)
w( )+ x dx 减小，所以路径 r 上增加一个

用户导致同一 OD 对的其他路径总成本的减小值等

于∑
r－1

k =1
t( k)
w ∫

f( k)w

0

dβw ∑
Ｒw

h = k+1
f( k)
w( )+ x

df( r)
w

dx ．

图 3 路径 r 与其他路径关系示意图

Fig． 3 Diagrammatical relationship between road r and other roads

—06— 管 理 科 学 学 报 2015 年 12 月



式( 4) 和式( 5) 表明，当被使用路径上的边际

社会成本相等并且小于等于未被使用路径的边际

社会成本时，系统达到最优．

2 模型性质

在同质用户的固定需求网络中，所有用户的

时间价值一致，系统最优问题是标准的系统最优

( standard system optimum，SSO) 模型． 即使在异

质用户 网 络，基 于 时 间 计 量 的 系 统 最 优 ( time-
based system optimum，TSO) 问题也可以被看作

SSO 模型．
定理 1 βw ( x) = β，x∈ dw，w∈W ，GSO

模型退化为 SSO 模型

min
f ∑a∈A

vata ( va ) ( 6)

∑
k∈Ｒw

f( k)
w = dw ，w∈ W ( 7)

f( k)
w ≥ 0 ，r∈ Ｒw ，w∈ W ( 8)

其中 va =∑
w∈W
∑
r∈Ｒw

f( r)
w δ( w)

ar ，t( r)
w ( f) =∑

a∈w
ta( va) δ

( w)
ar ．

证明 将 βw ( x) = β 代入式( 1) ，有

∑
w∈W
∑
Ｒw

r = 1
t( r)
w ( f) ∫

f( r)w

0
βdx = β∑

w∈W
∑
Ｒw

r = 1
t( r)
w ( f) f( r)

w

= β∑
a∈A

vata ( va )

显然，∑
Ｒw

k = 1
f( k)
w = dw 可写成∑

k∈Ｒw

f( k)
w = dw． 时间价值

β 是常数，不影响优化结果，所以 GSO 模型退化

SSO 模型．
在异质用户网络中，考虑任意 OD 对 w ∈ W

都有 M≥2 类用户，d ( m)
w 表示 OD 对 w 的第 m 类

用户的需求，S ( m)
w 表示 OD 对 w 的第 m 类用户的

集合，m = 1，2，…，M; f( m)
rw 表示 OD 对 w 之间路径

r 上第 m 类用户的流量 f = …，f( m)
rw

( )，… T ; v( m)
a

表示 路 段 a 上 第 m 类 用 户 的 流 量，v( m)
a =

∑
w∈W
∑
r∈Ｒw

f( m)
rw δ( w)

ar ，则路段 a 上所有用户的流量为

va =∑
M

m = 1
v( m)
a ． βm 表示第 m 类用户的时间价值，不

失一般性，令 β1 ＞ β2 ＞ … ＞ βM ，即用户的时间

价值呈阶梯分布．
根据 Yang 和 Huang［3］基于成本计量的多用

户类系统最优( multi-class cost-based system opti-
mum，MCSO) 模型可表示为

min
f ∑a∈A
∑
M

m = 1
βmv

( m)
a ta ( va ) ( 9)

∑
r∈w

f( m)
rw = d ( m)

w ，w∈W，m = 1，2，…，M ( 10)

f( m)
rw ≥ 0，r∈ Ｒw，w∈W，m = 1，2，…，M ( 11)

其中 v( m)
a = ∑

w∈W
∑
r∈Ｒw

f( m)
rw δ( w)

ar ，va = ∑
M

m = 1
v( m)
a ．

上述 MCSO 模型的一阶最优性条件为:

当

f( m)
rw ＞ 0，r∈ Ｒw ，w∈W，m = 1，2，…，M

βmt
( r)
w ( f) +∑

a∈w
∑
M

k = 1
βkv

( k)
a

dta ( va )
dva

δ( w)
ar =

gso
w ( βm ) cost ( 12)

当

f( m)
rw = 0，r∈ Ｒw，w∈W，m = 1，2，…，M

βmt
( r)
w ( f) +∑

a∈w
∑
M

k = 1
βkv

( k)
a

dta ( va )
dva

δ( w)
ar ≥

gso
w ( βm ) cost ( 13)

定义 f̂ 为 MCSO 模型的最优解，根据其一阶

最优性条件，可以得到引理 1．

引理 1 若 t( r)
w ( f̂) ＞ t( p)

w ( f̂) ，r ，p∈Ｒw，

w∈W，路径 r 与路径 p 上不可能有两种相同类型

的用户．
证明 假设路径 r，p∈Ｒw 上都有第 m 和第 n

类用户( m，n∈ { 1，2，…，M} ，m≠ n) ，则

βmt
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )

dv̂a
δ( w)
ar =

gso
w ( βm ) cost ( 14)

βn t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar =

gso
w ( βn ) cost ( 15)

βmt
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )

dv̂a
δ( w)
ap =

gso
w ( βm ) cost ( 16)

βn t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )

dv̂a
δ( w)
ap =

gso
w ( βn ) cost ( 17)

将式( 14) 减式( 16) 有
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βm ( t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ) +

∑
a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar －

∑
a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ap = 0 ( 18)

同理，由式( 15) 和式( 17) 得

βn ( t
( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ) +

∑
a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar －

∑
a∈w
∑
2

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ap = 0 ( 19)

进一步将式( 18) 减式( 19) ，可得

( βm － βn ) ( t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ) = 0

既然 βm ≠ βn，则 t( r) ( f̂) = t( p)
w ( f̂) 与 t( r) ( f̂) ＞

t( p)
w ( f̂) 相矛盾． 证毕．

很容易解释引理 1，如果在两条旅行时间不

相等的路径上有两种相同类型的用户，就不是系

统最优，因为将旅行时间长的路径上时间价值大

的用户和旅行时间短的路径上时间价值小的用户

在这两条路径之间互换，就可以降低系统总成本．

引理 2 若 t( r)
w ( f̂) ＞ t( p)

w ( f̂) ，则 βw ( x) ≤

βw ( y) ，x∈ S ( r)
w ，y∈ S ( p)

w ，r，p∈ Ｒw ，w∈W．
证明( 数学归纳法 ) 1) 证明当 M = 2，引理

2 成立．

根据引理 1，若 t( r)
w ( f̂) ＞ t( p)

w ( f̂) ，路径 r，p 上

不可能同时有两种相同类型的用户． 另外，引理 1
隐含了路径 r，p 都被使用． 所以，路径 r，p 上的用

户类型只存在两种情形，下面针对两种情形分别

加以证明．
Ⅰ． 路径 r，p 都只有一类用户，引理 2 成立．
反证法 假设引理 2 不成立，则 x ∈ S ( r)

w ，

y∈S ( p)
w ，βw ( x) ＞ βw ( y) ． 既然 M = 2，βw ( x) =

β1，βw ( y) = β2，x∈ S ( r)
w ，y∈ S ( p)

w ． 根据式( 12)

和式( 13) 有

β1t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ar =

gso
w ( β1) cost ( 20)

β2t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ar ≥

gso
w ( β2) cost ( 21)

β2t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ap =

gso
w ( β2) cost ( 22)

β1t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ap ≥

gso
w ( β1) cost ( 23)

将式( 20) 减式( 23) ，可得

β1( t
( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ) +

∑
a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ar －

∑
a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ap ≤ 0 ( 24)

同理，由式( 21) 和式( 22) 得

β2( t
( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ) +

∑
a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ar －

∑
a∈w
∑
M

k =1
βk v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ap ≥ 0 ( 25)

既然 t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ＞ 0 和 β1 ＞ β2 ，则式

( 24) 和式( 25 ) 不可能同时成立，所以 βw ( x) =

β2，βw ( y) = β1，x∈ S ( r)
w ，y∈ S ( p)

w ． 可见，对情形

Ⅰ引理 2 成立．
Ⅱ． 路径 r，p 上只有一条路径有两类用户，

引理 2 成立．
反证法 假设引理 2 不成立，则 x ∈ S ( r)

w ，

y∈S ( p)
w ，βw ( x) ＞ βw ( y) ． 既然 M = 2，x∈ S ( r)

w ，

y∈ S ( p)
w ，βw ( x) = β1 ( x) ，βw ( y) = β2 ． 若路径 r

上有两类用户，则路径 p 上只有第二类用户，即

βw ( y) = β2，y∈ S ( p)
w ． 由式( 12) 和式( 13) 得

β1 t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar =

gso
w ( β1 ) cost ( 26)

β2 t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar =

gso
w ( β2 ) cost ( 27)
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β2 t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ap =

gso
w ( β2 ) cost ( 28)

β1t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
M

k =1
β1 v̂

( k)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ap ≥

gso
w ( β1) cost ( 29)

将式( 26) 减式( 29) 有

β1 ( t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) +

∑
a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar －

∑
a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ap ≤ 0 ( 30)

同理，由式( 27) 和式( 29) 得

β2 ( t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) +

∑
a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar －

∑
a∈w
∑
M

k = 1
βk v̂

( k)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ap = 0 ( 31)

由式( 30) 和式( 31) 导致

( β1 － β2 ) ( t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ≤ 0 ( 32)

既 然，β1 ＞ β2，t( r)
w ( f̂) ＞ t( p)

w ( f̂) ，( β1 －

β2 ) ( t( r)
w ( f̂) － t( p)

w ( f̂) ) ＞ 0，则与式( 32) 相矛盾．
若路径 r 上只有第一类用户，路径 p 上有两类用

户，也很容易证明与假设相矛盾． 可见，对情形Ⅱ，

引理 2 成立．
总之，当 M = 2，引理 2 成立．
同理，可以证明当 M = 3，引理 2 成立．
2) 假设当 M = n，引理 2 成立．
当 M = n + 1 时，对于前 n 类用户，引理 2 成

立，即 t( r)
w ( f) ＞ t( p)

w ( f) ，βw ( x) ≤ βw ( y) ，x ∈
S ( r)
w ，y∈ S ( p)

w ，r，p = 1，2，…，Ｒw．
反证法 假设对于第 n + 1 类用户，引理 2 不

成立，则路径 r 上有第 k ( 1≤ k ＜ n + 1 ) 类用户，

路径 p 上有第 n + 1 类用户，即x∈ Sr
w，y∈ Sp

w，

βw ( x) = βk，βw ( y) = βn+1 ． 则有

βk t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
n+1

j =1
βk v̂

( j)
a

dta( v̂a)
dv̂a

δ( w)
ar =

gso
w ( βk ) cost ( 33)

βn+1βk t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
n+1

j = 1
βk v̂

( j)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar =

gso
w ( βn+1 ) cost，若 f( n+1)

rw ＞ 0

βn+1βk t
( r)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
n+1

j = 1
βk v̂

( j)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ar ≥

gso
w ( βn+1 ) cost，若 f( n+1)

rw =

















0

( 34)

βn+1 t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
n+1

j = 1
βk v̂

( j)
a

dta ( v̂a )
dv̂a

δ( w)
ap =

gso
w ( βn+1 ) cost ( 35)

βk t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
n+1

j = 1
βkv

( j)
a

dta ( va )
dva

δ( w)
ap =

gso
w ( βk ) cost，若 f( k)

pw ＞ 0

βk t
( p)
w ( f̂) +∑

a∈w
∑
n+1

j = 1
βkv

( j)
a

dta ( va )
dva

δ( w)
ap ≥

gso
w ( βk ) cost，若 f( k)

pw =















0

( 36)

既然 βk ＞ βn+1，则由式( 33) － 式( 36) ，可得

t( r)
w ( f) = t( p)

w ( f) ． 结果与 t( r)
w ( f) ＞ t( p)

w ( f) 相矛

盾． 所以，当 M = n + 1 时，引理 2 也成立．
综上所述，引理 2 成立． 证毕．
引理 2 表明，旅行时间长的路径上的用户的

时间价值小，旅行时间短的路径上的用户的时间

价值大．
定义 Sr→p

w = S ( r)
w ∪…∪ S ( p)

w ，结合引理 2，有

引理 3．

引理 3 若 t( r－1)
w ( f̂) ＞t( r)

w ( f̂) =t( p)
w ( f̂) ＞ t( p+1)w ( f̂) ，

则 ∑
p

k =r
t( k)w ( f̂) ∫

x∈Sr→p
w

βw( x) dx = t( k)
w ( f̂)∑

M

m =1
∑

p

k = r
βmf̂

( m)
kw ，

βw( y) ≤βw( x) ≤βw( z) ，其中x∈Sr→p
w ，y∈S( r－1)

w ，

z∈ S( p+1)
w ．

证明 根据引理 2，βw ( y) ≤βw ( x) ≤βw ( z) ，

x∈Sr→p
w ，y∈ S( r－1)

w ，z∈ S( p+1)
w ． 根据定义，t( r)

w ( f̂) ≥

t( r+1)
w ( f̂) ≥ … ≥ t( p－1)

w ( f̂) ≥ t( p)
w ( f̂) ． 由 t( r)

w ( f̂) =

t( p)
w ( f̂) 得 t( r)

w ( f̂) = t( r+1)
w ( f̂) = … = t( p－1)

w ( f̂) =

t( p)
w ( f̂) ． 所以
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∑
p

k = r
t( k)
w ( f̂) ∫

x∈Sr→p
w

βw ( x) dx =

t( k)
w ( f̂)∑

p

k = r
∫

x∈Sr→p
w

βw ( x) dx =

t( k)
w ( f̂)∑

M

m = 1
∑

p

k = r
βm f̂

( m)
kw

证毕．
引理 3 表明，具有相同旅行时间的路径上的

异质用户可以在这些路径之间进行互换，并不改

变系统总成本．
引理 2 表明，MCSO 模型也满足较高时间价

值的用户选择较低旅行时间的路径，较低时间价

值的用户选择较高旅行时间的路径，与 GSO 模型

是一致的，如图 4． 结合引理 3，MCSO 模型可以转

化为 GSO 模型． 基于此，得出定理 2．
定理 2 βw ( x) = βm，x ∈ S ( m)

w ，w∈W，

m = 1，2，…，M，GSO 模型与 MCSO 模型等价．

图 4 基于成本计量的系统最优流量分布

Fig． 4 Cost-based optimal path flow pattern

证明 当 βw ( x) = βm ，x ∈ S ( m)
w ，w∈W，

m = 1，2，…，M，MCSO 模型的目标函数变为

Z( f) = ∑
w∈W
∑
Ｒw

r = 1
t( r)
w ( f) ∫

f( r)w

0
βw ( ∑

Ｒw

k = r+1
f( k)
w + x) dx

= ∑
w∈W
∑
Ｒw

r = 1
t( r)
w ( f)∑

M

m = 1
f( m)
rw βm

= ∑
w∈W
∑
Ｒw

r = 1
∑
M

m = 1
βmf

( m)
rw t( r)

w ( f)

= ∑
a∈A
∑
M

m = 1
βmv

( m)
a ta ( va )

另外，约束条件自然变为∑
k∈ＲW

f( m)
kw = d ( m)

w ，m = 1，2，

…，M，w∈W，f( m)
kw ≥0 m = 1，2，…，M，k∈ Ｒw，其

中 v( m)
a = ∑

w∈W
∑
r∈Ｒw

f( m)
rw δ( w)

ar ，va = ∑M

m = 1
v( m)
a ．

可见，GSO 模型可以转化为 MCSO 模型． 根

据引理 2 和引理 3，MCSO 模型也可以转化为 GSO
模型． 所以，GSO 模型与 CMSO 模型等价． 证毕．

定理 1 和定理 2 表明，基于路段的 SSO 模型

和 MCSO 模型与基于路径的 GSO 模型形式不同，

但内在本质一致． 总之，当所有用户同质时，GSO
模型退化为 SSO 模型; 当用户的时间价值呈阶梯

分布时，GSO 模型与 MCSO 模型是等价的．

3 算 例

3． 1 算例 1
算例 1 的交通网络由 4 个节点、2 个 OD 对、4

条路径和 5 条路段组成，如图 5． 各路段的旅行时

间函数: t1 =20 + 2v1，t2 = v2，t3 = v3，t4 = 20 + v4，

t5 = 2v5 ． OD 对( 1，4) ( 用“a”表示) 和 OD 对( 2，

4) ( 用“b”表示) 的交通需求分别为 da = 20，

db = 30 ． OD 对 a 之间有两条路径，路径 1( 用“1，

a”表示) 只含路段 1，路径 2 ( 用“2，a”表示) 包括

路段 2 和路段 3; OD 对 b 之间也有两条路径，路

径 1( 用“1，b”表示) 路段 4 与路段 3 组成，路径 2
( 用“2，a”表示) 只含路段 5． OD 对 a 与 OD 对 b
的用户时间价值分布函数分别是 βa ( x) = 2 －
x /20，x∈［0，20］，βb ( x) = 3 － x /30，x∈［0，30］．

图 5 两个 OD 对的交通网络

Fig． 5 Network with two OD pairs

求解 SSO 模型，最优路径流量分布为 f( 1)
a =

10，f( 2)
a = 10，f( 1)

b = 10，f( 2)
b = 20; 最优路段流量分

布为 v1 = 10，v2 = 10，v3 = 20，v4 = 10，v5 = 20．
求解 GSO 模型，可得: f( 1)

a = 11． 74，f( 2)
a = 8． 26，

f( 1)
b = 11． 52，f( 2)

b = 18． 48; v1 = 11． 74，v2 =
8. 259 7，v3 = 11． 52，v4 = 11． 52，v5 = 18． 48．
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图 6 算例 1 的 GSO 模型的最优路径流量分布

Fig． 6 Path flow pattern of GSO model in the first numerical example

数值结果表明，算例 1 的 SSO 模型与 GSO 模

型的路径解和路段解都唯一． 另外，SSO 模型只能

显示路径选择的集计结果，不能刻画个体的路径

选择行为． 但是，GSO 模型能够刻画个体的路径

选择行为，即时间价值较高的用户选择旅行时间

较低的路径，时间价值较低的用户选择旅行时间

较高的路径，见图 6．
3． 2 算例 2

算例 2 的交通网络由 3 个节点、1 个 OD 对、4
条路径以及 4 条路段组成，如图 7． 各路段的旅行

时间函数: t1 = 60 ，t2 = 10 + v2，t3 = 20 + v3，

t4 = 40 ． OD 对( 1，3) 之间的四条路径分别用“a，

b，c，d”表示，路径 a 含路段 1 与路段 2; 路径 b 含

路段 1 与路段 4; 路径 c 含路段 3 与路段 2; 路径 d
含路段 3 与路段 4． 网络总需求 100，用户的时间

价值分布函数是 β( x) = 2 － x /100，x∈［0，100］．
求解 SSO 模型，最优路径流量分布满足 f a +

f c = 15，f c + f d = 20，f a + f b + f c + f d = 20，f a，f b，f c，
f d≥ 0; 最优路段流量分布为 v1 = 85，v2 = 15，

v3 = 20，v4 = 80． GSO 模型路径解为 f a = 17． 52，

f b = 65． 56， f c = 0， f d = 16． 92; 其 路 段 解 为

v1 = 83. 08，v2 = 17． 52，v3 = 16． 92，v4 = 82． 48 ．
和算例 1 不同，算例 2 中 SSO 模型的路段流

解唯一，但路径流量有无穷个解． 有趣的是，虽然

GSO 模型不是凸规划，但是其路径流量和路段流

解都唯一，路径流量解见图 8．

图 7 一个 OD 对的交通网络

Fig． 7 Network with one OD pair

图 8 算例 2 的 GSO 模型的最优路径流量分布

Fig． 8 Path flow pattern of GSO model in the second example

4 结束语

考虑用户具有不同的社会经济特征和收入水

平，并且其社会经济特征和收入水平在一定时间

范围具有相对的稳定性，本文在固定需求交通网

络中构建了一般系统最优数学规划模型，该模型

适用于任何连续分布的用户时间价值或有限间断

点的用户时间价值． 当用户的时间价值呈连续分

布时，通过模型分析，给出了一般系统最优模型的

一阶最优性条件． 另外，还研究了一般系统最优模

型和标准系统最优模型以及多用户类系统最优模

型之间的关系． 研究结果表明: 在同质用户网络

中，一般系统最优模型退化为标准系统最优模型;

在多用户类网络中，一般系统最优模型与多用户

类系统最优模型是等价的． 本文提出的基于路径

的一般系统最优模型一般是非凸的，可能存在多

个局部最优解，有待设计有效的算法进一步深入

研究． 本文的研究方法可拓展研究弹性需求网络

中一般系统最优问题以及异质用户网络的拥挤收

费问题．
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Generalized system optimal model and properties in traffic networks with
fixed demand

WU Wen-xiang1，HUANG Hai-jun2

1． Beijing Key Lab of Urban Intelligent Traffic Control Technology，North China University of Technology，

Beijing 100144，China;

2． School of Economics and Management，Beihang University，Beijing 100191，China

Abstract: Since network users have different socio-economic characteristics and different levels of income，

this paper proposes a generalized system optimal model in traffic networks with fixed demand and then explicit-
ly derives its first-order optimality conditions． The proposed model can deal withany continuously distributed
value of time ( VOT) or finite discrete VOT． The relationships among the generalized system optimal model，
standard system optimal model and multi-class cost-based system optimal model are investigated． It is found
that，for the fixed demand traffic networks with homogeneous users，the generalized system optimal model de-
generates into a standard system optimal model，and for traffic networks with multi-class users，the generalized
system optimal model and multi-classes cost-based system optimal model are equivalent．
Key words: fixed demand network; value of time; user equilibrium; system optimum
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