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摘要: 通过给出 Shapley值、均分 Shapley值、贴现 Shapley值、Solidarity值、广义 Solidarity值、合
意值、Banzhaf值及最小二乘预核仁分量差的显式解析表达式，本文提出了一种同时计算这些
线性及匿名效用可转移合作对策值的简化算法．特别地，这一算法也适用于同时计算这些值中
的两种及以上．为了详细说明简化算法的计算过程及优越性，文中给出了具体的数值算例，并
将其与传统算法进行了比较分析，结果表明简化算法确实能显著降低同时计算多个值的时间

复杂度．
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0 引 言

效用可转移合作对策( TU 对策) 通过给定所
有潜在联盟所能创造的价值来描述局中人合作情

境．它在现实中具有广泛的应用，如曾银莲等［1］

就用其来分析随机需求环境下零担货物运输合作

中的费用分配问题． TU 对策的单值解( 亦称值)
赋予任意对策一个分配． 继 Shapley 值［2］之后，
Banzhaf值［3］、Solidarity 值［4］、均分 Shapley 值［5］、
贴现 Shapley 值［5］、最小二乘预核仁［6］、合意
值［7］、广义 Solidarity值［8］等也被相继提出． 由于
种类繁多，相应的研究工作比较零散，给理论研究

及实际应用都带来了不便．
目前，对 TU 对策值的研究工作出现了系统

化趋势，其中对同时满足有效性、线性性及匿名性
TU 对策值的研究工作最为常见． Ｒuiz 等［6］、
Juarez 等［9］、Nembua 和 Andjiga［10］、Nembua［11］、
Ｒadzik和 Driessen［12］等都给出了这类值的显式解
析表达式．这些表达式相互等价，它们从不同角度

诠释了这类值的特点． Driessen 和 Ｒadzik［13，14］先
后研究了这类值的势函数及一致性，从而给出了

它们的一些公理化刻画． Ｒadzik 和 Driessen［12］、
Malawski［15］、Beal 等［16］、Ｒojas 和 Sanchez［17］则给
出了这类值满足一些常见公理的充要条件．

本文致力于给出同时计算多种线性及匿名

TU对策值的简化算法． 特殊地，如果被研究的
值还满足有效性，那么使用该算法将会更加简

便．提出这一算法的动机来自于 Hernandez-Lam-
oneda和 Sanchez-Sanchez［18］． 为了解决迈克尔·

乔丹问题( 即为什么尽管迈克尔·乔丹被公认为
是 NBA历史上最伟大的运动员，但不同的评价
方法却不会都把他排在第一?) ，他们提出了分队

对策，即只有局中人数量为一常数的联盟价值不

为 0 的 TU 对策． 在分队对策中，任何线性及匿
名 TU对策值将给予球员相同的排序，且该值的
分量差被一个与所考虑值无关的向量决定． 由于
任意 TU对策都可拆分成若干分队对策之和，因
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而该结论也适用于一般化的 TU 对策． 本文的主
要工作之一，就是利用这一向量，来给出各种线

性及匿名 TU 对策值分量差的显式解析表达式，
并由此简化同时计算多种线性及匿名 TU 对策值
的过程．
选择这一算法作为研究内容是基于两方面的

考虑．一方面，值理论需要这样的算法．目前，由于
使用了太多缺乏现实意义的公理，公理化方法已

受诟病［19］． Thomson［19］指出:“将一个解在测试问
题中的表现作为判断其合理性的依据可作为公理

化方法的一个替代”．因而，同时快速地计算出一
类值，具有较强的理论需求．另一方面，实际应用
也需要这样的算法． 现实中进行利益分配或成本
分摊时，往往需要对若干值进行比较．此时，同时
快速地计算出一类值，具有较强的现实需求．

1 基本概念及简化算法框架

有限集 N = { 1，2，…，n} 上的 TU对策 v是从
N的幂集到实数集的映射( v ∶ 2N → ＲＲ ) ，满足
v( ) = 0．称N中的元素为局中人，N的子集为联
盟，v( S) 为联盟 S的价值．记 N上 TU对策的全体
为 N．
任取 S，T  N，本文将用其对应的小写字母

s，t表示其中所含元素个数．
任取 v ∈ N 及 r ∈ { 1，2，…，n} ，若对所有

S N满足 s≠ r，都有 v( S) = 0，则称 v为 r分队
对策．记 N上 r分队对策的全体为 N

r ．
N 上的值是一个映射 f ∶ N → ＲＲ N，其中，

f( v) 的分量 fi ( v) ( i∈ N) 代表用值 f在 N间分配
全局联盟价值 v( N) 时，局中人 i的收益．
称从 N到 N的双射为 N上的置换，记 N上置

换的全体为 Ω( N) ．
若值 f满足对任意 v∈ N及π∈Ω( N) ，都有

f( πv) = πf( v) ，则称 f满足匿名性．这里:
1) πv∈ N，πv( S) = v( π －1 ( S) ) ;
2) πf( v) = ( fπ( 1) ( v) ，fπ( 2) ( v) ，…，fπ( n) ( v) ) ．

若值 f满足对于任意 u，v∈ N及 α，β∈ ＲＲ，
都有 f( αu + βv) = αf( u) + βf( v) ，则称 f满足线
性性．
若值 f满足对任意 v∈ N，都有

∑
i∈N

fi ( v) = v( N)

则称 f满足有效性．
Shapley值满足线性性及匿名性［2］． 局中人

i∈ N在 v∈ N 中的 Shapley值分量为
Shi ( v)

= ∑
SN \i

s! ( n － s － 1) !
n! ( v( S∪ i) － v( S) ) ( 1)

任取 u，v∈ N 及 α∈ ＲＲ，在 N 上可定义:

1) 加法: ( u + v) ( S) = u( S) + v( S) ;
2) 数乘: ( αv) ( S) = αv( S) ．
于是， N 成为线性空间．Hernandez-Lamoneda

等［20］指出，该空间是如下三个子空间的直和:

1) C =n
r =1Cr，其中Cr = { tcr | t∈ＲＲ } ，cr∈

N
r

且为 0 － 1对策，即对任意 S N，

cr ( S) =
1，若 s = r;
0，其它{ ．

2) U = n－1
r =1Ur，其中

Ur = { zr | z∈ＲＲ n且∑
n

l =1
zl = 0} ，zr ∈

N
r，对任

意 S N，

zr ( S) =
∑
i∈S

zi，若 s = r;

0，其它
{

．
3) W = n

r =1Wr，其中

Wr = { ω∈ N
r | i∈ N，∑

SN∶ i∈S
ω( S) = 0} ．

Hernandez-Lamoneda和 Sanchez-Sanchez［18］还指出
引理 1 对任意 v∈ N，都有

v =∑
n

r =1
arcr +∑

n－1

r =1
zr + ω

其中

1) arcr ∈ Cr，ar = ∑
SN∶ s = r

v( S) / n( )r ;
2) zr ∈ Ur，对任意 S N，

zr ( S) =
( n － 1)∑

i∈S
Shi ( vr ) ，若 s = r

0， ，其
{

它
( 2)

其中 vr∈
N
r，且对任意 SN，若 s = r，则 vr ( S) =

v( S) ．
3) ω∈W．
由此，若值 f满足线性性，则对任意 v∈ N

f( v) =∑
n

r =1
arf( cr ) +∑

n－1

r =1
f( zr ) + f( ω) ( 3)
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由于 cr、zr及ω都属于分队对策，因而 f( cr )、f( zr ) 及
f( ω) 的计算相较于 f( v) 要简单．相较于利用定义，
采用式( 3) 来计算 f( v) 能将原问题“化整为零、各个
击破”，因而在一定程度上可以降低计算复杂度．尽
管如此，采用式( 3) 来计算 f( v) 并不是最优选择．
定理 1 若 N 上的值 f满足匿名性及线性性，

则对任意的 v∈ N 及 i，j∈ N，都有

fi ( v) － fj ( v) =∑
n－1

r =1
( fi ( zr ) － fj ( zr ) )

=∑
n－1

r =1
( n － 1) br ( Shi ( vr ) － Shj ( vr ) )

( 4)
证明 Hernandez-Lamoneda 和 Sanchez-Sanchez［18］

指出(定理1)，若值 f满足线性性及匿名性，则
1) 对任意 v∈ C，存在 α∈ ＲＲ，使得 f( v) =

α1n，其中 1n 代表ＲＲ
N中各分量皆为 1 的向量;

2) 对任意 v∈ U，都有∑
i∈N

fi ( v) = 0;

3) 对任意 v∈W，都有 f( v) = 0，其中 0代表
ＲＲ N中的零向量;

4) 对任意 r∈ { 1，2，…，n － 1} ，都存在 br ∈
ＲＲ，使得 f( zr ) = ( n － 1) brSh( vr ) ．
于是，由式( 3) 及上面的分析过程，

fi ( v) －fj ( v) = ∑
n

r =1
arfi ( cr ) +∑

n－1

r =1
fi ( zr ) + fi ( ω( )) －

∑
n

r =1
arfj ( cr ) +∑

n－1

r =1
fj ( zr ) + fj ( ω( ))

= fi ∑
n

r =1
arc( )r － fj ∑

n

r =1
arc( )( )r +

fi ∑
n－1

r =1
z( )r － fj ∑

n－1

r =1
z( )( )r +( fi ( ω) －fj ( ω) )

=∑
n－1

r =1
fi ( zr ) － fj ( zr( ))

=∑
n－1

r =1
( n － 1) br Shi ( vr ) － Shj ( vr( ))

其中 第三、四两个等号是由文献［18］的定理1得
到的．
依据定理 1，采用如下思路来计算多个同时

满足线性性及匿名性的 TU对策值将非常方便:
步骤 1 任取 i ∈ N，利用 f 的定义计算

出 fi ( v) ．
步骤 2 利用式( 4) 计算 f( v) 的分量差，即

fj ( v) ( j∈ N \ i) 与 fi ( v) 的差．

步骤 3 利用步骤 1) 及 2) 的结果计
算 fj ( v) ．
由于在计算不同的满足线性性及匿名性的

TU对策值时，Sh( vr ) 可以被循环利用，因而这
种方法将极大减少同时计算多种此类值的工作

量． 特殊的，若值 f还满足有效性，则还可以省略
步骤 1) ，而直接在步骤 3) 中利用步骤 2) 的结果
及有效性来得到 f( v) ．
下面，本文将给出 Shapley 值、Solidarity 值、

广义 Solidarity 值、贴现 Shapley 值、Banzhaf 值及
最小二乘预核仁分量差的显式解析表达式，从而

将上面的思路具体化． 显然，这里的关键在于找
出针对这些 TU 对策值的式( 4) 中 br 的显式表

达式．

2 分量差显示解析表达式

2． 1 Shapley值分量差显式解析表达式
定理 2 对任意 v∈ N及 r∈ { 1，2，…，n －1} ，
Sh( zr ) = Sh( vr ) ( 5)
证明 对任意 i∈ N，

Shi ( zr ) =∑
SN\i

s! ( n － s － 1) !
n! ( zr ( S∪ i) － zr ( S) )

= ∑
SN\i∶ s = r－1

s! ( n － s － 1) !
n! zr ( S∪ i) －

∑
SN\i∶ s = r

s! ( n － s － 1) !
n! zr ( S)

= ∑
SN\i∶ s = r－1

( r－1) ! ( n－r) !
n! ( n－1)∑j∈S∪i

Shj( vr ) －

∑
SN\i∶ s = r

r! ( n － r － 1) !
n! ( n － 1)∑

j∈S
Shj( vr )

1) 若 r = 1，则

Shi ( zr ) =
n － 1
n Shi ( vr ) －

1
n∑j∈N \ i

Sh j ( vr )

= n － 1
n + 1( )n

Shi ( vr ) = Shi ( vr )

2) 若 r ＞ 1，则
Shi ( zr ) =

n － 1
r －( )1 ( r － 1) ! ( n － r) !

n! ( n － 1) Shi ( vr ) +

∑
j∈N \i

n － 2
r －( )2 ( r － 1) ! ( n － r) !

n! ( n － 1) Shj ( vr ) －
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∑
j∈N \i

n － 2
r －( )1 r! ( n － r － 1) !

n! ( n － 1) Shj ( vr )

= n－1
n Shi ( vr ) +

r－1
n ∑j∈N \i

Shj ( vr ) －
r
n∑j∈N \i

Shj ( vr )

= n － 1
n Shi ( vr ) －

r － 1
n Shi ( vr ) +

r
n Shi ( vr )

= Shi ( vr )
综上所述，式( 5) 成立．
由定理 1及定理2可得，对任意的 v∈ N及 i，

j∈ N，都有

Shi ( v) － Shj ( v) =∑
n－1

r =1
( Shi ( vr ) － Shj ( vr ) )

( 6)
2． 2 Solidarity值分量差显式解析表达式
除了满足线性性及匿名性以外，Shapley 值

还满足无效性，即对任何联盟边际贡献均为 0 的
局中人也将获得 0 收益，这说明 Shapley 值是一
种基于效率的分配方法． 相对地，Solidarity 值［4］

则是一种效率优先兼顾公平的分配方法，它满足

线性性、匿名性和有效性，但不满足无效性．
Nowak和 Ｒadzik［4］将其与 Shapley值的区别归结
于哪类局中人将获得 0收益，Kamijo和 Kongo［21］

则将此归结于哪一类局中人退出全局联盟不会影

响其他局中人的收益． Xu等［22］ 则将此归结为如
何度量两个局中人彼此对对方收益的影响．
对任意 v∈ N 及 S N，记 S内局中人对 S

的平均边际贡献为 Δav ( S，v) ，即

Δav ( S，v) = 1
s∑j∈S
( v( S) － v( S \ j) )

则任意局中人 i∈ N在 v中的 Solidarity值分量为

soi ( v) = ∑
SN∶ i∈S

( n － s) ! ( s － 1) !
n! Δav ( S，v)

定理 3 对任意 v∈ N及 r∈{ 1，2，…，n － 1}

so( zr ) =
1

r + 1Sh( vr ) ( 7)

证明 对任意的 i∈ N
soi ( zr )

= ∑
SN∶ i∈S

( s－1) ! ( n－s) !
n!

1
s∑j∈S
( zr ( S) － zr ( S \j) )

= ∑
SN∶ i∈S，s = r

( r － 1) ! ( n － r) !
n! zr ( S) －

∑
SN∶ i∈S，s = r+1

r! ( n － r － 1) !
n!

∑ j∈S
zr ( S \j)

r + 1

1) 若 r = 1，则

soi ( zr ) =
n － 1
n Shi ( vr ) －

n － 1( )1
1
n

Shi ( vr )
2 + 1

n∑j∈N \i

Shj ( vr )
2

= 1
2 Shi ( vr )

2) 若 r ＞ 1，则
soi ( zr )

= n － 1
r －( )1 ( r － 1) ! ( n － r) !

n! ( n － 1) Shi ( vr ) +

∑
j∈N \i

n － 2
r －( )2 ( r－1) ! ( n－r) !n! ( n－1) Shj ( vr ) －

n － 1( )r
r! ( n－r－1) !

n!
r

r+1( n－1) Shi ( vr ) －

∑
j∈N \i

n － 2
r －( )1 r! ( n－r－1) !

n!
r

r+1( n－1) Shj ( vr )

= n － 1
n Shi ( vr ) +

r － 1
n ∑j∈N \i

Shj ( vr ) －

n － 1
n

r
r + 1Shi ( vr ) －∑

j∈N \i

r
n

r
r + 1Shj ( vr )

= 1
r + 1Shi ( vr )

综上所述，式( 7) 成立．
由定理 1及定理 3可得，对任意 v∈ N及 i，

j∈ N，都有
soi ( v) － soj ( v) =

∑
n－1

r =1

1
r + 1( Shi ( vr ) － Shj ( vr ) ) ( 8)

注 1 除 Solidarity值以外，兼顾效率和公平
的 TU对策值还有均分 Shapley值［5］及合意值［7］．
对任意 v∈ N 及 i∈ N，i在 v中的均分 Shapley
值分量为其均分值分量与 Shapley 值分量的凸组
合，即

EShi ( v) = α v( N)
n + ( 1 － α) Shi ( v)

i在 v 中的合意值分量为其均分剩余值分量与
Shapley值分量的凸组合，即

coi ( v) =α v( i) +
v( N) －∑

j∈N
v( j)( )n

+

( 1 － α) Shi ( v)
这里 α∈［0，1］，表示决策者在效率和公平间的取
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舍． van den Brink等［23］、Casajus和Huettner［24，25］都
给出了均分 Shapley值的公理化刻画，且 van den
Brink等［23］ 还给出了该值的一个招投标机制实
现． 均分 Shapley值与合意值都满足匿名性及线
性性． 任取 j∈ N，
EShi ( v) －EShj ( v) = ( 1 － α) Shi ( v) － Shj ( v( ))

= ( 1－α)∑
n－1

r =1
( Shi ( vr ) －Shj ( vr ) )

( 9)
coi ( v) － coj ( v) = α( v( i) － v( j) ) + ( 1 － α) ×

( Shi ( v) － Shj ( v) )
= α( v( i) － v( j) ) + ( 1 － α) ×

∑
n－1

r =1
( Shi ( vr ) － Shj ( vr ) ) ( 10)

注2 Hernandez-Lamoneda和Sanchez-Sanchez［18］

提出，如果 N 上满足线性性及匿名性的值 f满足对
任意 v∈ N及 i∈N，都存在m0，m1，…，mn－1 ∈ＲＲ，

使得

fi ( v) = ∑
SN \ i

ms ( v( S∪ i) － v( S) ) ( 11)

则对任意 r∈ { 1，2，…，n － 1} ，

f( zr ) = ( n － 1)
n － 2
r －( )1 ( mr－1 + mr ) Sh( vr )

由于 Solidarity 值无法写成式 ( 9) 的形式
( 否则其可视为一种基于效率的值，而非效率优

先兼顾公平) ，因而 Hernandez-Lamoneda 和
Sanchez-Sanchez［18］的结论无法处理 Solidarity值．
2． 3 广义 Solidarity值分量差显式解析表达式

Kamijo和 Kongo［21］ 同时刻画了 Shapley 值、
Solidarity值及均分值，指出在同时满足有效性、
线性性及匿名性的 TU 对策值中，它们依次是唯
一满足无效局中人无关性、拟比例局中人无关性
及比例局中人无关性的值． 受此启发，Casajus和
Huettner［8］提出了 ξ －局中人，无效局中人、拟比
例局中人及比例局中人都是其特例． 只有当 ξ 可
容许时，即满足

ξl ∈ ＲＲ \ { － 1 / q | q∈ }

ξl =
lξ1

( l － 1) ξ1 + 1，l = 0，1，2，…，{ n

时，才存在 N 上的值 soξ 同时满足有效性及 ξ －
局中人无关性②． 进一步，对任意可容许的 ξ，soξ

是 N 上唯一同时满足有效性、线性性、匿名性及
ξ －局中人无关性的值． 对任意 v∈ N及 i∈ N，
soξ ( v) 对应于 i的分量如下:

soξi ( v) = ξn
v( N)
n +∑

SN \i

s! ( n － s － 1) !
n! ×

( ( 1 － ξs+1) v( S∪ i) － ( 1 － ξs ) v( S) )

特殊地，当0≤ ξ1≤1时，称 soξ为广义 Solidarity

值． 本节提到的 soξ 均指广义 Solidarity 值． 容易
验证当 ξ1 = 0，1 /2，1 时，soξ 依次退化为 Shapley
值、Solidarity值及均分值．
定理4 对任意 v∈ N及 r∈{ 1，2，…，n － 1} ，

soξ ( zr ) =
1 － ξ1
( r － 1) ξ1 + 1Sh( vr ) ( 12)

证明 对任意 i∈ N，

soξi ( zr ) = ξn
zr ( N)
n +∑

SN \i

s! ( n － s － 1) !
n! ×

( ( 1－ξs+1) zr ( S∪ i) －( 1－ξs ) zr ( S) )

= ∑
SN \i

s! ( n － s － 1) !
n! ×

( ( 1－ξs+1) zr ( S∪ i) －( 1 － ξs ) zr ( S) )

= ∑
SN \i∶ s = r－1

( r－1) ! ( n－r) !
n! ( 1－ξr ) zr ( S∪ i) －

∑
SN \i∶ s = r

r! ( n － r － 1) !
n! ( 1 － ξr ) zr ( S)

1) 若 r = 1，则

soξi ( zr ) =
n － 1
n ( 1 － ξ1) Shi ( vr ) －

1
n ( 1 － ξ1)∑

j∈N \i
Shj ( vr )

= ( 1 － ξ1) Shi ( vr )
2) 若 r ＞ 1，则

soξi ( zr ) =
n － 1
r －( )1 ( r － 1) ! ( n － r) !

n! ( 1 － ξr ) ×

( n － 1) Shi ( vr ) +∑
j∈N \i

n － 2
r －( )2 ×

( r－1) ! ( n－r) !
n! ( 1－ξr ) ( n－1) Shj ( vr ) －

∑
j∈N \i

n － 2
r －( )1 r! ( n － r － 1) !

n! ×
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( 1 － ξr ) ( n － 1) Shj ( vr )

= n － 1
n ( 1 － ξr ) Shi ( vr ) +

r － 1
n ( 1 － ξr )∑

j∈N \i
Shj ( vr ) －

∑
j∈N \i

r
n ( 1 － ξr ) Shj ( vr )

= n － 1
n － r － 1

n + r( )n
( 1 － ξr ) Shi ( vr )

=
1 － ξ1
( r － 1) ξ1 + 1Shi ( vr )

综上所述，式( 12) 成立．

容易验证当 ξ1 = 0，1 /2 时，定理 4 依次退化
为定理 2 及定理 3．

由定理 1 及定理 4可得，对任意 v∈ N 及 i，
j∈ N，都有

soξi ( v) －soξj ( v) =∑
n－1

r =1

1 － ξ1
( r － 1) ξ1 + 1 ×

( Shi ( vr ) － Shj ( vr ) ) ( 13)
2． 4 贴现 Shapley值分量差显式解析表达式
除了均分 Shapley 值以外，Joosten［5］ 还给出

了 Shapley值的另一个满足线性性及匿名性的变
种: 贴现 Shapley值．具体地，对任意 v∈ N及 i∈
N，i在 v中的贴现 Shapley值分量如下:

Shδi ( v) = ∑
SN \i

s! ( n － s － 1) !
n! δn－s－1 ×

( v( S∪ i) － δv( S) )
这里 δ∈［0，1］，表示贴现因子．特殊地，当 δ = 0，
1时，Shδ依次退化为均分值和 Shapley值． van den
Brink和 Funaki［26］ 给出了贴现 Shapley值的一个
公理 化 刻 画 及 招 投 标 机 制 实 现，Calvo 和
Gutiérrez-López［27］ 和 Kawamori［28］则给出了该值
的其它方式实现．

定理5 对任意 v∈ N及 r∈{ 1，2，…，n － 1} ，

Shδ ( zr ) = δn－rSh( vr ) ( 14)
证明 对任意 i∈ N，

Shδi ( zr ) = ∑
SN \i

s! ( n － s － 1) !
n! δn－s－1( zr ( S∪ i) －

δ zr ( S) )

= ∑
SN \i∶ s = r－1

( r－1) ! ( n－r) !
n! δn－r zr ( S∪ i) －

∑
SN \i∶ s = r

r! ( n － r － 1) !
n! δn－r zr ( S)

1) 若 r = 1，则

Shδi ( zr ) =
n － 1
n δn－1Shi ( vr ) －

1
n δ

n－1∑
j∈N \i

Shj ( vr )

= δn－1Shi ( vr )
2) 若 r ＞ 1，则

Shδi ( zr ) =
n － 1
r －( )1 ( r － 1) ! ( n － r) !

n! δn－r ×

( n － 1) Shi ( vr ) +∑
j∈N \i

n － 2
r －( )2 ×

( r － 1) ! ( n － r) !
n! δn－r ( n － 1) Shj ( vr ) －

∑
j∈N \i

n － 2
r －( )1 r! ( n － r － 1) !

n! ×

δn－r ( n － 1) Shj ( vr )

= n－1
n δn－rShi ( vr ) +

r－1
n δn－r∑

j∈N \i
Shj ( vr ) －

∑
j∈N \i

r
n δ

n－rShj ( vr )

= n － 1
n － r － 1

n + r( )n
δn－rShi ( vr )

= δn－rShi ( vr )
综上所述，式( 14) 成立．
容易验证当 δ = 1时，定理5即退化为定理2．

由定理 1 及定理 5可得，对任意 v∈ N 及 i，
j∈ N，都有

Shδi ( v) －Shδj ( v) =∑
n－1

r =1
δn－r ( Shi ( vr ) －Shj ( vr ) )

( 15)
2． 5 Banzhaf值与最小二乘预核仁分量差显式
解析表达式

Shapley 值应用到投票表决情境时称为
Shapley-Shubik权力指数［29］． 作为 Shapley-Shubik

权力指数的一个替代，Banzhaf［30］ 在 1965 年引入了
Banzhaf权力指数． 随后，Owen［3］将 Banzhaf权力指
数扩展到了 TU 对策，此时 Banzhaf 权力指数称为
Banzhaf 值．对任意 v∈ N及 i∈N，局中人 i在 v中
的 Banzhaf值分量为

Bai ( v) =
1

2n－1∑
SN \ i
( v( S∪ i) － v( S) )
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Banzhaf值满足线性性及匿名性，但不满足有
效性［31］，而 最 小 二 乘 预 核 仁 ( least square
prenucleolus) 不仅满足这三条性质［6］，还能保持
Banzhaf值的分量差［6，18］．对任意 v∈ N及 i∈N，
局中人 i在 v中的最小二乘预核仁分量为

LSPNi ( v) =
v( N)
n + 1

n2n－2 ∑
SN∶ iS
( n － s) ×

( v( S∪ i) － v( S) )
所谓保持分量差，是指存在映射 k ∶ N→ＲＲ，使得
对任意 v∈ N 及 i∈ N，都有

LSPNi ( v) － Bai ( v) = k( v)

定理6 对任意 v∈ N及 r∈{ 1，2，…，n － 1} ，

Ba( zr ) =
r

2n－2
n － 1( )r

Sh( vr ) ( 16)

证明 对任意 i∈ N，

Bai ( zr ) =∑
SN \i

1
2n－1 ( zr ( S∪ i) － zr ( S) )

= 1
2n－1 ∑

SN \i∶ s = r－1
zr ( S∪ i) －

1
2n－1 ∑

SN \i∶ s = r
zr ( S)

1) 若 r = 1，则

Bai ( zr ) =
n － 1
2n－1 Shi ( vr ) －

n － 1
2n－1 ∑

j∈N \i
Shj ( vr )

= n － 1
2n－2 Shi ( vr )

2) 若 r ＞ 1，则

Bai ( zr ) =
n － 1
r －( )1 n － 1

2n－1 Shi ( vr ) +

∑
j∈N \i

n － 2
r －( )2 n － 1

2n－1 Shj ( vr ) －

n － 2
r －( )1 n － 1

2n－1 ∑
j∈N \i

Shj ( vr )

= n － 1
2n－1

n － 1
r －( )1 － n － 2

r －( )2 + n － 2
r －( )( )1

×

Shi ( vr )

= r
2n－2

n － 1( )r
Shi ( vr )

综上所述，式( 16) 成立．
由定理 1 及定理 6可得，对任意 v∈ N 及 i，

j∈ N，都有
Bai ( v) － Baj ( v) = LSPNi ( v) － LSPNj ( v)

= 1
2n－2∑

n－1

r =1
r n － 1( )r
( Shi ( vr ) － Shj ( vr ) ) ( 17)

3 简化算法及其与传统算法比较分析

3． 1 简化算法
第 2 节给出了常见满足线性性及匿名性 TU

对策值分量差的显式解析表达式，当在需要同时

计算出某个 TU对策的多个满足线性性及匿名性
的值时，调用这些表达式将极大的减少工作量．
算法1 令 f是 N上满足线性性及匿名性的

值．任取 v∈ N，f( v) 可用如下过程计算:
1) 计算 Sh( vr ) ，r∈ { 1，2，…，n － 1} ;
2) 计算分量差，即任取 i∈N，计算 fj ( v) ( j∈

N \ i) 与 fi ( v) 的差 dji ．特殊地，
2a) Shapley值分量差用式( 6) 来计算;
2b) Solidarity值分量差用式( 8) 计算;
2c) 均分 Shapley值分量差用式( 9) 计算;
2d) 合意值分量差用式( 10) 计算;
2e) 广义 Solidarity值分量差用式( 13) 计算;
2f) 贴现 Shapley值分量差用式( 15) 计算;
2g) Banzhaf值或最小二乘预核仁分量差用式
( 17) 计算;

3) 计算 f( v) :
3a) 若待求值满足有效性，则利用有效性及
步骤 2) 的结果完成计算，即通过解线性方程组

∑
j∈N

fj ( v) = v( N) ;

fj ( v) － fi ( v) = dji，j∈ N \{ i

来得到 f( v) ．
3b) 若待求值不满足有效性，则
3bi) 任取 i∈ N，利用定义计算 fi ( v) ;
3bii) 对任意 j∈ N \ i，fj ( v) = fi ( v) + dji ．

3． 2 数值算例
现假设有若干家企业建立了长期合作关系，

为了更好更快地分配合作收益或分摊合作成本，

需要同时快速地计算出一类值，以便让每家企业

的决策者定量地了解选择不同分配方法的后果，

从而做出最终决策．现实生活中这样的情境普遍存
在，例如共同建造污水处理设备、空气净化设备、员
工娱乐场所等等，这些情境都可以用 TU 对策来建
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模．下面以 3家企业，N = { 1，2，3} ，共同建立污水处
理设备为例来说明本文所提算法的计算过程．
例 1 假设 N中的局中人最终建立的 TU对

策 v∈ N 如下:

v( 1) =3，v( 2) =v( 3) =4，v( 1，2) = v( 1，3) = 5，
v( 2，3) = 6，v( 1，2，3) = 7
下面将利用算法 1依次求出 v的 Shapley值、

Solidarity值、广义 Solidarity值、贴现 Shapley值、
Banzhaf值及最小二乘预核仁．
为此，下面先求 Sh( vr ) ． 当 r = 1 时，
v1 ( 1) = 3 v1 ( 2) = v1 ( 3) = 4
v1 ( 1，2) = v1 ( 1，3) = v1 ( 2，3) = v1 ( 1，2，3) =0

于是由式( 1) ，Sh( v1 ) = ( － 1 /3，1 /6，1 /6) ． 同
理，Sh( v2 ) = ( － 1 /3，1 /6，1 /6) ．
于是，由式( 6)
Sh2 ( v) － Sh1 ( v) = Sh3 ( v) － Sh1 ( v) = 1

而 Shapley值满足有效性，即
Sh1 ( v) + Sh2 ( v) + Sh3 ( v) = 7

联立本段的三式可得 Sh( v) = ( 5 /3，8 /3，8 /3) ．
由式( 8)
so2 ( v) － so1 ( v) = so3 ( v) － so1 ( v) = 5 /12

由有效性，so( v) = ( 37 /18，89 /36，89 /36)
由式( 13)
soξ2( v) － soξ1( v) = soξ3( v) － soξ1( v)

= ( 2 － ξ21 － ξ1) /2( 1 + ξ1)
由有效性即可求出

soξ ( v) = ξ21 + 8ξ1 + 5
3( ξ1 + 1) ，

－ ξ21 + 13ξ1 + 16
6( ξ1 + 1)( ，

－ ξ21 + 13ξ1 + 16
6( ξ1 + 1 ))

当 ξ1 = 0时，soξ ( v) = ( 5 /3，8 /3，8 /3) = Sh( v) ;
当 ξ1 = 1 /2 时，

soξ ( v) = ( 37 /18，89 /36，89 /36) = so( v) ;
当 ξ1 = 1 时，soξ ( v) = ( 7 /3，7 /3，7 /3) ，即均
分值．
由式( 15)
Shδ2 ( v) － Shδ1 ( v) = Shδ3 ( v) － Shδ1 ( v)

= δ2 /2 + δ /2
由贴现 Shapley值的定义

Shδ1 ( v) = － δ2 /3 － δ /3 + 7 /3
从而

Shδ2 ( v) = Shδ3 ( v) = δ2 /6 + δ /6 + 7 /3

特殊地，当 δ = 0 时，Shδ ( v) = ( 7 /3，7 /3，7 /3) ，
即均分值; 当 δ = 1 时，Shδ ( v) = ( 5 /3，8 /3，
8 /3) ，即 Shapley值．
由式( 17)
Ba2 ( v) － Ba1 ( v) = Ba3 ( v) － Ba1 ( v) = 1
由 Banzhaf 值的定义，Ba1 ( v) = 3 /2． 从而，

Ba( v) = ( 3 /2，5 /2，5 /2) ． 由于最小二乘预核仁
保持 Banzhaf 值的分量差，且满足有效性，故而
LSPN( v) = ( 5 /3，8 /3，8 /3) = Sh( v) ．
3． 3 简化算法与传统算法比较分析
为了详细说明本文算法的优越性，下面将本

文算法与传统算法进行比较分析．
1) 对任意 v∈ N，都有

v = v1 + v2 + … + vn
从而由线性性，

Sh( v) = Sh( v1 ) + Sh( v2 ) + … + Sh( vn )
于是，计算出所需的 Sh( vr ) ( r ∈ { 1，2，…，n －
1} ) 的时间复杂度等价于计算出 Sh( v) 的时间复
杂度．

2) 利用本文算法计算 Solidarity值，需要做两
次循环，一次关于局中人( i∈ N) ，一次关于 r ∈
{ 1，…，n － 1} ，因而时间复杂度为 O( n2 ) ; 利用传

统算法计算 Solidarity 值，需要做三次循环，一次
关于局中人( i∈N) ，一次关于包含局中人的联盟
( SN ∶ i∈ S) ，一次关于各联盟的内部的局中人
( j∈ S) ，因而时间复杂度为 O( n2n－1 ) ．

3) 同 Solidarity 值，利用本文算法计算广义
Solidarity值的时间复杂度为 O( n2 ) ; 采用定义计

算广义 Solidarity值的时间复杂度为 O( n2n－1 ) ．
4) 利用本文算法计算贴现 Shapley值的时间
复杂度为O( n2 ) ; 采用定义计算贴现 Shapley值需
要做两次循环，一次关于局中人( i ∈ N) ，一次关
于不包含 i 的联盟( S  N \ i) ，因而时间复杂度
为 O( n2n－1 ) ．

5) 利用本文算法计算最小二乘预核仁的时
间复杂度为 O( n2 ) ; 采用定义计算最小二乘预核

仁需要做两次循环，一次关于局中人( i ∈ N) ，一
次关于不包含 i的联盟( S N \ i) ，因而时间复杂
度为 O( n2n－1 ) ．

6) 利用本文算法计算 Banzhaf值的时间复杂
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度为O( n2 ) ; 采用定义计算Banzhaf值需要做两次
循环，一次关于局中人( i∈N) ，一次关于不包含
i 的 联 盟 ( S  N \ i) ， 因 而 时 间 复 杂 度
为 O( n2n－1 ) ．

通过以上分析可以发现，在同时计算多个满

足线性性及匿名性的TU对策值时，从第二个值开
始，简化算法可以将时间复杂度从 O( n2n－1 ) 降低

到 O( n2 ) ，从而显著提高了计算效率．
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A component differences based simplified algorithm for linear and anony-
mous values of cooperative games

HU Xun-feng1，LI Deng-feng1，LIU Jia-cai1，2，ZHANG Qing1，3

1． School of Economics and Management，Fuzhou University，Fuzhou 350108，China;
2． School of Traffic and Civil Engineering，Fujian Agriculture and Forestry University，Fuzhou 350002，China;
3． School of Mathematics and Statistics，Hainan Normal University，Haikou 571158，China

Abstract: By giving explicit analytic expressions for the component differences of the Shapley value，egalitari-
an Shapley value，discounted Shapley value，Solidarity value，generalized Solidarity value，consensus value，
Banzhaf value，and least square prenucleolus，this paper proposes a simplified algorithm for simultaneous cal-
culation of these linear and anonymous values of transferable utility cooperative games． Specially，the algo-
rithm is also suitable for calculating more than one of them． So as to illustrate the computational process and
the advantages of the algorithm，a numerical example，as well as comparison between the simplified and tradi-
tional algorithms，is provided． Ｒesults show that the simplified algorithm can decrease the time complexity of
calculating more than one values contemporaneously．
Key words: cooperative game; linearity; anonymity; value; algorithm
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