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摘要: 传统的 DEA 模型假设观测样本的投入产出都是确定型数据，这使得 DEA 在实际应用

中受到限制，本文提出的基于拟似然估计的多投入多产出随机非参数包络数据( PLE-StoNED)

方法拓展了这个假设，能够估计随机环境下的生产前沿面． 本文证明，生产可能集假设条件下

的前沿面可以用一个有凹凸性和单调性限制的函数来表示． 相较之前的 StoNED 方法，本文提

出的方法可以估计随机环境下多投入多产出决策单元( DMU) 的前沿面． 通过 Monte Carlo 实

验，多投入多产出 PLE-StoNED 方法的有效性得到验证，它可纠正 DEA 等传统方法产生的偏

误． 最后，实证研究部分运用这一新提出的方法估计了中国大陆商业银行的生产前沿面和效

率． 本文提出的方法弥补了 DEA 缺乏统计性的不足，可为决策者在随机环境下对多投入多产

出决策单元进行生产力和效率评估提供决策参考．
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0 引 言

数据包络分析 ( DEA) 是一种对多投入多产

出型实体进行生产力和效率评估的非参数方法．
DEA 的概念最早是由 Charnes 等［1］提出来的，而

评估投入产出类型相似企业相对效率的框架则是

由 Farrell 最早搭建［2］． 基于凸性和单调性假设，构

建观测样本点的包络前沿面，并将这些观测点投影

到所构建的前沿面，而后通过测算观测点同前沿面

的相对距离来衡量观测点的表现，是 DEA 及其拓展

的核心思想． 经过三十几年的发展，DEA 及其拓展模

型［3，4，5］已经被广泛应用到技术创新效率评估［6，7］、
学术期刊评估［8］、电子商务［9］、产能利用率［10］和

银行效率评估［11］等领域． 然而，DEA 受到质疑的

一点是，正如 Schmidt 所述［12］，DEA 缺乏统计特

性，噪音或者随机错误在模型中被忽略． 为了回应

Schmidt，Banker 通过极大似然估计将 DEA 联系

到对一个单调递增凹函数的非参数估计，还证明

DEA 估计具有一致性［13］． 然而，Banker 依然没有

在估计中引入随机噪音，而是将观测点与前沿面之

间的残差全部归入了非有效部分，这导致了 DEA 估

计的向上偏误． Allon 等［14］同样通过极大似然估计对

凹函数进行估计，但仍然没有将随机错误考虑进来．
Banker 和 Maindiratta［15］同时考虑了非有效部分和随

机错误，但需要求解一个非线性非凸规划． 本文在

Banker 和 Maindiratta 模型的基础之上，将非有效部

分和随机错误都集中在一个指标，建立基于拟似然

估计的易于求解的多投入多产出随机非参数包络数
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据( PLE-StoNED) 方法．
随机非参数数据包络( StoNED) 方法是 Kuos-

manen 等提出的一种前沿面估计方法［16，17，18］，它

是 DEA 与随机前沿面分析( SFA) 的结合． StoNED 与

DEA 相比，两者均是非参数方法，优势是 StoNED 具

有统计性． StoNED 与 SFA 相比，两者均考虑了随机

因素对前沿面的影响，优势则是不需要像后者一样

需要假定特定的函数形式． StoNED 方法在第一步需

要运用一个最小二乘法估计，第二步将得到的综合

误差项分解到非有效部分和随机错误． 而第二步的

分解方法又有三种，分别是: 矩估计，拟似然估计和

非参数核密度估计［18］． 其中，矩估计方法在利用第

二、三阶矩进行代换的时候可能会出现估计出的方

差为负值的情况［16］; 拟似然估计方法需要预先假设

随机错误服从正态分布，非有效部分服从半正态分

布，其优势是估计具有一致性并且不会产生类似矩

估计的奇异结果; 非参数核密度估计方法不需要预

先假设非有效部分和随机错误的分布形式，然而正

如 Hall 和 Simar 所述［19］，它不适用于随机错误的方

差相对较大的情况，并且当随机错误的方差不趋近

于零时，该估计不具有一致性． 基于三种分解方法的

优劣性，本文选取拟似然估计方法来分解最小二乘

估计所估计出的综合误差，其原因有: 1) 本文的研究

目的是提出随机环境下的多投入多产出前沿面估

计，在随机前沿面分析的文献中，非有效部分服从半

正态分布和随机错误服从正态分布是经典而普遍的

假设［20，21］; 2) Hall 和 Simar［19］所讨论的非参数核密

度估计方法可以估计出非有效部分的整体期望，但

在估计每个样本的非有效部分时，仍然需要分别预

先假定非有效部分和随机错误的分布形式; 3) 在实

际应用中，随着样本量的增大，随机错误的方差往往

不趋于零．
传统 DEA 模型通常需要假设所有的投入产

出都是确定型的数据． 指标中的一部分包含非有

效部分，如果这部分指标是产出，则模型为产出导

向型，如果这部分数据是投入，则模型为投入导向

型． 对于一组特定的观测样本，DEA 的最小包络

前沿面是确定的，只需将包含非有效部分的数据

投影到前沿面，便可得到效率值． 值得注意的是，

对于多个指标含有非有效部分的情况，投影方向

的不同，也会带来最后求得的效率值的变化． 考虑

到计算的可处理性，本文假设有一个指标同时存

在非有效部分和随机错误，其他指标则两者都不

存在． 跟随 Aigner 等［20］和 Jondrow 等［21］，假设非

有效部分服从半正态分布，随机错误则服从正态

分布，便可建立 PLE-StoNED 模型．

1 多投入多产出生产前沿面

考虑一个生产过程，将 m 个投入 x ∈ Ｒm
+ 转化

成 s 个产出 y∈Ｒs
+ ，可以得到一个生产可能集: T =

{ ( x，y)│投入 x≥ 0 可能生产出 y≥ 0} ．
假设 n 个观测生产单元都拥有类似的生产过

程，其投入产出分别为 ( xj，yj ) j = 1，…，n ． 那么

由 ( xj，yj ) 组成的集合 T = { ( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ，

…，( xn，yn ) } 被称为参考集，其中 xj = ( x1j，x2j，

…，xmj ) ，yj = ( y1j，y2j，…，ysj ) ． Shephard［22］ 和

Banker 等［23］将下面四个公理性假设引入到生产

可能集．
假设 1 生产可能集 T 是一个凸集． 对于集

合 T 中任意两点 ( x，y) 与 ( x～ ，y～ ) ，给定一个 λ∈
［0，1］，有 λ* ( x，y) + ( 1 － λ) ( x～ ，y～ ) ∈ T ．

假设 2 非有效性． 如果 ( x，y) ∈T 且 x～≥ x，

那么( x～ ，y) ∈ T ; 如果 ( x，y) ∈ T 且 y～ ≤ y ，那么

( x，y～ ) ∈ T ．
假设 3 锥性． 如果 ( x，y) ∈ T ，那么对于任

意的 k≥ 0 ，有 k* ( x，y) ∈ T ．

假设 4 最小性． 设定 ( xj，yj ) ∈ T
～
j = 1，

…，n ，T 是所以满足上诉假设 1、假设 2、假设 3

的集合 T
～

的交集．
只满足假设 1、假设 2、假设 4 的集合是规模

收益不变生产可能集，其可被公式化为

T = ( x，y) ∑
n

j = 1
λ j xj ≤ x，∑

n

j = 1
λ j yj ≥{ }y

而满足所有上述四个假设的集合则是规模收

益可变生产可能集，其可以表述为

T = ( x，y) ∑
n

j =1
λj xj≤x，∑

n

j =1
λj yj≥y，∑

n

j =1
λj ={ }1

在观测样本确定的情况下，由于假设 4 的存

在，基于样本建立起来的生产可能集是唯一的，包

络生产可能集的最小前沿面也是确定的． 另一方
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面，由于观测样本大小是有限的，假设 4 也导致了

前沿面的向内偏误［24］．
设定观测样本 xj = ( x1j，x2j，…，xmj ) 和 yj =

( y1j，y2j，…，ysj ) 中某个投入或者产出指标中包含

随机错误并将这个随机的指标标记为 ξ j ． 为方便

编辑，下文将 ξ j 之外的投入产出重新标记为 xj 和

yj ，观测样本数据的数学表达重新编辑为 ( xj，yj，

ξ j ) j = 1，…，n．

引入表达式 ξ j = ξ̂ j + ε j，j = 1，…，n ，其中

ξ̂ j 表示前沿面上的真实值，ε j 表示观测点与真实

值之间的偏差． 引入 uj 与 vj 分别表示非有效部分

和噪音，观测值与真实值之间偏差的数学表达式

ε j = vj ± uj ． 其中 uj≥0 ，vj ～ N( 0，σ2
v ) ，j = 1，

…，n ． 当 ξ j 表示一个投入时，ε j = vj + uj ． 反之，

当 ξ j 表示一个产出时，ε j = vj － uj ．
正如前面所述，ξ j 作为一个带有随机错误和

非有效部分的投入或者产出，其真实值 ξ̂ j 是在生

产可能集 T 的前沿面上． 因此，如果 ξ̂ j 是一个产

出，T 的前沿面模型可以表示为

ξ̂k = max
λ1，…，λn
∑

n

j =1
λj ξ̂j

∑
n

j =1
λj yj ≥ yk

∑
n

j =1
λj xj ≤ xk

∑
n

j =1
λj = 1

λj ≥ 0，j = 1，…，





























n

( 1)

其中 ξk = ξ̂k + εk ，k 表示第 k 个样本观测点． 如果

ξ̂ j 是一个投入，其前沿面模型为

ξ̂k = min
λ1，…，λn
∑

n

j =1
λj ξ̂j

∑
n

j =1
λj yj ≥ yk

∑
n

j =1
λj xj ≤ xk

∑
n

j =1
λj = 1

λj ≥ 0，j = 1，…，





























n

( 2)

其中 ξk = ξ̂k － εk ．
定理 1 定义一个凹函数 g1 ( x，y) ，且 g1 随

着 x 单调不减，随着 y 单调不增，那么模型 ( 1 )

等于

ξk = g1 ( xk，yk ) + εk，k = 1，…，n ( 3)

定义一个凸函数 g2 ( x，y) ，且 g1 随着 x 单调不

增，随着 y 单调不减，那么模型( 2) 等于

ξk = g1 ( xk，yk ) － εk，k = 1，…，n ( 4)

定理 1 的证明见附录．
模型( 1) 的对偶模型为

ξ̂k = min
αk，β'k，γ'k，

αk + β'
k xk － γ'

k yk

s． t． αk + β'
k xj － γ'

k yj ≥ ξ̂ j
βk，γk ≥ 0

j = 1，…，n

( 5)

与之对应，模型( 2) 的对偶模型为

ξ̂k = max
αk，β'k，γ' k，

αk + β'
k xk － γ'

k yk

s． t． αk + β'
k xj － γ'

k yj ≤ ξ̂ j
βk，γk ≥ 0

j = 1，…，n

( 6)

令 ξ̂k = αk + β'
k xk － γ'

k yk，并且将模型( 5) 的

不等式约束条件的左右两边同时减去 ξ̂k ． 可得

β'
k ( xj － xk ) － γ'

k ( yj － yk ) ≥ ξ̂ j － ξ̂k ( 7)

同理，通过类似的代换可得模型 ( 6 ) 相当于

不等式

β'
k ( xj － xk ) － γ'

k ( yj － yk ) ≤ ξ̂ j － ξ̂k ( 8)

2 多投入多产出 PLE-StoNED 估计

方法

上文假设对于任意样本观测点 j，其通过 ( ξ j，
0，0) 方向投影到前沿面之间的误差项 ε j 不仅包

含了非有效部分，还存在随机错误． 因此，对于一

组观测样本，倘若直接通过 DEA 估计前沿面，会

导致偏误［24］． 下面设定 ξ j 为一个产出，并以此为

例阐述多投入多产出 PLE-StoNED 估计方法． ε j

中非有效部分和噪音部分的分布在随机前沿面分

析的文献中被广泛地讨论，常见的假设是 ε j 为一

个正态分布随机量与一个半正态分布随机量之

和［20，21］． 在此假设下，Aigner 等［20］对 ε j 的分布做

了阐述，概率密度函数为
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f( ε) = 2
σ
f* ( ε

σ
) ［1－F* ( ερσ－1) ］，

ε∈［－ ∞，+ ∞］ ( 9)

其中 σ2 = σ2
u + σ2

v 、ρ =
σu

σv
，σu 是 u 的方差，而

f* 和 F* 则分别是标准正态分布的概率密度函数

和累积分布函数． 由式( 9 ) 可以求得 ε 的期望和

方差分别可表示为

E( ε) = E( v － u) = E( v) － E( u)

= － E( u) = －槡2

槡π
σu

( 10)

Var( ε) = Var( v) + Var( u)

= ( π － 2
π

) σu + σv ( 11)

在上述假设下，多投入多产出前沿面可以被

估计，其具体估计步骤如下:

步骤 1 求解下面的最小二乘法模型

min
β，γ，λ，σ2，ξ!

∑
n

k = 1
( ξ̂k － ξk )

2

s． t． β'
k ( xj －xk ) －γ

'
k ( yj －yk )≥ξ!j － ξ!k，k≠ j

βk，γk ≥ 0，k = 1，…，n ( 12)

根据前面的讨论，可知生产前沿面可以被一

个单调递增的凹函数表示，即 ξk = g1 ( xk，yk ) +
εk，k = 1，…，n． 由于 E( εk ) = E( － uk + vk ) =
－ u≤0，模型( 12 ) 的求解将会带来生产前沿面

的向下偏误． 因此，将模型做下面的变换．
ξk = g1( xk，yk ) + εk

= g1( xk，yk ) － u + u － uk + vk，k = 1，…，n
令

g'
1 ( xk，yk ) = g1 ( xk，yk ) － u
ε'
k = u － uk + vk，k = 1，…，n

可知 g'
1 可以运用模型( 12) 来估计．

步骤 2 运用 PLE 估计 σ̂u 和 σ̂v ． 上一步可

得误差项的估计值 ε̂'
k ，根据 PLE 方法，最大化下

面的似然函数．

ln L( ρ) = n ln 1
σ
+∑

n

k = 1
ln［1 －F* (

εkρ
σ

) ］－

1
2σ2∑

n

k = 1
ε2
k ( 13)

其 中 σ =
∑

n

k = 1
ε̂'2
k

n 1 － 2ρ2

π( 1 + ρ2( )槡 )

，εk = ε̂'
k －

槡2 ρσ
π( 1 +ρ2槡 )

． 求解模型( 13) ，可得估计值 σ̂ 和 ρ̂ ，

并以此获得 σ̂u 和 σ̂v 的估计值，σ̂u = ρ̂σ̂
1 + ρ̂槡 2

，

σ̂v =
σ̂

1 + ρ̂槡 2
． 生产前沿面的估计为 ξ̂^ k = ĝ'

1 ( xk，

yk ) + û ，其中 û = 2
槡π σ̂u ．

步骤 3 非有效部分的估计． 根据 Jondrow

等［21］提 出 的 方 法，uk 的 条 件 期 望 可 被 计 算 为

E( ûk ε̂k ) = σ̂ρ̂
1 + ρ̂2

f* ε̂k ρ̂
σ( )^

1 － F* ε̂k ρ̂
σ( )^

－
ε̂k ρ̂
σ













^ ．

步骤 4 将非有效部分转化为效率值． 上述

第三步得出的结果是非有效部分的条件期望值，

通过下面的模型( 14 ) ，E( ûk ε̂k ) 可被转化为距

离函数形式的效率值．

min
β'
k xk + αk

γ'
k yk + τk ( ξ̂

^
k － E( ûk ε̂k ) )

s． t．
β'
k xj + αk

γ'
k yj + τk ξ̂

^
j

≥ 1，j

βk，γk，τk ≥ 0

( 14)

通过 Charnes-Cooper 变换，模型 ( 14 ) 可被线

性化为下面的模型．

min β'
k xk + αk

s． t． γ'
y j + τk ( ξ̂

^
k － E( ûk ε̂k ) ) = 1

β'
k xj + αk ≥ γ'

k yj + τk ξ̂
^
j，j

βk，wk，τk ≥ 0

( 15)

下面 的 图 1 描 述 了 这 一 转 化 过 程，图 中

CDEF 表示在投入同水平下产出 ( ξ̂，y1 ) 的前沿

面． A 是一样本观测点，A1 为其在前沿面上的投

影，E( ûA εA ) 为其非有效部分的条件期望估计

值，E( v̂A εA) 为随机部分的条件期望估计值． ξ̂̂k －

E( ûk ε̂k ) 将投影点 A1 拉回到 A2，模型( 14) 则将

A2 重新投影到前沿面上的 A3．

—35—第 11 期 谢建辉等: 随机环境下的多投入多产出生产前沿面估计



图 1 非有效部分与比率效率之间的转化

Fig． 1 Transformation between inefficient part and ratio efficiency

3 Monte Carlo 模拟

本节通过两个 Monte Carlo 实验作为对比来

考察上文提出的估计模型． 实验 1 的数据产生过

程为 ξk = x槡 k － uk + vk ( Model 1) ，其中，xk 服从

［1，10］的均匀分布，uk 服从标准差为 σu 的半正

态分布，vk 服从期望为 0，标准差为 σv 的正态分

布． 数据集产生之后，通过 PLE-StoNED 计算参数

的估计值，并且通过均方误差 ( Mean Squared Er-
rors，Mse) 和估计值与实际值之间的偏误( Bias)

两个指标来考察估计的表现． 以参数 σ2 的估计为

例，Mse 和 Bias 的定义可以表示如下:

Mseσ2 = 1
M∑

M

i = 1
( σ̂2

i － σ2 ) 2

Biasσ2 = 1
M ∑

M

i = 1
σ̂2( )i － σ2

其中 σ2 为综合误差项方差的真实值，i 表示第 i
次重复实验，σ̂2

i 为第 i 次重复实验方差的估计

值，M 为重复次数． 跟随 Fan 等［25］，分别考虑三组

综合误差和标准差比值组合，即( σ2 = 1． 88，ρ =
1． 66) ，( σ2 = 1． 88，ρ = 1． 66) ，( σ2 = 1． 88，ρ =

1． 66) ，来产生非有效部分和随机错误的标准差

( σu ，σv ) ． 而后通过 Model 1 可产生相应的 3 组

数据集，其样本大小如表中所示分别是 n = 100 和

n = 300，重复次数为 100 次． 通过 PLE-StoNED 估

计得出的结果在表 1 和表 2 中． 表中的 Value 指

的是各项指标的估计值，Mse 是均方误差，Bias 则

是估计值与实际值之间的偏误．

图 2 三种估计的对比

Fig． 2 Comparison among three estimators

PLE-StoNED 方法在第二步中的拟似然估计

中则需要求解一个非线性无约束似然函数． Fan
等［25］提出了基于似然函数对 ρ 的微分的搜索算法

来求解模型，并验证了其可靠性． 本文运用 Matlab 中

的 fminbnd 来求解次似然函数，ρ的下界被设定为0，

上界则被设定为 100． 图 2 是 PLE-StoNED 的估计结

果及其与其他估计的对比 ( σ2 =0．25，ρ =1． 66) ． 图

中，“o”表示的是最小二乘法( CNLS) 得到的估计

值，可以 发 现 其 相 对 于 前 沿 面 是 向 下 偏 误 的，

“* ”表示修正后的估计值，可以发现其与真实

值更加接近了，而 DEA 模型估计的前沿面则有

明显的向上偏误． 比较表 1 和表 2 可以发现，当

样本量从 n = 100 增加到 n = 300 时，σ̂2 和 λ̂ 的

Mse 和 Bias 的绝对值均有所减小． 这说明，随着

样本量的增加，σ̂2 和 λ̂ 估计的结果越来越逼近

真实值．
表 1 PLE-StoNED 的模拟结果( Model 1，n = 100，replications = 100)

Table 1 Simulation results of PLE-StoNED ( Model 1，n = 100，replications = 100)

σ̂2 = 1． 88，λ̂ = 1． 66 σ̂2 = 1． 63，λ̂ = 1． 24 σ̂2 = 1． 35，λ̂ = 0． 83

Value Mse Bias Value Mse Bias Value Mse Bias

σ̂2 1． 825 0 0． 252 8 0． 055 0 1． 591 2 0． 287 1 0． 038 8 1． 327 5 0． 223 6 0． 022 5

λ̂ 1． 816 0 1． 412 2 － 0． 156 0 1． 354 5 1． 022 0 － 0． 114 5 0． 829 9 0． 623 9 0． 000 1

σ̂2
u 1． 248 8 0． 490 6 0． 130 6 0． 842 6 0． 549 1 0． 145 1 0． 405 1 0． 414 9 0． 145 6

σ̂2
v 0． 474 0 0． 059 8 0． 026 6 0． 589 9 0． 074 6 0． 052 5 0． 740 7 0． 059 1 0． 058 7
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表 2 PLE-StoNED 的模拟结果( Model 1，n = 300，replications = 100)

Table 2 Simulation results of PLE-StoNED ( Model 1，n = 300，replications = 100)

σ̂2 = 1． 88，λ̂ = 1． 66 σ̂2 = 1． 63，λ̂ = 1． 24 σ̂2 = 1． 35，λ̂ = 0． 83

Value Mse Bias Value Mse Bias Value Mse Bias

σ̂2 1． 870 8 0． 106 4 0． 009 2 1． 603 0 0． 110 8 0． 027 0 1． 338 7 0． 118 2 0． 011 3

λ̂ 1． 734 5 0． 253 5 － 0． 074 5 1． 225 2 0． 256 6 0． 014 8 0． 786 3 0． 344 4 0． 043 7

σ̂2
u 1． 358 5 0． 195 7 0． 021 0 0． 917 4 0． 212 9 0． 070 3 0． 437 8 0． 242 2 0． 112 9

σ̂2
v 0． 485 0 0． 020 6 0． 015 5 0． 632 4 0． 024 2 0． 009 9 0． 776 6 0． 033 0 0． 022 7

实验 2 考虑双投入双产出的模型( Model 2) ，

ξk = x1k + x2k － y2槡 k － uk + vk ，与实验 1 相同，uk

为半正态分布随机变量，vk 为正态分布随机变

量． 实验 2 同样考虑三组综合误差和标准差比值

组合，即 ( σ2 = 1． 88，ρ = 1． 66 ) ，( σ2 = 1． 88，

ρ = 1． 66) ，( σ2 = 1． 88，ρ = 1． 66) ，来产生非有效

部分和随机错误的标准差 ( σu ，σv ) ，以及考虑

n = 100 和 n = 300 两个样本大小． x1k 和 x2k 分别

服从［1，10］的均匀分布，y 服从［0，1］的均匀分

布． 模拟实验的结果分别在表 3 和表 4 中． 同样

地，比较表 3 和表 4 可以发现，当样本量从n = 100

增加到n = 300时，σ̂2 和 λ̂的 Mse 与 Bias 的绝对值

均有所减小． 例如，比较表 3 的第 2 列 ～ 第 3 列和

表 4 的第 2 列 ～ 第 3 列可以发现，σ̂2 的 Mse 从

0． 263 8降低到 0． 085 8，Bias 从 0． 123 8 降低到

0． 051 1，λ̂ 的 Mse 则从 1． 225 2 降低到 0． 220 4，

Bias 则从 － 0． 337 9 变成 － 0． 123 1． 比较表 1 和表

3 可以发现，从单投入单产出模型到双投入双产出模

型，部分方差组合中，σ̂2 和 λ̂ 的 Mse 和 Bias 的绝对

值有所提升，但提高的幅度不大． 还有部分组合 σ̂2

和 λ̂的Mse 和Bias 的绝对值有小幅降低． 例如，比较

表1 的第2 列 ～第3 列和表3 的第2 列 ～第3 列，σ̂2

的 Mse 由表1 的0． 252 8 增加到表3 的0． 263 8，而 λ̂
的Mse 则由表1 的1． 412 2 降低到表3 的1． 225 2． 这

些结果说明，本文所提出的可以处理多投入多产出

PLE-StoNED 在投入产出数量增加的情况下，估计效

果依旧良好．
表 3 多投入多产出 PLE-StoNED 的模拟结果( Model 2，n = 100，replications = 100)

Table 3 Simulation results of multiple inputs and multiple outputs PLE-StoNED ( Model 2，n = 100，replications = 100)

σ̂2 = 1． 88，λ̂ = 1． 66 σ̂2 = 1． 63，λ̂ = 1． 24 σ̂2 = 1． 35，λ̂ = 0． 83

Value Mse Bias Value Mse Bias Value Mse Bias

σ̂2 1． 756 2 0． 263 8 0． 123 8 1． 548 9 0． 192 5 0． 081 1 1． 330 1 0． 198 4 0． 019 9

λ̂ 1． 997 9 1． 225 2 － 0． 337 9 1． 544 4 0． 720 4 － 0． 304 4 1． 204 6 0． 885 4 － 0． 374 6

σ̂2
u 1． 248 6 0． 337 9 0． 130 8 0． 924 2 0． 279 4 0． 063 5 0． 563 1 0． 426 3 － 0． 012 4

σ̂2
v 0． 388 8 0． 051 5 0． 111 8 0． 508 9 0． 068 6 0． 133 4 0． 632 1 0． 110 0 0． 167 3

表 4 多投入多产出 PLE-StoNED 的模拟结果( Model 2，n =300，replications =100)

Table 4 Simulation results of multiple inputs and multiple outputs PLE-StoNED ( Model 2，n = 300，replications = 100)

σ̂2 = 1． 88，λ̂ = 1． 66 σ̂2 = 1． 63，λ̂ = 1． 24 σ̂2 = 1． 35，λ̂ = 0． 83

Value Mse Bias Value Mse Bias Value Mse Bias

σ̂2 1． 828 9 0． 085 8 0． 051 1 1． 597 9 0． 048 5 0． 032 1 1． 353 4 0． 044 6 － 0． 003 4

λ̂ 1． 783 1 0． 220 4 － 0． 123 1 1． 220 9 0． 086 2 0． 019 1 0． 926 9 0． 187 4 － 0． 096 9

σ̂2
u 1． 337 9 0． 122 9 0． 041 5 0． 941 2 0． 073 9 0． 046 5 0． 559 5 0． 116 2 － 0． 008 8

σ̂2
v 0． 448 4 0． 017 1 0． 052 2 0． 628 9 0． 008 8 0． 013 4 0． 752 3 0． 026 3 0． 047 0

4 中国大陆商业银行生产前沿面估

计与效率分析

本节将提出的模型应用到中国大陆商业银行

的生产前沿面估计和效率分析． 中国大陆的商业

银行按照规模和所有者可以分为四类: 大型国有

商业银行、股份制商业银行、城市商业银行以及农

村商业银行． 我们收集了从 2006 年—2014 年的

45 家中国大陆商业银行的数据，来源是“国泰安
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金融数据库 CSMAＲ，http: / /www． gtarsc． com /”和

各个商业银行的年报． 其中，大型国有商业银行 5
家，股份制银行 11 家，城市商业银行 22 家以及农

村商业银行 7 家． 值得注意的是，并不是每家银行

在所有年份的数据都齐全，2006 年只有 10 家数

据齐全，2014 年则有 43 家，年份越往后数据越齐

全，这有商业银行越来越多上市和公布财报的缘

故． 下面的表 5 是银行投入产出以及运作效率的描

述性统计，跟随 Banker 等［26］，本文选取总资本，员工

薪酬作为决策单元的投入，利息收入和非利息收入

作为决策单元的产出． 本文将利息收入当作因变量

ξ ，投入指标和非利息收入当作自变量．
表 5 中国大陆商业银行投入产出以及效率的描述性统计

Table 5 Descriptive statistics of inputs-outputs and efficiencies of China mainland’s commercial banks

银行性质 总资本 员工薪酬 利息收入 非利息收入 DEA PLE-StoNED

大型国有

平均 3 518． 30 803． 40 4 214． 76 75． 60 1． 252 7 1． 276 8

标准差 1 228． 87 412． 40 1 976． 27 93． 37 0． 210 9 0． 137 6

观测数 38 38 38 38 38 38

股份制

平均 421． 89 117． 45 744． 79 1． 76 1． 705 8 1． 425 3

标准差 293． 93 88． 97 591． 63 2． 83 0． 725 4 0． 263 8

观测数 80 80 80 80 80 80

城商行

平均 61． 17 10． 05 86． 34 0． 30 3． 313 5 1． 898 3

标准差 62． 61 10． 45 115． 55 0． 52 1． 709 5 0． 550 8

观测数 153 153 153 153 153 153

农商行

平均 81． 43 19． 19 95． 90 1． 55 3． 093 3 1． 875 9

标准差 52． 76 14． 86 74． 53 3． 76 1． 564 1 0． 502 1

观测数 37 37 37 37 37 37

* 单位: 亿元;

从表 5 中，可以看到中国大陆不同类型商业

银行之间的规模相差巨大，大型国有商业银行的

平均总资本为3 518． 30 亿元，而农商行的平均总

资本只有 81． 43 亿元，大型银行的总资本年度变

化值甚至超过了小银行的总资本额． 本文分别

应用 DEA 和比例 PLE-StoNED 来估计银行的运

作效率．
图 3 反映了四类商业银行非有效部分的变化

趋势． 本文采用的是产出导向型模型，因此，所有

的效率值均大于等于 1 且效率值越小代表银行的

表现越好． 从图中可以看到，总体上国有商业银行

的运作表现最优，股份制商业银行次之，城市商业

银行和农村商业银行的平均效率最大． 从年度变

化上看，2006 年—2008 年银行的效率保持平稳，

2009 年—2010 年则显著上升，之后又逐渐恢复．
大型国有商业银行，股份制银行和城商行的效率

波动幅度要小于农商行．

图 3 四类商业银行的年度效率均值

Fig． 3 Yearly average efficiency among the four types of commercial banks

注: 图中年份为年报发布时间，其记录的是上一年数据

5 结束语

传统的 DEA 假设投入产出都是确定型数据，

通过将样本观测点投影到生产前沿面便可以得到

此观测样本点的效率估计值． 本文将这个假设放
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松，允许其中的一个投入或者产出与真实值之间

的误差项包含随机错误． Kuosmanen 和 Kortelain-
en［16］提出一种被命名为 StoNED 的方法来估计随

机环境下单产出多投入生产前沿面． 他们通常采

用的矩估计方法会导致第二步估计非有效部分的方

差时出现负值的情况． 本文基于 Fan 等［25］提出的

PLE 方法，提出了 PLE-StoNED，并将其拓展到可以

估计多投入多产出样本数据集的前沿面． 两个 Monte
Carlo 实验的结果表明，多投入多产出 PLE-StoNED
估计的结果可以纠正 DEA 和 CNLS 的偏误． 最

后，实证部分中运用多投入多产出 PLE-StoNED
对中国大陆商业银行进行前沿面估计和效率分

析，PLE-StoNED 方 法 的 实 用 性 得 到 进 一 步 的

验证．
值得注意的是，多投入多产出 PLE-StoNED

把整个生产活动的随机错误都归结到某个投入或

者产出，从而使得随机环境下的多投入多产出生

产前沿面可以被估计． 然而，当决策已明确知道多

个投入或产出指标包含了随机错误时，多投入多

产出 PLE-StoNED 将会需要对一个非凸非线性规

划进行求解，如 Banker 和 Maindiratta［15］所提出的

估计模型，当前并没有一个很好的算法来求得这

种类 型 非 线 性 规 划 的 全 局 最 优 解． 近 期 Kuos-
manen 和 Johnson［27］提出的基于方向距离函数的

方法可以得到一个易于求解的二次规划模型，然

而他们需要假设同一个样本的不同指标所包含的

随机错误值是一样的，这也是一个限制十分强的

假设． 因此，提出一个可以被快速求解的多个指标

含有随机变量的多投入多产出前沿面估计方法是

未来的一个研究方向． 此外，PLE 是一种半参数方

法，需要假设非有效部分服从半正态分布，随机错

误服从正态分布，文中提到的非参数核密度估计

方法不需要这些假设，然而如正 Hall 和 Simar［19］

所述，在随机错误方差比较大且随着样本量增

大不趋于零的情况下，非参数核密度估计方法

不具有一致性． 因此，放宽非有效部分和随机错

误的分布假设，是未来的研究方向之一． 此外，

考虑环境变量的多投入多产出 StoNED［28］以及

模型中 的 变 量 选 择 问 题 也 是 未 来 值 得 研 究 的

问题．
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Estimation of multiple inputs and multiple outputs frontiers in stochastic envi-
ronment
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Abstract: Traditional DEA method assumes that all inputs-outputs of observed samples are deterministic data，

which restricts the practical applications of DEA． The pseudo likelihood estimation method based stochastic
non-smooth envelopment of data ( PLE-StoNED) in this paper extends this assumption，and can estimate fron-
tiers in stochastic environment． The current paper proves that a frontier based on the assumptions of production
possibility sets can be represented by a function with restrictions of convexity and monotonicity． Compared with
the previous StoNED methods，our method can estimate the efficiencies of DMUs with multiple inputs and mul-
tiple outputs． Based on Monte Carlo experiments，the multiple inputs and multiple outputs PLE-StoNED is
verified to be effective，and it can correct the bias generated by traditional methods like DEA． Finally，the
new method is applied to estimate the frontier and efficiencies of commercial banks in mainland China． Our
method fills up the gap of deterministic DEA method and statistical nature，which can provide decision refer-
ences for decision makers who want to evaluate the productivity and efficiency for DMUs with multiple inputs
and multiple outputs in stochastic environments．
Key words: productivity and efficiency analysis; frontier estimation; data envelopment analysis; stochastic

non-smooth envelopment of data

附录

定理 1 的证明: 设定函数

ĝ1 ( x，y) = max
λ1，…，λn
∑

n

j = 1
λj ξ̂j
∑

n

j = 1
λj yj ≥ y，∑

n

j = 1
λj xj ≤ x，∑

n

j = 1
λj = 1

λj ≥ 0，j = 1，…，
{ }

n

( 16)

第 1 步 首先证明，ĝ1 是随着 x 单调不减，随着 y 单调不增的凹函数．

函数 ĝ1 ( x，y) 的对偶形式为

ĝ1 ( xk，yk ) = min
αk，β'k，γ'k

αk + β'
k xk － γ'

y k

αk + β'
k xj － γ'

k yj ≥ ξ̂j

β'
k，γk ≥ 0

j = 1，…，
{ }

n

( 17)

从模型( 17) 中，可以很容易地发现 ĝ1 随着 x 单调不减，随着 y 单调递减． 接下来证明 ĝ1 是一个凹函数．

设定 ( x' ，y' ) 和 ( x″，y″ ) 分别为函数 ĝ1 ( x，y) 定义域上两点． 那么，对于任意使得 ( x' ，y' ) 和 ( x″，y″ ) 在定义域的两

组权重 λ'
j ，j，…，n 和 λ″

j ，j，…，n ，有下面的不等式．
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ĝ1 ( tx' + ( 1 － y) x″，ty' + ( 1 － t) y″ )

≥∑
n

j = 1
tλ'

j ξ̂j + ( 1 － t) λ″
j ξ̂j

= t∑
n

j = 1
λ'

j ξ̂j + ( 1 － t)∑
n

j = 1
λ″

j ξ̂j ( 18)

由定义可知，∑
n

j = 1
λ'

j ξ̂j 的上确界为 g!1 ( x' ，y' ) ，∑
n

j = 1
λ″

j ξ̂j 的上确界为 g!1 ( x″，y″ ) ． 得到了可以证明 ĝ1 ( x，y) 是凹函数的

不等式

ĝ1 ( tx' + ( 1 － y) x″，ty' + ( 1 － t) y″ ) ≥ tĝ1 ( x' ，y' ) + ( 1 － t) ĝ1 ( x″，y″ ) ( 19)

第 2 步 引入一个函数集合 G = { g1 │ g1 是随着 x 单调递增且随着 y 单调递减的凹函数} ，证明对于任意属于集合

G 的函数 g1 ，均可以被 ĝ1 表示． 假设 g1 不可以被 ĝ1 表示，那么意味着，在 k = 1，…，n 中，至少存在一个 xk，yk ，使得 ξ̂k =

g1 ( xk，yk ) ≠ ĝ1 ( xk，yk ) ． 又，由 ĝ1 ( xk，yk ) 的定义可知，ĝ1 ( xk，yk ) ≥ ξ̂k ，因此，ĝ1 ( xk，yk ) ＞ ξ̂k ．

由 ĝ1 的定义可知，存在一组 ( λ'
1，λ'

2，…，λ'
n ) 0 ≤ λ'

j ≤ 1，∑
n

j = 1
λ'

j ={ }1 ，使得

ĝ1 ( xk，yk ) = ∑
n

j = 1
λ'

j ξ̂j ＞ ξ̂k = g1 ( xk，yk ) ( 20)

由 g1 的凹性可知

g (1 ∑
n

j = 1
λ'

j * ( xj，yj )) ≥∑
n

j = 1
λ'

j * g1 ( xj，yj ) = ∑
n

j = 1
λ'

j * ξ̂j ( 21)

由 g1 其单调性又可知对于任意满足条件∑
n

j = 1
λ'

j yj ≥ yk，∑
n

j = 1
λ'

j xj ≤ xk 的 ( xk，yk ) ，可得

g1 ( xk，yk ) ≥ g (1 ∑
n

j = 1
λ'

j * ( xj，yj )) ( 22)

联立式( 20) 、式( 21) 和式( 22) ，可以发现它们相互矛盾，因此推翻原假设． 对于任意属于集合 G 的函数 g1，均可以

被 ĝ1 表示． 综上，可以得出模型( 1) 等于模型( 3) 的结论，同理可以证明模型( 2) 等于模型( 4) ． 证毕．

—06— 管 理 科 学 学 报 2018 年 11 月


