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摘要：现有投资组合优化研究普遍假设投资者之间相互独立，且假定标的资产在不同阶段的

收益序列不具相关性．然而在实际投资过程中，投资者往往是相互影响，资产收益序列也存在
相依特征．基于多阶段投资组合优化和纳什均衡理论，利用相对绩效来刻画投资者之间的博弈
现象，以每个投资者的相对终端财富的期望效用水平为目标，构建多阶段投资组合博弈模型．
在资产收益序列相依情形下，给出了纳什均衡投资策略和相应值函数的解析表达式，以及纳什

均衡投资策略与传统策略的关系．采用累计经验分布函数和夏普比率等指标，对纳什均衡投资
策略与传统策略进行仿真比较，分析了纳什均衡投资策略随投资者反应敏感系数的变化趋势．
结果表明：相比于传统的投资策略，当考虑竞争对手的相对绩效时，纳什均衡策略投资者更愿

意冒高风险去追求高收益；并且投资者的反应敏感系数越大，其对风险的偏好程度也越高．
关键词：资产收益序列相依；多阶段投资组合博弈模型；纳什均衡；指数效用函数
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０　引　言

动态投资组合优化问题一直都是金融领域的

研究热点之一．对于投资者来说，如何在选定的标
的资产上进行财富分配，从而实现自身终端财富

最大化，是他们所最为关注的问题．针对投资组合
优化问题的研究，目前常用的方法都是将其视为

一个单独的动态优化问题，不考虑其他投资者的

投资行为对自身所产生的影响．然而在实际投资
活动中，不同投资者之间的决策过程往往会存在

某种联系．很多研究也表明投资者制定策略不仅
仅要考虑自身效用达到最大化，同时也要考虑其

竞争对手的表现
［１－４］，如果忽略其竞争对手的信

息，在某种程度上是一种盲目行为．针对已有研究
所存在的局限性，将不同投资者之间的相互影响

作用考虑到投资组合优化当中，并将彼此之间的

这种影响视为一种博弈现象，在非零和博弈框架

下讨论投资者如何制定相应的投资策略．
Ｅｓｐｉｎｏｓａ和 Ｔｏｕｚｉ［４］首次提出用相对绩效来

刻画投资者之间的博弈关系，并在连续时间框架

下，运用非零和随机微分博弈模型来解决多个相

互作用的投资者最优投资决策问题．自此之后，许
多学者也对 Ｅｓｐｉｎｏｓａ和 Ｔｏｕｚｉ［４］的研究进行了推
广，在不同的情形下讨论投资者之间的相对绩效

问题，如：Ｂｅｎｓｏｕｓｓａｎ等［５］，Ｇｕａｎ和 Ｌｉａｎｇ［６］，Ｃｈｉ

和Ｗｏｎｇ［７］，Ｃｈｉ等［８］，Ｄｅｎｇ等［９］，Ｗａｎｇ等［１０］以
及

Ｓｕｎ和 Ｙｏｎｇ［１１］．然而，上述关于投资组合博弈问
题的研究都局限于连续时间优化问题，而离散时

间的多阶段投资组合博弈的研究却甚少．然而，在
现实的金融市场中，投资者的决策过程和所能观

测到的金融数据往往都是离散的，离散时间的投
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资组合模型能够更加有效地刻画实际投资过程、

提供可供操作的投资建议．因此，利用投资者之间
的相对绩效来刻画其博弈关系，在离散时间框架

下构建了多阶段投资组合博弈模型更具实践

意义．
显而易见，投资市场中资产收益序列的相关

特性假设将影响投资策略的制定．然而，已有多阶
段投资组合优化问题的研究多数假定资产收益序

列在各阶段是相互独立的，如：Ｌｉ和 Ｎｇ［１２］，Ｚｈｕ
等
［１３］，郭文旌和胡奇英

［１４］，Ｃｕｉ等［１５］，Ｚｈｏｕ
等
［１６］，周忠宝等

［１７］．然而很多学者对此种假设的
合理性提出了质疑，认为该假设并不一定与金融

市场的实际情况相符合．为此，许多研究者对资产
序列的统计特性做了大量的实证研究．实证结果
表明，资产收益序列在不同阶段往往存在某种相

依关系，忽略这种相依关系往往会导致投资策略

的无效性
［１８－２２］．此外，许多研究者也在理论上对

资产序列相依情形下的投资组合优化问题进行了

相应探讨
［２３－２７］．这表明传统的资产收益序列独立

的前提假设过于苛刻，与实际投资情形是不符的．
ＤｅＭｉｇｕｅｌ等［２８］

假定资产收益序列满足一阶向量

自回归过程（ＶＡＲ（１）），并通过大量的实证分析
阐述了资产收益序列相依性能够在很大程度上提

高投资策略的实际绩效．在 ＤｅＭｉｇｕｅｌ等［２８］
的实

证研究基础上，假定资产收益序列服从 ＶＡＲ（１）
过程，结合所提出的多阶段投资组合博弈模型，进

一步讨论资产收益序列的相依特征对投资策略所

产生的影响．
基于上述研究思路，在Ｅｓｐｉｎｏｓａ和Ｔｏｕｚｉ［４］的

研究框架下，结合资产收益序列相依特征，讨论离

散时间的多阶段投资组合优化博弈问题．首先，在
离散时间框架下，以相对绩效来刻画投资者之间

的博弈关系，以实现每个投资者相对终端财富期

望效用最大化为投资目标，构建多阶段投资组合

博弈模型．其次，在负指数效用理论框架下，利用
动态规划方法分别求出投资者的纳什均衡投资策

略和相应值函数的解析表达式，并进一步给出了

纳什均衡投资策略与传统策略的关系．最后，仿真
分析部分选取了累计经验分布函数和夏普比率两

个主要指标来评价策略的绩效，在考虑博弈与不

考虑博弈两种情形下，分别比较了不同风险厌恶

系数、反应敏感系数下纳什均衡策略和传统策略

投资绩效的差异，并分析了纳什均衡投资策略下

的收益———风险水平随反应敏感系数的变化趋

势．仿真结果表明：相比于传统的投资策略，当考
虑竞争对手的相对绩效时，投资者更愿意冒高风

险去追求高收益，进而拉大自身与对手之间的财

富差距．而且投资者的反应敏感系数越大，其对风
险的偏好程度也越高．区别于已有的动态投资组
合博弈问题的研究，首次在离散时间框架下，将投

资者之间的相对绩效融入投资博弈问题中，构建

相应的多阶段投资组合博弈模型．此外，在一个更
弱的市场假设条件下，利用动态规划方法求得纳

什均衡投资策略的解析表达式，在一定程度上，该

研究拓展了动态投资组合博弈理论研究，对投资

者的策略优化也具有指导作用．

１　市场假设与模型构建

１．１　金融市场假设
假设市场中存在 ｍ种风险资产和１种无风

险资产，无风险资产的收益率在各个投资阶段是

确定的，风险资产的收益率为随机变量．投资者在
投资期初以初始财富Ｗ０参与投资，开始进行为期
Ｔ个阶段的投资组合活动．在每个阶段之初，投资
者会将自身拥有的财富值重新分配于上述市场中

的ｍ＋１种资产，以实现终端财富水平的期望效
用最大化的目标．在第ｔ（时刻在ｔ到ｔ＋１）阶段，
无风险资产收益率为常量，记为 ｒｔ，ｍ只风险资
产收益率所构成的随机向量记为 Ｘｔ＝［Ｘｔ１，Ｘｔ２，
…，Ｘｔｉ，…，Ｘｔｍ］

′．假定 Ｘｔ存在序列相关性，使得
收益率Ｘｔ依赖于ｔ阶段以前的收益率序列的历史
信息．运用向量自回归模型刻画风险资产收益率
的序列相关性，即本期风险资产收益率会受其上

期收益率的影响，表示形式如下

Ｘｔ＝ｖ＋ΦＸｔ－１＋εｔ （１）
其中 ｖ为ｍ维常数项向量，Φ为ｍ×ｍ维的变量
参数矩阵，随机误差εｔ～Ｎ（０，Σｔ），Σｔ为ｍ×ｍ维
的正定矩阵．令Γｔ表示Ｘｔ时间可获得的影响风险
资产收益的信息，则Ｘｔ｜Γｔ－１～Ｎ（μｔ，Σｔ），表示在
给定Γｔ－１情况下，Ｘｔ的条件概率分布服从ｍ维的

标准正态分布，其条件均值 μｔ＝Ｅ（Ｘｔ｜Γｔ－１）＝
Ｅｔ－１（Ｘｔ）＝ｖ＋ΦＸｔ－１，条件协方差矩阵Ｖａｒ（Ｘｔ｜
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Γｔ）＝Σｔ．
１．２　资产收益序列相依投资组合双方博弈模型

构建

基于上述市场假设，假设市场中存在两个相

互影响的投资者ｋ＝１，２．投资者ｋ在投资期初以
初始财富Ｗｋ０参与投资，开始进行为期Ｔ个阶段的
投资组合活动．在每个阶段之初，投资者会将拥有
的所有资产重新分配于市场上的ｍ＋１种资产．由
于市场中的投资者对效用偏好是互不相同的，此

处记投资者ｋ的效用函数为Ｕｋ，其中ｋ＝１，２．进
一步假设市场中投资者是已知博弈对手的特征、

战略组合和支付水平等相关信息，通过动态调整

投资策略，使得自身终端财富最大化的同时扩大

与竞争者的终端财富的差距，从而实现终端相对

财富水平所带来的期望效用最大化．基于上述建
模思路，投资者ｋ会选择投资决策 ｕｋ来最大化如
下形式的期望效用函数

Ｅ［Ｕｋ（（１－αｋ）Ｗ
ｕｋ
Ｔ ＋αｋ（Ｗ

ｕｋ
Ｔ －Ｗ

ｕｍ
Ｔ））］＝

　　　Ｅ［Ｕｋ（Ｗ
ｕｋ
Ｔ －αｋＷ

ｕｍ
Ｔ）］

（２）

其中ＷｕｋＴ表示投资者ｋ在投资决策ｕ
ｋ
下所得到的

终端财富值，ｍ≠ｋ∈｛１，２｝，αｋ∈［０，１）反映了
投资者ｋ对其他竞争者财富值变动的反应敏感程
度．博弈双方的投资策略ｕ１和ｕ２构成的纳什均
衡π ＝（ｕ１，ｕ２）应满足如下条件
Ｅ［Ｕ１（Ｗ

ｕ１
Ｔ －α１Ｗ

ｕ２
Ｔ ）］≤Ｅ［Ｕ１（Ｗ

ｕ１
Ｔ －α１Ｗ

ｕ２
Ｔ ）］

Ｅ［Ｕ２（Ｗ
ｕ２
Ｔ －α２Ｗ

ｕ１
Ｔ ）］≤Ｅ［Ｕ２（Ｗ

ｕ２
Ｔ －α２Ｗ

ｕ１
Ｔ ）］

（３）
记投资者ｋ在ｔ阶段初的财富为Ｗｋｔ，令ｕ

ｋ
ｔ＝

（ｕｋｔ１，ｕ
ｋ
ｔ２，…，ｕ

ｋ
ｔｍ），其中，ｕ

ｋ
ｔｉ表示ｔ阶段投资者

投资于第 ｉ种风险资产的财富值，ｉ＝１，２，…，
ｍ，ｔ＝０，１，…，Ｔ－１．在满足自融资的条件下，
投资者ｋ在ｔ＋１时刻的绝对财富动态过程可以
表示为如下形式

Ｗｋｔ ＝（ｕ
ｋ
ｔ－１）′Ｘｔ＋（Ｗ

ｋ
ｔ－１－１

′ｕｋｔ－１）ｒｔ

＝ｒｔＷ
ｋ
ｔ－１＋（ｕ

ｋ
ｔ－１）′Ｘ

⌒

ｔ

由于投资者会考虑竞争对手的财富水平，此时可

用自身财富和自身财富与竞争者财富差距的加权

平均值来定义投资者的相对财富，其满足如下动

态方程

Ｗｋｔ－αｋＷ
ｍ
ｔ ＝（Ｗ

ｋ
ｔ－１－αｋＷ

ｍ
ｔ－１）ｒｔ＋

　　　　　 Ｘ

⌒

ｔ（ｕ
ｋ
ｔ－１－αｋｕ

ｍ
ｔ－１）

这里，Ｘ

⌒

ｔ＝Ｘｔ－ｒｔ１为超额收益率序列，则其条件
均值记为

μ

⌒

ｔ＝Ｅｔ－１（Ｘ

⌒

ｔΓｔ－１）＝Ｅｔ－１（Ｘ

⌒

ｔ）

　 ＝Ｅｔ－１（Ｘｔ）－ｒｔ１＝ｖ＋ΦＸｔ－１－ｒｔ１
其中１＝［１，１，…，１］′为 ｍ×１维的常数向量，
ｔ＝０，１，２，…，Ｔ－１，ｍ≠ｋ∈｛１，２｝，αｋ∈
［０，１）．

据此，则可以构建如下考虑资产序列相依情

形下的多阶段投资组合博弈模型．
投资者１的最优策略应满足

ｍａｘ
ｕ１
Ｅ［Ｕ１（（１－α１）Ｗ

１
Ｔ＋α１（Ｗ

１
Ｔ－Ｗ

２
Ｔ））］

ｓ．ｔ．Ｗ１
ｔ ＝Ｗ

１
ｔ－１ｒｔ＋（ｕ

１
ｔ－１）′Ｘ

⌒

ｔ　 ｔ＝１，２，…，Ｔ

Ｗ２
ｔ ＝Ｗ

２
ｔ－１ｒｔ＋（ｕ

２
ｔ－１）′Ｘ

⌒

ｔ　 ｔ＝１，２，…，Ｔ

Ｘｔ＝ｖ＋ΦＸｔ－１＋εｔ　　　ｔ＝１，２，…，Ｔ

（４）
投资者２的最优策略应满足

ｍａｘ
ｕ２
Ｅ［Ｕ２（（１－α２）Ｗ

２
Ｔ＋α２（Ｗ

２
Ｔ－Ｗ

１
Ｔ））］

ｓ．ｔ．　Ｗ２
ｔ ＝Ｗ

２
ｔ－１ｒｔ＋（ｕ

２
ｔ－１）′Ｘ

⌒

ｔ　 ｔ＝１，２，…，Ｔ

Ｗ１
ｔ ＝Ｗ

１
ｔ－１ｒｔ＋（ｕ

１
ｔ－１）′Ｘ

⌒

ｔ　 ｔ＝１，２，…，Ｔ

Ｘｔ＝ｖ＋ΦＸｔ－１＋εｔ ｔ＝１，２，…，Ｔ

（５）

其中αｋ∈［０，１）表示投资者ｋ（ｋ＝１，２）对其竞
争者财富值变动的敏感程度．

２　资产序列相依情形下的博弈模型
求解

指数效用函数被广泛应用于效用理论框架下

的投资组合研究，如Ｓｏｙｅｒ和 Ｔａｎｙｅｒｉ［２９］，ａｎａｋｏｌｕ

和?ｚｅｋｉｃｉ［３０］，Ｂｏｄｎａｒ等［１８］．基于上述研究，假定
投资者 ｋ的相对绩效满足如下负指数型效用
函数

Ｕｋ（Ｗ
～
ｋ
ｔ）＝－ｅｘｐ（－βｋＷ

～
ｋ
ｔ） （６）
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这里，ｔ＝０，１，…，Ｔ－１，βｋ＞０，表示投资者ｋ的

风险厌恶程度．Ｗ
～
ｋ
ｔ表示ｔ时刻投资者ｋ的相对财

富，即投资者自身财富和自身财富与竞争者财富

差距的加权平均，其数学表达形式如下

Ｗ
～
ｋ
ｔ ＝（１－αｋ）Ｗ

ｋ
ｔ＋αｋ（Ｗ

ｋ
ｔ－Ｗ

ｍ
ｔ）

其中ｍ≠ｋ∈｛１，２｝，αｋ∈［０，１）表示投资者ｋ
对其他投资者财富值变动反应的敏感程度．假设
市场中投资者之间存在竞争与攀比关系时，其相

对绩效不仅取决于各个投资者自身的财富水平，

同时还取决于自身与其竞争者的财富差距．αｋ的
值较大时，表明投资者 ｋ越为在意自身与其竞争
者的财富差距．

记Ｗ
～
ｋ
ｔ ＝Ｗ

ｋ
ｔ－αｋＷ

ｍ
ｔ，ｕ
～
ｋ
ｔ ＝ｕ

ｋ
ｔ－αｋｕ

ｍ
ｔ ，ｕ

～
ｋ
ｔ ＝

ｕｋｔ －αｋｕ
ｍ
ｔ ，状态转移过程可简化为Ｗ

～
１
ｔ＋１＝Ｗ

～
１
ｔｒｔ＋１＋

（ｕ
～
１
ｔ）′Ｘ

⌒

ｔ＋１．则最优化问题转化为如下形式

Ｖ（０，Ｗ
～
ｋ
０，Γ０）＝ｍａｘ

｛ｕｋｓ｝
Ｔ－１
ｓ＝０

Ｅｔ［Ｕ（Ｗ
～
ｋ
Ｔ）］

＝ｍａｘ
｛ｕｋｓ｝

Ｔ－１
ｓ＝０

Ｅｔ［－ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ）］，　βｋ ＞０

（７）

令ｇ（Ｔ－ｔ，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ，ｕ

～
ｋ
Ｔ－ｔ，ΓＴ－ｔ）表示投资者ｋ在Ｔ－ｔ

阶段选择投资组合策略ｕｋＴ－ｔ时的相对财富水平的
期望效用，再定义

Ｖ（Ｔ－ｔ，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ，ΓＴ－ｔ）

　 ＝ｍａｘ
ｕｋＴ－ｔ

ｇ（Ｔ－ｔ，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ，ｕ

～
ｋ
Ｔ－ｔ，ΓＴ－ｔ）

其中

ｇ（Ｔ－ｔ，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ，ｕ

～
ｋ
Ｔ－ｔ，ΓＴ－ｔ）＝

　　ＥＴ－ｔ［Ｖ（Ｔ－ｔ＋１，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ＋１，ΓＴ－ｔ＋１）］

此时，根据动态规划原理则有

Ｖ（Ｔ－ｔ，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ，ΓＴ－ｔ）＝

　　ｍａｘ
ｕｋＴ－ｔ

Ｅ［Ｖ（Ｔ－ｔ＋１，Ｗ
～
ｋ
Ｔ－ｔ＋１，ΓＴ－ｔ＋１）］

（８）

基于此，有如下定理１成立．
定理１　假设市场中博弈的投资者 ｋ（ｋ＝

１，２）效用函数为负指数型，且在Ｔ－ｔ阶段时，风

险资 产 收 益 率 ＸＴ－ｔ 服 从 ＶＡＲ（１） 过 程，

ＸＴ－ｔΓＴ－ｔ－１～Ｎ（μＴ－ｔ，ΣＴ－ｔ），无风险资产收益率为

常数ｒＴ－ｔ，其中ｔ＝０，１，…，Ｔ－１．则纳什均衡投

资策略 ｕｋＴ－ｔ和纳什均衡值函数 Π
ｋ
Ｔ－ｔ可分别表

示为

ｕｋＴ－ｔ＝

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ）

Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ，ｔ＝１，

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ）

（∏
Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｒｉ）
－１×

Σ－１Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１－Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２

×（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１









）

，ｔ＝２，３，…，















 Ｔ．

（９）

ΠｋＴ－ｔ＝

－ｅｘｐ（－βｋｒＴＷ
～
ｋ
Ｔ－１－

１
２μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ），

ｔ＝１，

－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）－

１
２ ×

ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－ｔ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｃｉ）×

ｅｘｐ（－１２μ
⌒

′
Ｔ－ｔ＋１Σ

－１
Ｔ－ｔ＋１μ

⌒
Ｔ－ｔ＋１），

ｔ＝２，３，…，



















Ｔ

（１０）

其中

ＢＴ－ｔ＋２ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２Φ，

ｃＴ－ｔ＋２ ＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１）′Σ
－１
Τ－ｔ＋２×

　　　　　（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１），
　　ｋ≠ｍ∈｛１，２｝，

μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１ ＝ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＋ΦＸ

⌒

Ｔ－ｔ＋ｒＴ－ｔΦ１，

　　　　ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１ ＝ｖ－ｒＴ－ｔ＋１１．

证明　以投资者１为例，从模型的边界条件

Ｖ（Ｔ，Ｗ
～
１
Ｔ，ΓＴ）＝－ｅｘｐ（－β１Ｗ

～
１
Ｔ）进行逆向递推，则求

解Ｔ－１阶段的最优决策，可得

ｇ（Ｔ－１，Ｗ
～
１
Ｔ－１，ｕ

～
１
Ｔ－１，ΓＴ－１）

　 ＝ＥＴ－１［Ｕ（Ｗ
～
１
Ｔ－１ｒＴ＋（ｕ

～
１
Ｔ－１）′Ｘ

⌒

Ｔ）］

　 ＝－ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－１ｒＴ）ＥＴ－１［ｅｘｐ（－β１（ｕ

～
１
Ｔ－１）′Ｘ

⌒

Ｔ）］

　 ＝ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－１ｒＴ）×（－ｅｘｐ［－β１（（ｕ

～
１
Ｔ－１）′μ

⌒

Ｔ－
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β１
２（ｕ

～
１
Ｔ－１）′ΣＴｕ

～
１
Ｔ－１）］） （１１）

此时，可得投资者１在Ｔ－１阶段的最优决策应满
足如下条件

ｕ
～
１
Ｔ－１ ＝

１
β１
Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ （１２）

同理，投资者２最优决策满足如下条件

ｕ
～
２
Ｔ－１ ＝

１
β１
Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ （１３）

联立方程（１２）和方程（１３）则有如下方程组

ｕ１Ｔ－１ ＝
１
β１
Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ＋α１ｕ
２
Ｔ－１

ｕ２Ｔ－１ ＝
１
β２
Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ＋α２ｕ
１
Ｔ－

{
１

（１４）

通过求解方程组（１４），则在Ｔ－１阶段时，投资者
１和投资者２的纳什均衡策略可以统一表示为

ｕｋＴ－１ ＝
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）
Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ （１５）

其相应的纳什均衡值函数为

ΠｋＴ－１＝－ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－１ｒＴ－

１
２μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ） （１６）

此处，ｋ≠ ｍ∈ ｛１，２｝，μ
⌒

Ｔ ＝ｖ
⌒

Ｔ ＋ΦＸ
⌒

Ｔ－１ ＋

ｒＴ－１Φ１，ｖ

⌒

Ｔ ＝ｖ－ｒＴ１．故可证明定理１在Ｔ－１阶
段成立．

运用数学归纳法证明定理１在Ｔ－ｔ（ｔ＝２，
…Ｔ）阶段成立，同样以投资者１为例．
１）逆推至Ｔ－２阶段，可得

ｇ（Ｔ－２，Ｗ
～
１
Ｔ－２，ｕ

～
１
Ｔ－２，ΓＴ－２）

＝ＥＴ－２［－ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－１ｒＴ－

１
２ｓ

⌒

Ｔ）］

＝－ＥＴ－２［ｅｘｐ（－β１（Ｗ
～
１
Ｔ－２ｒＴ－１＋（ｕ

～
１
Ｔ－２）′Ｘ

⌒

Ｔ－１）ｒＴ－
１
２ｓ

⌒

Ｔ）］

＝－ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－２ｒＴｒＴ－１）ＥＴ－２×

　［ｅｘｐ（－β１ｒＴ（ｕ
～
１
Ｔ－２）′Ｘ

⌒

Ｔ－１－
１
２ｓ

⌒

Ｔ）］ （１７）

其中 ｓ

⌒

Ｔ＝μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ，根据一阶自回归方程展开可得

ｓ

⌒

Ｔ＝Ｘ

⌒

′
Ｔ－１Φ

′Σ－１ＴΦＸ

⌒

Ｔ－１＋２Ｘ

⌒

′
Ｔ－１Φ

′Σ－１Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）＋

　（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）′Σ
－１
Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）

进一步得

ｇ（Ｔ－２，Ｗ
～
１
Ｔ－２，ｕ

～
１
Ｔ－２，ΓＴ－２）

＝－ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－２ｒＴｒＴ－１）ＥＴ－２［ｅｘｐ（－

１
２Ｘ

⌒

′
Ｔ－１ＢＴＸ

⌒

Ｔ－１－

　ｂＴ（ｕ
～
１
Ｔ－２）′Ｘ

⌒

Ｔ－１－ｃＴ）］

其中

ＢＴ ＝Φ
′Σ－１ＴΦ

ｂＴ（ｕ
１
Ｔ－２）＝Φ

′Σ－１Ｔ ｖ

⌒

Ｔ＋β１ｒＴ（ｕ
～
１
Ｔ－２）′＋ｒＴ－１ＢＴ１

ｃＴ ＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）′Σ
－１
Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）

根据Ｍａｔｈａｉ和Ｐｒｏｖｏｓｔ［３１］中的结论，对上式的二次
形式求期望可得

ｇ（Ｔ－２，Ｗ
～
１
Ｔ－２，ｕ

～
１
Ｔ－２，ΓＴ－２）

　 ＝－ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－２ｒＴｒＴ－１）｜Ｉ＋ＢＴΣＴ－１｜

－１２ ×

　　ｅｘｐ［－１２μ

⌒

′
Ｔ－１Σ

－１
Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１－ｃＴ－

　　 １２（μ

⌒

Ｔ－１－ΣＴ－１ｂＴ（ｕ
～
１
Ｔ－２））′（Ｉ＋ＢＴΣＴ－１）

－１×

　　Σ－１Ｔ－１（μ

⌒

Ｔ－１－ΣＴ－１ｂＴ（ｕ
～
１
Ｔ－２））］

上式中的（Ｉ＋ＢＴΣＴ－１）
－１Σ－１Ｔ－１＝（ΣＴ－１＋ΣＴ－１ＢＴ ×

ΣＴ－１）
－１
为正定矩阵．此时可得投资者１的最优决策

应该满足如下条件

μ

⌒

Ｔ－１ ＝ΣＴ－１ｂＴ（ｕ
１
Ｔ－２）

进一步可得投资者１在第Ｔ－２阶段的最优决策
满足条件如下

ｕ
～
１
Ｔ－２ ＝

１
β１ｒＴ
（Σ－１Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１－Φ
′Σ－１Ｔ ×

　　　　　（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）） （１８）
同理，投资者２在第Ｔ－２阶段的最优决策满足条
件为

ｕ
～
２
Ｔ－２ ＝

１
β２ｒＴ
（Σ－１Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１－Φ
′Σ－１Ｔ ×

　　　　　（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）） （１９）
联立方程（１８）和方程（１９）则有如下方程组

ｕ１Ｔ－２＝
１
β１ｒＴ
（Σ－１Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１－Φ
′Σ－１Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１））＋α１ｕ
２
Ｔ－２

ｕ２Ｔ－２＝
１
β２ｒＴ
（Σ－１Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１－Φ
′Σ－１Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１））＋α２ｕ
１
Ｔ－

{
２

（２０）
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则在Ｔ－２阶段，投资者１和投资者２的纳什均衡策
略可以统一表示为

ｕｋＴ－２ ＝
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）ｒＴ
×

　　（Σ－１Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１－Φ
′Σ－１Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１））

（２１）

纳什均衡值函数为

ΠｋＴ－２＝－｜Ｉ＋ＢＴΣＴ－１｜
－１２ｅｘｐ（－βｋＷ

～
ｋ
Ｔ－２∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－１
ｒｉ－ｃＴ）×

　　ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－１Σ

－１
Ｔ－１μ

⌒

Ｔ－１） （２２）

其中

ＢＴ ＝Φ
′Σ－１ＴΦ，

ｃＴ ＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１）′Σ
－１
Ｔ（ｖ

⌒

Ｔ＋ｒＴ－１Φ１），

此处，ｋ≠ ｍ∈ ｛１，２｝，μ

⌒

Ｔ－１ ＝ｖ

⌒

Ｔ－１ ＋ΦＸ

⌒

Ｔ－２ ＋

ｒＴ－２Φ１，ｖ

⌒

Ｔ－１ ＝ｖ－ｒＴ－１１．
故可知定理１在ｔ＝Ｔ－２时成立．
２）假设定理１在Ｔ－ｊ（ｊ≥２）阶段成立，则

在第Ｔ－ｊ阶段的纳什均衡策略和纳什均衡值函
数可表示为

ｕｋＴ－ｊ＝
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋２
ｒｉ）

－１×

　　（Σ－１Ｔ－ｊ＋１μ

⌒

Ｔ－ｊ＋１－Φ
′Σ－１Ｔ－ｊ＋２（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋２＋ｒＴ－ｊ＋１Φ１））

（２３）

ΠｋＴ－ｊ＝－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）－

１
２×

　　　ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－ｊ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋２
ｃｉ）×

　　　ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｊ＋１Σ

－１
Ｔ－ｊ＋１μ

⌒

Ｔ－ｊ＋１）

（２４）

其中

ＢＴ－ｊ＋２ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｊ＋２Φ，

ｃＴ－ｊ＋２＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋２＋ｒＴ－ｊ＋１Φ１）′Σ
－１
Ｔ－ｊ＋２（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋２＋

ｒＴ－ｊ＋１Φ１），
此处，

ｋ≠ｍ∈｛１，２｝，μ

⌒

Ｔ－ｊ＋１ ＝ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ΦＸ

⌒

Ｔ－ｊ＋

ｒＴ－ｊΦ１，ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１ ＝ｖ－ｒＴ－ｊ＋１１．
同样，以投资者１为例，逆推至 Ｔ－ｊ－１阶

段，可得

ｇ（Ｔ－ｊ－１，Ｗ
～
１
Ｔ－ｊ－１，ｕ

～
１
Ｔ－ｊ－１，ΓＴ－ｊ－１）

　 ＝－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

　　ＥＴ－ｊ－１［ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－ｊ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋２
ｃｉ）×

　　ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｊ＋１Σ

－１
Ｔ－ｊ＋１μ

⌒

Ｔ－ｊ＋１）］

　 ＝－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

　　ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－ｊ－１∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋２
ｃｉ）×

　　ｅｘｐ（－１２Ｘ

⌒

′
Ｔ－ｊＢＴ－ｊ＋１Ｘ

⌒

Ｔ－ｊ－

　　ｂＴ－ｊ＋１（ｕ
～
１
Ｔ－ｊ－１）′Ｘ

⌒

Ｔ－ｊ－ｃＴ－ｊ＋１） （２５）

其中

ＢＴ－ｊ＋１ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｊ＋１Φ

ｂＴ－ｊ＋１（ｕ
～
１
Ｔ－ｊ－１）＝Φ

′Σ－１Ｔ－ｊ＋１ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋

β１∏
Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ（ｕ

～
１
Ｔ－ｊ－１）′＋ｒＴ－ｊＢＴ－ｊ＋１１

ｃＴ－ｊ＋１＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１）′Σ
－１
Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１）

对上式展开可得

ｇ（Ｔ－ｊ－１，ｕ
～
１
Ｔ－ｊ－１，Ｗ

～
１
Ｔ－ｊ－１，ΓＴ－ｊ－１）

　 ＝－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｊ
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

　ｅｘｐ（－β１Ｗ
～
１
Ｔ－ｊ－１∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｃｉ）×

　ｅｘｐ［－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｊΣ

－１
Ｔ－ｊμ

⌒

′
Ｔ－ｊ－

　　 １２（μ

⌒

′
Ｔ－ｊ－ΣＴ－ｊｂＴ－ｊ＋１（ｕ

～
１
Ｔ－ｊ－１））′×

　　（Ｉ＋ＢＴ－ｊ＋１ΣＴ－ｊ）
－１Σ－１Ｔ－ｊ×

　　（μ

⌒

′
Ｔ－ｊ－ΣＴ－ｊｂＴ－ｊ＋１（ｕ

～
１
Ｔ－ｊ－１））］ （２６）

根据式（２６）可知，投资者１在Ｔ－ｊ－１最优决策
应该满足如下条件

μ

⌒

Ｔ－ｊ＝ΣＴ－ｊｂＴ－ｊ＋１（ｕ
～
１
Ｔ－ｊ－１）

进一步，投资者１在Ｔ－ｊ－１的最优决策应该满
足如下条件
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ｕ
～
１
Ｔ－ｊ－１ ＝

１
β１
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ）

－１（Σ－１Ｔ－ｊμ

⌒

Ｔ－ｊ－

　　　　Φ′Σ－１Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１））

（２７）

同理，投资者２在Ｔ－ｊ－１的最优决策应该满足
如下条件

ｕ
～
２
Ｔ－ｊ－１ ＝

１
β２
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ）－１（Σ－１Ｔ－ｊμ

⌒

Ｔ－ｊ－

　　　Φ′Σ－１Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１））

（２８）

则可以联立式（２７）和式（２８）得以下方程组

ｕ１Ｔ－ｊ－１ ＝
１
β１
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ）

－１（Σ－１Ｔ－ｊμ

⌒

Ｔ－ｊ－

　　Φ′Σ－１Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１））＋α１ｕ
２
Ｔ－ｊ－１

ｕ２Ｔ－ｊ－１ ＝
１
β２
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ）

－１（Σ－１Ｔ－ｊμ

⌒

Ｔ－ｊ－

　　Φ′Σ－１Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１））＋α２ｕ
１
Ｔ－ｊ－















１

（２９）
通过求解方程组（２９），投资者 １和投资者 ２在
Ｔ－ｊ－１阶段纳什均衡策略为

ｕｋＴ－ｊ－１ ＝
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｒｉ）

－１×

　（Σ－１Ｔ－ｊμ

⌒

Ｔ－ｊ－Φ
′Σ－１Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１））

（３０）

纳什均衡值函数为

ΠｋＴ－ｊ－１ ＝－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｊ
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

　　　ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－ｊ－１∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋１
ｃｉ）×

　　　ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｊΣ

－１
Ｔ－ｊμ

⌒

′
Ｔ－ｊ）

（３１）

其中

ＢＴ－ｊ＋１ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｊ＋１Φ，

ｃＴ－ｊ＋１＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１）′Σ
－１
Ｔ－ｊ＋１（ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋１＋ｒＴ－ｊΦ１）

此处

ｋ≠ｍ∈ ｛１，２｝，μ

⌒

Ｔ－ｊ ＝ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＋ΦＸ

⌒

Ｔ－ｊ－１＋

ｒＴ－ｊ－１Φ１，ｖ

⌒

Ｔ－ｊ＝ｖ－ｒＴ－ｊ１．
因而定理１在Ｔ－ｊ－１阶段也成立．由数学归

纳法的原理可知，定理１对于投资阶段 ｔ＝０，１，
…，Ｔ－１是成立的．

定理１是在资产序列相依框架下求得博弈模
型的纳什均衡投资策略和相应值函数，对于资产

序列不相依情形以及不存在竞争的传统市场，数

学表达上只需对定理１中的参数做特殊假定则可
以得到相应的最优投资策略和相应的值函数，其

主要结论见推论１和推论２．
推论１　假设市场投资者的效用函数为负指

数型，且在Ｔ－ｔ（ｔ＝０，１，…，Ｔ－１）阶段，风险资
产收益率序列 ＸＴ－ｔ阶段独立，ＸＴ－ｔ ～Ｎ（μＴ－ｔ，
ΣＴ－ｔ），无风险资产收益率为常数值 ｒＴ－ｔ．则投资

者纳什均衡投资策略ｕ⌒ｋＴ－ｔ和纳什均衡值函数

)

ΠｋＴ－ｔ
分别为

ｕ
⌒
ｋ
Ｔ－ｔ＝

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ）

Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ，

ｔ＝１，
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｊ＋２
ｒｉ）－１Σ

－１
Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１，

ｔ＝２，３，…，















Ｔ．
（３２）

)

ΠｋＴ－ｔ＝

－ｅｘｐ（－βｋｒＴＷ
～
ｋ
Ｔ－１－

１
２μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ），

ｔ＝１，

－ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－ｔ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｃｉ），

ｔ＝２，…，













Ｔ．

（３３）

其中

ｋ≠ｍ∈ ｛１，２｝，ｃＴ－ｔ＋１ ＝
１
２（μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１）′Σ
－１
Ｔ－ｔ＋１

μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１，μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１ ＝μＴ－ｔ＋１－ｒＴ－ｔ＋１．
通过比较定理１和推论１，不难发现，当考虑

资产收益序列相依时，纳什均衡投资策略的制定

不仅依赖于资产当期的统计特性，资产收益的前

期表现也会影响策略的制定；然而资产收益序列

独立情形下的投资策略却只与资产当期的统计特

性有关．
此外，在资产序列相依情形下的博弈模型中，

只需将投资者ｋ对其与竞争对手财富差距的反应
敏感系数设置为αｋ ＝０（表明投资者仅考虑自身
财富的期望效用最大化），这也与传统投资组合

优化问题（不考虑博弈对手）是一致的．接下来，
从理论上分析纳什均衡投资策略与传统投资策略
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之间的联系与区别．为了方便两种策略之间的比
较，此处将投资者 ｋ所对应的传统最优投资策略
和最优值函数表示为如下的推论２．

推论２　 假设市场中存在两个相互独立的投
资者，投资者ｋ（ｋ＝１，２）效用函数为负指数型，
且在Ｔ－ｔ阶段时，风险资产收益率 ＸＴ－ｔ服从
ＶＡＲ（１）过程，ＸＴ－ｔΓＴ－ｔ－１～Ｎ（μＴ－ｔ，ΣＴ－ｔ），无风险
资产收益率为常数ｒＴ－ｔ，其中ｔ＝１，…，Ｔ．则最优投

资策略ｕ
＾
ｋ
Ｔ－ｔ和最优值函数Ｖ

ｋ
Ｔ－ｔ可分别表示为

ｕ
＾
ｋ
Ｔ－ｔ＝

１
βｋ
Σ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ，

ｔ＝１，

１
βｋ
（∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｒｉ）

－１（Σ－１Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１－Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２×

　　（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１）），

ｔ＝２，３，…，

















Ｔ．
（３４）

ＶｋＴ－ｔ＝

－ｅｘｐ（－βｋｒＴＷ
ｋ
Ｔ－１－

１
２μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ），

ｔ＝１，

－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

ｅｘｐ（－βｋＷ
ｋ
Ｔ－ｔ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｃｉ）×

ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｔ＋１Σ

－１
Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１），

ｔ＝２，３，…，



















Ｔ．

（３５）

其中

ＢＴ－ｔ＋２ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２Φ，

ｃＴ－ｔ＋２ ＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１）′Σ
－１
Ｔ－ｔ＋２

　　　（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１）这里，

ｋ∈｛１，２｝，μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＝ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＋ΦＸ

⌒

Ｔ－ｔ＋ｒＴ－ｔΦ１，

　　　 ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１ ＝ｖ－ｒＴ－ｔ＋１１．
比较定理１和推论２中的结论，在资产序列

相依情形下，投资者ｋ（ｋ∈ ｛１，２｝）纳什均衡

投资策略ｕｋＴ－ｔ与传统策略ｕ
＾
ｋ
Ｔ－ｔ的具体关系可以表

示为如下形式

ｕｋＴ－ｔ＝
１

１－αｋαｍ
１＋αｋ

１
βｍ
／１
β( )( )
ｋ
ｕ
＾
ｋ
Ｔ－ｔ （３６）

特别地，假定市场中投资者对自身与其他竞争者

的财富差距变动的反应敏感程度相同，则对于所

有投资者 ｋ（ｋ∈ ｛１，２｝），其反应敏感系数
αｋ ＝αｍ ＝α，则其纳什均衡投资策略ｕ

ｋ
Ｔ－ｔ可以表

示为

ｕｋＴ－ｔ＝
１
１－α

１
１＋α

＋ α
１＋( )α １

βｍ
１
β( )[ ]
ｋ

ｕｋ^Ｔ－ｔ （３７）

其中ｋ≠ｍ∈｛１，２｝．值得注意的是，资产序列
相依情形下所得纳什均衡投资策略与传统投资策

略之间的关系与 Ｅｓｐｉｎｏｓａ和 Ｔｏｕｚｉ［４］中所得结论
是一致的．

结合定理１、推论１和推论２中结论，可以发
现，在资产序列相依情形下，纳什均衡策略与传统

策略均受到资产收益当期以及前期表现的影响，

而不考虑资产序列相依的投资策略则只与资产收

益当期的表现有关，这也体现了资产序列相依特

征对投资策略的影响．但是相比于传统策略，投资
者ｋ在纳什均衡策略下的财富分配不仅受到自身
风险厌恶程度βｋ的影响，同时取决于其对于自身
与对手财富差距的在意程度，即为反应敏感系数

αｋ，故纳什均衡投资策略还会受到博弈参与者的
投资决策的影响．由于影响投资者 ｋ纳什均衡条
件下最优策略的主观因素仅取决于βｋ与αｋ的取
值，然而在上述博弈框架下，投资者可能更加关注

于反应敏感系数 αｋ对自身策略的影响．接下来，
主要阐述αｋ的取值对投资者 ｋ的纳什均衡策略
与收益—风险偏好的影响．一般而言，投资者的策
略与偏好特征会随其反应敏感系数的变化而变

化，若αｋ取值较大时，表明投资者 ｋ较为在意自
身与其竞争者的财富差距，竞争与攀比心理更为

明显．基于此，提出了如下定理２．
定理 ２　假设市场中互相博弈的投资者 ｋ

（ｋ＝１，２）的效用函数为负指数型，且在Ｔ－ｔ阶段
时，风险资产收益率 ＸＴ－ｔ服从 ＶＡＲ（１）过程，
ＸＴ－ｔΓＴ－ｔ－１ ～Ｎ（μＴ－ｔ，ΣＴ－ｔ），无风险资产收益率
为常数 ｒＴ－ｔ，其中 ｔ＝０，１，…，Ｔ－１．此时关于
αｋ（ｋ＝１，２）有如下结论

（ｉ）投资者ｋ（ｋ＝１，２）在纳什均衡投资决
策的绝对值是关于αｋ（ｋ＝１，２）的递增函数；

（ｉｉ）投资者ｋ（ｋ＝１，２）所得终端财富值的
夏普比率与αｋ（ｋ＝１，２）无关；

（ｉｉｉ）投资者ｋ（ｋ＝１，２）所得终端财富值的
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标准差是关于αｋ（ｋ＝１，２）的递增函数；
（ｉｖ）若投资者ｋ（ｋ＝１，２）所得终端超额收

益的期望值为正值，此时投资者 ｋ（ｋ＝１，２）所
得终端财富的期望值是关于αｋ（ｋ＝１，２）的递增
函数，反之则是关于αｋ（ｋ＝１，２）的递减函数．

证明　对定理１中所得的投资者 ｋ（ｋ＝１，
２）的纳什均衡策略取绝对值表示为 ｕｋＴ－ｔ ，将其

最优策略的系数记为 Ｍｋ ＝
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）
，则

只需证明系数Ｍｋ关于αｋ的单调性即可证明结论
（ｉ）。对Ｍｋ关于αｋ求偏导则有

Ｍｋ

αｋ
＝

βｋ＋αｍβｍ
βｋβｍ（１－αｋαｍ）

２ ＞０ （３８）

由式（３８）可得，Ｍｋ关于αｋ的递增函数，则投资者
ｋ在纳什均衡投资决策的绝对值 ｕｋＴ－ｔ 是关于αｋ

的递增函数；故（ｉ）成立．
由定理１可知，对于任意博弈投资者ｋ（ｋ＝

１，２），其终端财富值可以表示为

ＷｋＴ ＝ ∏
Ｔ

ｉ＝１
ｒ( )ｉＷｋ０＋∑

Ｔ

ｊ＝１
∏
Ｔ

ｉ＝ｊ＋１
ｒ( )ｉＸ

⌒

ｊｕ
ｋ
ｊ－１

＝ ∏
Ｔ

ｉ＝１
ｒ( )ｉＷｋ０＋

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ）

×

∑
Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊΣ－１ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１( )）

（３９）

此时投资者ｋ（ｋ＝１，２）所得终端超额收益为

ＷｋＴ－ ∏
Ｔ

ｉ＝１
ｒ( )ｉＷｋ０ ＝

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ）

×

　∑
Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊΣ－１ｊμ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１( )）

（４０）

则相应投资组合的夏普比率值可以表示为

　　

ＳＲｋ（αｋ）＝
ＥＷｋＴ－ ∏

Ｔ

ｉ＝１
ｒ( )ｉＷｋ[ ]０

ＶａｒＷｋＴ－ ∏
Ｔ

ｉ＝１
ｒ( )ｉＷｋ[ ]

槡
０

＝

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ） [Ｅ ∑

Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊΣ－１ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１( ) ]）

βｍ ＋αｋβｋ
βｋβｍ（１－αｋαｍ） [Ｖａｒ∑

Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊΣ－１ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１( ) ]槡
）

＝
[Ｅ ∑
Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊ（Σ

－１
ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１ ]））

[Ｖａｒ∑
Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊ（Σ

－１
ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１ ]槡
））

（４１）

由式（４１）可知，投资者ｋ（ｋ＝１，２）所得终端财
富值的夏普比率与 αｋ（ｋ＝１，２）无关，故（ｉｉ）
成立．

此外，由式（３９）可知，投资者ｋ（ｋ＝１，２）终
端财富值的标准差可以表示为

σ（αｋ）＝ Ｖａｒ（ＷｋＴ槡 ）

＝
βｍ ＋αｋβｋ

βｋβｍ（１－αｋαｍ）
×

[Ｖａｒ∑
Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊΣ－１ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１( ) ]槡
）

（４２）

由于 [Ｖａｒ∑
Ｔ

ｊ＝１
Ｘ

⌒

′
ｊΣ－１ｊ μ

⌒

ｊ－Φ
′Σ－１ｊ＋１（ｖ

⌒

ｊ＋１＋ｒｊΦ１( ) ]槡
）

大于零，结合式（３８）和式（４２），不难发现投资

者 ｋ（ｋ＝１，２）的终端财富值的标准差 σ（αｋ）

是关于 αｋ（ｋ＝１，２）的递增函数，故（ｉｉｉ）成立．
结合（ｉｉ）和（ｉｉｉ）所得结论，易得（ｉｖ）也是成

立的．综上所述，定理２成立．
上述讨论主要是从理论上分析纳什均衡策略

的相关特征．接下来，通过一个简单的数值分析，
以阐述纳什均衡策略与传统策略的演化过程．此
处仿真所用数据来源于第５节的仿真分析部分，
其参数估计结果已列于第５节．模型参数设置为
β１ ＝１，β２ ＝１，α１ ＝０．８，α２ ＝０．２，投资阶段
Ｔ＝１０，投资者１与投资者２具有相同的风险厌
恶系数，这也表明两者的传统策略是相等的；此

外，假定投资者１的反应敏感系数大于０．５，投资
者２的反应敏感系数小于０．５，表明在多阶段投
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资中投资者１更为关注两者之间的财富差距，而
投资者２则更为关注自身的财富水平，关于参数
取值的更为详细的解释列于下文的仿真分析中．
基于上述模型参数设置，利用蒙塔卡罗方法，随机

产生一组满足 ＶＡＲ（１）过程的资产收益率序列，
进而在给定投资路径下比较纳什均衡策略与传统

策略的演化过程，两种策略在６种风险资产上的
财富分配情况如图１和图２所示．

图１　投资者１的财富分配策略

Ｆｉｇ．１Ｗｅａｌｔｈｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｏｆｉｎｖｅｓｔｏｒ１

图２　投资者２的财富分配策略

Ｆｉｇ．２Ｗｅａｌｔｈｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｏｆｉｎｖｅｓｔｏｒ２
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　　结合图１与图２的数值结果，不难看出，纳什
均衡策略与传统策略在各个资产上的财富分配调

整方向大致是相同的，这主要是因为财富分配的

调整方向主要取决于市场中资产在各个阶段的统

计特性．然而，纳什均衡投资策略下各资产财富分
配的调整幅度相比于传统策略都更为明显，尤其

是随着投资者的反应敏感系数的变大，相应投资

策略在两期之间的调整量就会越大，以投资者１
在风险资产２上的财富分配情况为例，当投资进
行到第５期时，在纳什均衡投资策略下，投资者１
在资产２上的财富分配增加了４０，而传统策略在
资产２上的财富调整则只有２０．由于投资者２的
反应敏感系数较小，则其纳什均衡投资策略的演化

过程与传统策略较为趋近，其相关结果如图２所示．
上述策略演化过程进一步验证了理论分析中所给出

的纳什均衡投资策略与传统策略的关系．
上述研究主要假定金融市场中只存在两个博

弈投资者，然而在实际投资情形中，投资者之间的

攀比关系可能构成一个多方博弈问题．基于此，接
下来将对上述模型进行拓展，假定市场中存在 ｎ
个博弈投资者，探讨纳什均衡投资策略的一般

形式．

３　收益序列相依投资组合多方博弈
模型构建

在资产序列相依框架下，将定理１的结论扩
展为ｎ人博弈的情形．基于２．１节中关于金融市
场的假设，假设上述ｎ个投资者是相互影响的，且
投资者ｋ（ｋ＝１，…，ｎ）在期初以初始财富 Ｗｋ０参
与投资，开始进行为期 Ｔ个阶段的投资组合活
动．同样在每个阶段之初，投资者会将拥有的所有
资产重新分配于市场上的 ｍ＋１种资产．此处记
投资者ｋ的相对财富水平下的效用函数为Ｕｋ，其
中ｋ＝１，…，ｎ．此时，投资者 ｋ的最优化问题可
以定义为如下形式

ＥＵｋ （１－∑
ｌ≠ｋ
αｋｌ）Ｗ

ｕｋ
Ｔ＋∑

ｌ≠ｋ
αｋｌ（Ｗ

ｕｋ
Ｔ－Ｗ

ｕｌ
Ｔ( )[ ]） ＝

　　ＥＵｋ Ｗｕ
ｋ
Ｔ －∑

ｌ≠ｋ
αｋｌＷ

ｕｌ( )[ ]Ｔ

（４３）

其中ＷｕｋＴ表示投资者ｋ在投资决策ｕ
ｋ
下所得到的

终端财富值，ｌ≠ｋ∈｛１，２，…，ｎ｝，αｋｌ∈［０，１），

表示投资者 ｋ对投资者 ｌ财富变动的反应敏感
程度．

上述博弈者所构成的纳什均衡定义为 π ＝
（ｕ１，…，ｕｋ，…，ｕｎ），对于任意的投资者 ｋ皆满
足如下的纳什均衡求解条件

ＥＵｋ Ｗｕ
ｋ
Ｔ －∑

ｌ≠ｋ
αｋｌＷ

ｕｌ( )[ ]Ｔ ≤

ＥＵｋ Ｗｕ
ｋ

Ｔ －∑
ｌ≠ｋ
αｋｌＷ

ｕｌ( )[ ]Ｔ

（４４）

记投资者ｋ在ｔ阶段初的财富为Ｗｋｔ，令ｕ
ｋ
ｔ＝

（ｕｋｔ１，ｕ
ｋ
ｔ２，…，ｕ

ｋ
ｔｍ），其中，ｕ

ｋ
ｔｉ表示ｔ阶段投资者

投资于第 ｉ种风险资产的财富值，ｋ＝１，…，ｎ，
ｉ＝１，２，…，ｍ，ｔ＝０，１，…，Ｔ－１．

由于每个投资者都会考虑其他 ｎ－１个竞争
者的财富水平，在满足自融资的条件下，此时可定

义存在多个竞争对手的情况下，投资者的相对财

富满足如下动态方程

Ｗ
～
ｋ
ｔ＋１＝（１－∑

ｌ≠ｋ
αｋｌ）Ｗ

ｋ
ｔ＋１＋∑

ｌ≠ｋ
αｋｌ（Ｗ

ｋ
ｔ＋１－Ｗ

ｌ
ｔ＋１）

＝Ｗｋｔ＋１－∑
ｌ≠ｋ
αｋｌＷ

ｌ
ｔ＋１

＝ｒｔ（Ｗ
ｋ
ｔ－∑

ｌ≠ｋ
αｋｌＷ

ｌ
ｔ）＋（ｕ

ｋ
ｔ－∑

ｌ≠ｋ
αｋｌｕ

ｌ
ｔ）Ｘ

⌒

ｔ

（４５）

相应地，记Ｗ
～
ｋ
ｔ ＝Ｗ

ｋ
ｔ－∑

ｌ
αｋｌＷ

ｌ
ｔ，ｕ

～
ｋ
ｔ ＝ｕ

ｋ
ｔ－

∑
ｌ
αｋｌｕ

ｌ
ｔ，ｕ

～
ｋ
ｔ ＝ｕ

ｋ
ｔ －∑

ｌ
αｋｌｕ

ｍ
ｔ ，此时状态转移过

程可简化为Ｗ
～
ｋ
ｔ＋１＝Ｗ

～
ｋ
ｔｒｔ＋１＋（ｕ

～
ｋ
ｔ）′Ｘ

⌒

ｔ＋１．基于以上
假设，有如下定理３成立．

定理３　假设市场中博弈的 ｎ个投资者效用
函数为负指数型．且在 Ｔ－ｔ阶段时，风险资产收
益率 ＸＴ－ｔ服从 ＶＡＲ（１）过程，ＸＴ－ｔ ΓＴ－ｔ－１ ～
Ｎ（μＴ－ｔ，ΣＴ－ｔ），无风险资产收益率为常数 ｒＴ－ｔ，其
中ｔ＝０，１，…，Ｔ－１．则投资者 ｋ（ｋ＝１，２，…，
ｎ）纳什均衡投资策略和纳什均衡值函数可分别
表示为

πＴ－ｔ＝

Ａ－１ＢΣ－１Ｔ μ

⌒

Ｔ，

ｔ＝１，

Ａ－１ (Ｂ ∏
Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｒ)ｉ －１ Σ－１Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１－Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２×

（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１
( )

）











 ，

ｔ＝２，３，…，Ｔ． （４６）
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ΠｋＴ－ｔ＝

－ｅｘｐ（－βｋｒＴＷ
～
ｋ
Ｔ－１－

１
２μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ），

ｔ＝１，

－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－ｔ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｃｉ）×

ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｔ＋１Σ

－１
Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１），

ｔ＝２，…，



















Ｔ

（４７）

其中投资者ｋ对其他ｎ－１个竞争者财富差距反
应敏感系数构成的矩阵 Ａ和博弈投资者的风险
厌恶系数构成的向量Ｂ表示如下

　Ａ＝

１　 －α１２　…　 －α
１
ｋ　…　 －α

１
ｎ

　　　　　　　　
－αｋ１　 －α

ｋ
２　…　 １　…　 －α

１
ｎ

　　　　　　　　　
－αｎ１　 －α

ｎ
２　… －αｎｋ…















　１ ｎ×ｎ

，

Ｂ＝［１／β１，…，１／βｋ，…，１／βｎ］′
还有

ＢＴ－ｔ＋２ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２Φ，

ｃＴ－ｔ＋２ ＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２ ＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１）′Σ
－１
Ｔ－ｔ＋２（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２ ＋

ｒＴ－ｔ＋１Φ１），ｋ∈｛１，２，…，ｎ｝，μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＝ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＋ΦＸ

⌒

Ｔ－ｔ＋

ｒＴ－ｔΦ１，ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１ ＝ｖ－ｒＴ－ｔ＋１１．
证明　由于 ｋ∈ １，２，…，{ }ｎ，都存在

∑
ｌ≠ｋ

－αｋｌ ＜１成立，即矩阵中每个主对角元素的

模都大于与它同行的其他元素的模的总和，则 Ａ
严格对角占优矩阵．根据严格对角占优矩阵的性
质，Ａ的可逆矩阵存在．余下证明过程与定理１的
证明类似，就不在具体阐述．

参考Ｅｓｐｉｎｏｓａ和Ｔｏｕｚｉ［４］文中的参数设置，不
失一般性，假定市场中，所有投资者对自身与其他

竞争者的财富差距变动的反应敏感系数相同，则

对于所有的ｋ＝１，…，ｎ，其反应敏感系数可以简
化为如下形式

αｋｌ ＝
α
ｎ－１∈［０，１） （４８）

记Ｗ
～
ｋ
ｔ＝Ｗ

ｋ
ｔ－
α
ｎ－１∑ｌ≠ｋＷ

ｌ
ｔ，ｕ
～
ｋ
ｔ＝ｕ

ｋ
ｔ－
α
ｎ－１∑ｌ≠ｋｕ

ｌ
ｔ，

ｕ
～
ｋ
ｔ ＝ｕ

ｋ
ｔ －

α
ｎ－１∑ｌ≠ｋｕ

ｌ
ｔ ，此时状态转移过程可简

化为Ｗ
～
ｋ
ｔ＋１＝Ｗ

～
ｋ
ｔｒｔ＋１＋（ｕ

～
ｋ
ｔ）′Ｘ

⌒

ｔ＋１．此时，投资者ｋ对
其他ｎ－１个竞争者财富差距反应敏感系数构成的
矩阵可以简化为

Ａ＝

１　…　 － α
ｎ－１

　　  　　

－ α
ｎ－１…













　　１
ｎ×ｎ

（４９）

且Ａ的逆矩阵可以表示为如下形式

Ａ＝

１＋ α２
（１－α）（ｎ＋α－１）

… － α
（１－α）（ｎ＋α－１）

　　　　　 　 　　　　　

α
（１－α）（ｎ＋α－１）

…１＋ α２
（１－α）（ｎ＋α－１













） ｎ×ｎ

（５０）

在式（４８）的假设下，上述纳什均衡策略可以
进一步简化，其相关结论如推论３所示．

推论 ３　基于上述多方博弈模型参数的设
置，则纳什均衡投资策略和纳什均衡值函数可分

别表示为

πｋＴ－ｔ＝

（Ａ－１）ｋｋ
１
βｋ
＋∑
ｌ≠ｋ
（Ａ－１）ｋｌ

１
β( )
ｌ
Σ－１Ｔ μ

⌒
Ｔ，

ｔ＝１，

（Ａ－１）ｋｋ
１
βｋ
＋∑
ｌ≠ｋ
（Ａ－１）ｋｌ

１
β( )
ｌ
×

（∏
Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｒｉ）
－ (１ Σ

－１
Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１－Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２×

（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１
)

）

，

ｔ＝２，３，…，



















Ｔ．
（５１）

ΠｋＴ－ｔ＝

－ｅｘｐ（－βｋｒＴＷ
～
ｋ
Ｔ－１－

１
２μ

⌒

′
ＴΣ

－１
Ｔ μ

⌒

Ｔ），

ｔ＝１，

－（∏
Ｔ－１

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
｜Ｉ＋Ｂｉ＋１Σｉ｜）

－１２ ×

ｅｘｐ（－βｋＷ
～
ｋ
Ｔ－ｔ∏

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋１
ｒｉ－∑

Ｔ

ｉ＝Ｔ－ｔ＋２
ｃｉ）×

ｅｘｐ（－１２μ

⌒

′
Ｔ－ｔ＋１Σ

－１
Ｔ－ｔ＋１μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１），

ｔ＝２，…，



















Ｔ．
（５２）
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其中

（Ａ－１）ｋｋ ＝１＋
α２

（１－α）（ｎ＋α－１）
，

（Ａ－１）ｋｌ＝
α

（１－α）（ｎ＋α－１）
，

ＢＴ－ｔ＋２ ＝Φ
′Σ－１Ｔ－ｔ＋２Φ，

ｃＴ－ｔ＋２＝
１
２（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１）′Σ
－１
Ｔ－ｔ＋２×

　　　　　（ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋２＋ｒＴ－ｔ＋１Φ１），

　　ｌ≠ｋ∈｛１，２，…，ｎ｝，

μ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＝ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＋ΦＸ

⌒

Ｔ－ｔ＋ｒＴ－ｔΦ１，ｖ

⌒

Ｔ－ｔ＋１＝ｖ－ｒＴ－ｔ＋１１．
同样，在资产收益序列相依情形下，进一步

给出 ｎ个投资者进行博弈时，在 Ｔ－ｔ（ｔ＝ １，
…，Ｔ）阶段，任意一个投资者 ｋ的纳什均衡投资
策略与传统投资策略之间的关系如下式（５３）
所示

　　

ｕｋＴ－ｔ＝ （Ａ－１）ｋｋ＋βｋ∑
ｌ≠ｋ
（Ａ－１）ｋｌ

１
β( )
ｌ
ｕ

⌒

ｋ
Ｔ－ｔ

＝ １＋ α２
（１－α）（ｎ＋α－１）

＋ α
（１－α）（ｎ＋α－１）

（∑
ｌ≠ｋ

１
βｌ
）／１
β( )
ｋ
ｕ⌒ｋＴ－ｔ

　 ＝ １
１－α（１－

ｎα
ｎ＋α－１

）＋（ α
ｎ＋α－１

）（∑
ｎ

ｌ＝１

１
βｌ
）／１
β( )
ｋ
ｕ⌒ｋＴ－ｔ

＝ １
１－α（１－

ｎα
ｎ＋α－１

）＋（ ｎα
ｎ＋α－１

）（
１
ｎ∑

ｎ

ｌ＝１

１
βｌ
）／１
β( )
ｋ
ｕ⌒ｋＴ－ｔ　

（５３）

　　基于上述结论，若假设市场中存在无穷个博

弈投资者，即ｎ→＋∞，并假定（１ｎ∑
ｎ

ｌ＝１

１
βｌ
）→ １β

，

则投资者ｋ的两种策略满足如下关系

ｕｋＴ－ｔ＝
１
１－α

１
β
／１
β( )
ｋ
ｕ
⌒
ｋ
Ｔ－ｔ （５４）

特别地，若假定上述无穷多个参与博弈的投

资者具有相同的风险厌恶系数，即βｋ＝β＞０时，
则对于任意投资者 ｋ的两种策略之间的关系式
（５４）可以简化为

ｕｋＴ－ｔ＝
１
１－α

ｕ⌒ｋＴ－ｔ （５５）

定理３　主要给出了多人博弈情况下的纳什
均衡策略，这是一种更为广义的博弈情形．由于多
方博弈的求解较为复杂，所以此处所讨论多人博

弈情形下的纳什均衡策略与传统策略的关系均是

基于某些特定情况．由上述理论分析可知，假定市
场中投资者对自身与其他竞争者的财富差距变动

的反应敏感系数相同，当博弈参与者数 ｎ趋于无

穷时，投资者在纳什均衡下的最优策略的绝对值

都是随着α的增大而呈现递增趋势，且逐渐收敛
于一个定值，这与Ｅｓｐｉｎｏｓａ和Ｔｏｕｚｉ［４］连续时间下
的讨论是具有一致性的．

４　仿真分析

在资产收益序列相依框架下通过数值比较来

着重分析上述博弈模型的内在机理，从相对绩效

角度来分析金融市场中存在的某些竞争现象，进

而验证所构建的博弈的合理性．首先，从中国证券
市场选取６个较为具有代表性的股票行业指数，
分别为能源指数，材料指数，工业指数，日常消费

指数，医疗保健指数，金融指数．选取其数据区间
２００１年１月～２０１８年８月作为参数估计数据，数
据来源于 Ｗｉｎｄ金融数据库．基于极大似然估计
方法，则可以估计出资产收益所服从 ＶＡＲ（１）过
程的各个参数，其具体数值如下所述

　　Φ ＝

－０．２９７８ ０．３６３９ －０．３２５６ －０．１４７３ ０．０４６４ ０．４５２６
－０．３６２８ ０．０８６１ ０．１９３２ －０．３０２３ ０．００３８ ０．４６３９
－０．３６００ ０．０９１７ ０．３３６６ －０．３０２０ －０．０８６３ ０．３６７０
－０．２２６５ ０．２０８１ ０．０５６０ －０．１３７４ －０．１１４５ ０．２８５６
－０．２６２１ ０．０１３０ ０．４５２０ －０．２９６８ －０．１２１６ ０．２６３７

















－０．３０７３ ０．１８５６ ０．０７４３ －０．２２３０ －０．１２５５ ０．３９６４

（５６）
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以及

ν＝

０．９１３２
０．９２７１
０．９６１１
０．９３９１
０．９６４７



















１．００８９

，Σｔ＝

０．００７０ ０．００６６ ０．００５９ ０．００４７ ０．００４５ ０．００５７
０．００６６ ０．００８５ ０．００７５ ０．００６３ ０．００６４ ０．００６０
０．００５９ ０．００７５ ０．００７３ ０．００６０ ０．００６３ ０．００５５
０．００４７ ０．００６３ ０．００６０ ０．００６２ ０．００５８ ０．００４７
０．００４５ ０．００６４ ０．００６３ ０．００５８ ０．００７０ ０．００４１



















０．００５７ ０．００６０ ０．００５５ ０．００４７ ０．００４１ ０．００７１

（５７）

　　基于上述所得资产收益相依序列的参数估计
值，利用蒙塔卡罗方法，随机产生１００００组满足
ＶＡＲ（１）过程的收益率序列，进而在序列相依框
架下比较投资者的传统策略与纳什均衡策略的投

资绩效．采用投资者终端财富的累积经验分布函
数和夏普比率作为主要评价指标，并在不同博弈

模型参数设定下比较两种策略，从而进一步探讨

纳什均衡投资策略的具体特征．

假定市场中存在两个相互博弈的投资者，且

投资者ｋ（ｋ＝１，２）的风险厌恶系数βｋ与其对于
竞争投资者财富变动的反应敏感系数αｋ，这两者
都取决于投资者自身的风险厌恶态度与对其与竞

争者财富水平差距的在意程度．根据理性人假定，

所有投资者都为风险厌恶型（即βｋ＞０），参数βｋ
的取值越大表明投资者 ｋ越厌恶风险．由于市场
中投资者的偏好各异，因此较难从理论上确定最

优βｋ与αｋ的取值．此处，对于模型参数αｋ的取值
主要分为以下三种情况

１）０＜αｋ ＜０．５，表示投资者ｋ相对于自身
财富水平，更为关注其与竞争者财富差距；

２）αｋ ＝０．５，表示投资者ｋ对自身财富水平
及其与竞争者财富差距同等重视；

３）αｋ ＞０．５，表示投资者ｋ相对于与其竞争
者财富差距，更为关注自身财富水平．

基于上述参数假设，仿真分析首先假定投资者

１与投资者２风险厌恶系数相同，在反应敏感系数不
同的情形下比较传统策略与纳什均衡策略的投资绩

效．进而，假定投资者１与投资者２具有相同的反应
敏感系数以及不同的风险厌恶系数，比较上述两种

策略的投资绩效．因此，数值仿真分析设置了如下五
组模型参数情形，具体数值如下所示

１）β１＝１，β２＝１，α１＝０．８，α２＝０．５，Ｔ∈

｛５，１０，１５，２０｝；
２）β１＝１，β２＝１，α１＝０．５，α２＝０．５，Ｔ∈

｛５，１０，１５，２０｝；
３）β１＝１，β２＝１，α１＝０．２，α２＝０．５，Ｔ∈

｛５，１０，１５，２０｝；
４）β１ ＝０．７，β２ ＝１，α１ ＝０．５，α２ ＝０．５，

Ｔ∈｛５，１０，１５，２０｝；
５）β１＝２，β２＝１，α１＝０．５，α２＝０．５，Ｔ∈

｛５，１０，１５，２０｝．

假定投资者ｋ（ｋ＝１，２）的初始财富均为１．

当投资阶段Ｔ取不同的值时，上述三种不同情况
下的仿真结果如图３和图７所示．

由图３～图７中投资者终端财富值的累计经
验分布函数可知，当考虑资产收益序列相依结构

时，纳什均衡策略对应的终端财富累积经验分布

均位于传统策略对应的终端财富累积经验分布的

右方．这说明对于任意给定的终端财富水平，纳什
均衡策略的终端收益超过该水平的概率均大于传

统策略．以情况１的模型参数为例，当Ｔ＝１０时，

投资者１在纳什均衡投资策略下可获得在区间
［１０，３０］的终端收益的概率为５０％，投资者２在
纳什均衡投资策略下获得在区间 ［１０，３０］的终
端收益的概率为４０％，而在传统投资策略下，投
资者获得该区间收益的概率几乎都为０．最重要
的是，这两种策略发生破产的概率几乎持平．这也
表明，投资者在纳什均衡投资策略下能获得较高

的收益，同时也不会带来较高的破产概率．

此外，通过比较图３～图５的投资者累计经
验分布函数，可以发现，当投资者的风险厌恶系数

相同时，其反应敏感系数越大，对应的纳什均衡策

略所获得的终端收益水平越高．此处以情形３为
例，假定投资者１的反应敏感系数α１＝０．２，投资
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者２的反应敏感系数α１＝０．５，当Ｔ＝２０时，投资
者１在纳什均衡投资策略下获得在区间 ［１０，
３０］的终端收益的概率为５０％，投资者２在纳什
均衡投资策略下获得在区间 ［１０，３０］的终端收
益的概率为７０％．并且综合比较情形１至情形３，

不难发现，当投资阶段相同时，自身反应敏感系数

越大的情况下，其在纳什均衡策略下所得终端财

富收益越大．与此同时，通过比较情形４与情形５

的仿真结果可知，当投资者的反应敏感系数相同

时，其风险厌恶系数越小，对应的纳什均衡策略所

获得的终端收益水平越高．例如：投资者１的风险
厌恶系数 β１ ＝０．７，投资者 ２的风险厌恶系数
β２ ＝１，当Ｔ＝２０时，投资者１在纳什均衡投资
策略下获得在区间 ［２０，４０］的终端收益的概率
为５０％，投资者２在纳什均衡投资策略下获得在
该区间终端收益的概率为３０％．

由图３与图６的结果可知，投资者的反应敏
感系数变动对纳什均衡策略的投资效果影响更为

显著，以情形１、情形４分别与情形３的累积经验
分布函数对比为例，当 Ｔ＝２０时，投资者１的风

险厌恶系数β１＝１，反应敏感系数α１＝０．５，其纳
什均衡投资策略获得在区间［２０，４０］的终端收益
的概率为 ２０％；当增大反应敏感系数为 α１ ＝
０８，其他参数与情形３保持一致，此时纳什均衡
投资策略获得在该区间终端收益的概率为６０％；

当减小风险厌恶系数为β１＝０．７，其他参数不变，

在纳什均衡投资策略下，投资者获得该收益区间

的概率约为５０％．

此外，由上述仿真结果可得，随着投资周期数

的不断增加，相比于传统策略，纳什均衡策略所得

终端收益水平变化更为明显，且二者之间的差距

也随之增大．其原因主要在于，投资者在纳什均衡
策略下的各个阶段都存在与对手的竞争行为，因

为攀比心理的存在使得投资者在各个投资阶段都

甘愿承受更大的风险，从而倾向于投资高收益资

产以拉大自身与竞争者的财富差距．最重要的是，

这种财富的相对差距会累计到投资的下一阶段，

进而使得二者的终端财富值随着投资阶段的增加

而进一步拉大．故相对而言，随着投资阶段的不断
增加，纳什均衡策略表现的更具优势．

图３　投资者１与投资者２终端财富值的累积经验分布函数（情形１）
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Ｆｉｇ．３Ｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ１ａｎｄｉｎｖｅｓｔｏｒ２（ｃａｓｅ１）

图４　投资者１与投资者２终端财富值的累积经验分布函数（情形２）

Ｆｉｇ．４Ｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ１ａｎｄｉｎｖｅｓｔｏｒ２（ｃａｓｅ２）

图５　投资者１与投资者２终端财富值的累积经验分布函数（情形３）

Ｆｉｇ．５Ｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ１ａｎｄｉｎｖｅｓｔｏｒ２（ｃａｓｅ３）
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图６　投资者１与投资者２终端财富值的累积经验分布函数（情形４）

Ｆｉｇ．６Ｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ１ａｎｄｉｎｖｅｓｔｏｒ２（ｃａｓｅ４）

图７　投资者１与投资者２终端财富值的累积经验分布函数（情形５）

Ｆｉｇ．７Ｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ１ａｎｄｉｎｖｅｓｔｏｒ２（ｃａｓｅ５）

　　以上主要是从投资者终端财富值分布特征的角
度来比较纳什均衡投资策略和传统策略之间的差异

性，并没有对风险做直观的量化比较．接下来将运用
夏普指数，综合评价上述投资策略的收益和风险情
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况．在上述给定参数设置下，可得相应投资策略在不 同阶段的夏普指数值，其具体变化情况如图８所示．

图８　投资者终端财富值的夏普比率值
Ｆｉｇ．８ＴｈｅＳｈａｒｐｅｒａｔｉｏｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈ

　　如图８所示，随着投资阶段Ｔ的变化，对于投
资１和投资２来说，其相应纳什均衡投资策略和
传统策略所对应的夏普比率值是相等的，因此仅

以一组参数设置下的结果为例进行分析，这与上

述定理２中的“投资者 ｋ（ｋ＝１，２）所得终端财
富值的夏普比率与 αｋ（ｋ＝１，２）无关”这一结论
相符．也就是说，从夏普比率的角度来讲，纳什均
衡投资策略和传统策略二者之间是不存在差异

的，其都可以作为投资者选择的策略．尽管这两
种策略所对应的夏普比率值是一致的，但是其

投资策略所对应的收益 －风险水平还是存在差
异的．接下来，针对图 ８中的现象，对上两种策
略的收益 －风险值做具体分析，其结果如表 １
所示．

结合图８和表１，不难发现，尽管纳什均衡投
资策略和传统策略的夏普比率值是相同的，但是

其对应的收益 －风险水平是不一样的．例如：当
Ｔ＝１时，对于投资１来说，传统策略的收益 －风
险值为（１．３３６８，０．６４７６），而在博弈情形下，其
收益－风险值为（２．０１０４，１．９４２８）．也就是说，
纳什均衡投资策略和传统策略的差异主要体现在

投资者对风险的偏好程度，纳什均衡投资策略下

的投资者更愿意去追求高收益－高风险的投资组
合，而传统策略下的投资者则相对保守些，更愿意

追求较低收益－较低风险的投资组合，这也与博
弈模型的构建机理是一致的．导致这一有趣现象
的原因主要在于，投资组合博弈模型的内在机理

在于投资者之间存在某种竞争或者攀比的投资行

为，博弈双方在已知对方策略的前提下，都希望通

过自身投资策略的调整来拉大与竞争对手之间的

差距，导致博弈双方都愿意冒高风险来追求高收

益的投资策略，最终实现博弈双方策略的均衡，从

而导致图８和表１中的有趣结论．图８和表１的
结论也表明，投资组合博弈模型能够较好的刻画

投资者之间的这种攀比心态，同时该模型在很大

程度上还能够为投资者有效模拟对手策略上提供

理论和方法指导，通过自身策略的调整实现个人

财富超越竞争对手．
同样，对于不同的模型参数 αｋ（ｋ＝１，２）设

置下，其相应的纳什均衡策略所得的夏普比率值

是也都是与传统策略对应的夏普比率值相等，限

于文章篇幅，此处不再陈列．上述数值仿真结果，
也验证了上述定理２中的“（ｉ）投资者ｋ（ｋ＝１，
２）所得终端财富值的夏普比率与αｋ（ｋ＝１，２）无
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关”这一结论．由表１的仿真结果可知，虽然不同
反应敏感系数对应的纳什均衡投资策略的夏普比

率值相同，但其收益 －风险水平与反应敏感系数
αｋ存在相关性．接下来，通过改变αｋ的取值，得到
对应纳什均衡投资策略的收益与风险在不同阶段

Ｔ下的变动情况如图９与图１０所示．
根据图９～图１０的仿真结果，可以发现投资

者ｋ的终端财富值的期望与方差都是随着 αｋ的
增加而呈现递增趋势．一般而言，投资者都希望所
构造投资组合的期望收益都是大于无风险资产收

益率，故从理论上来讲，其超额收益的期望值通常

为正值，上述仿真结果也进一步验证了定理２的
相关结论．图９～图１０更为全面描述了攀比心理
对市场上两个投资者的投资策略的影响．当投资
者对于自身与其竞争者的财富差距变动越为敏

感，其投资行为可能更为激进，投资者越趋向于选

择高收益－高风险的投资策略，以此来增加自身

的财富水平，进而进一步拉大与竞争差距．显然，
投资者１和投资者２也会选择相应改变自身的风
险厌恶水平，以追求更高收益．市场中的投资者
（如基金公司、保险公司等机构投资者）在面对竞

争时，都降低了自身风险厌恶水平，以致于投资组

合获得高收益的同时也面临高风险，其原因是博

弈双方投资者在攀比心理的驱动下，为追求更高

的终端财富，从而获得更好的排名，以吸引更多的

投资者来购买该类投资产品．
不难发现，投资组合博弈模型构建、模型求解

以及上述仿真分析都没有考虑投资过程中会产生

交易成本，然而在实际投资情形中，交易成本往往

是不可忽略的重要因素．为了进一步验证文中所
得纳什均衡投资策略的优越性，将上述纳什均衡

策略和传统策略应用于存在交易成本的投资市场

中，检验所得结论是否与无交易成本投资市场保

持一致，其相关结果如图１１和表２所示．
表１　投资者终端财富值的收益－风险值

Ｔａｂｌｅ１Ｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｒｅｔｕｒｎａｎｄｒｉｓｋｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈ

Ｔ

投资者１ 投资者２

不考虑博弈 考虑博弈 不考虑博弈 考虑博弈

均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差

１ １．３３６８ ０．６４７６ ２．０１０４ １．９４２８ １．３３６８ ０．６４７６ １．８４２０ １．６１９０

２ １．６８２３ ０．９５３４ ３．０４６９ ２．８６０３ １．６８２３ ０．９５３４ ２．７０５７ ２．３８３５

３ ２．０３２４ １．１７７９ ４．０９７２ ３．５３３６ ２．０３２４ １．１７７９ ３．５８１０ ２．９４４６

４ ２．３３４７ １．３７２３ ５．００４２ ４．１１７０ ２．３３４７ １．３７２３ ４．３３６８ ３．４３０９

５ ２．７１１３ １．５３８４ ６．１３４０ ４．６１５１ ２．７１１３ １．５３８４ ５．２７８３ ３．８４５９

６ ３．０４７５ １．６９１２ ７．１４２４ ５．０７３５ ３．０４７５ １．６９１２ ６．１１８７ ４．２２７９

７ ３．３８３９ １．８４６４ ８．１５１８ ５．５３９３ ３．３８３９ １．８４６４ ６．９５９９ ４．６１６１

８ ３．７３５６ １．９５２９ ９．２０６７ ５．８５８７ ３．７３５６ １．９５２９ ７．８３８９ ４．８８２２

９ ４．０７１０ ２．０７２９ １０．２１３０ ６．２１８８ ４．０７１０ ２．０７２９ ８．６７７５ ５．１８２４

１０ ４．３８０７ ２．１７０７ １１．１４２０ ６．５１２０ ４．３８０７ ２．１７０７ ９．４５１７ ５．４２６７

１１ ４．６９６７ ２．２８２２ １２．０９００ ６．８４６５ ４．６９６７ ２．２８２２ １０．２４１７ ５．７０５４

１２ ５．０９３７ ２．３６１７ １３．２８１２ ７．０８５１ ５．０９３７ ２．３６１７ １１．２３４３ ５．９０４２

１３ ５．４５０５ ２．４８２５ １４．３５１４ ７．４４７４ ５．４５０５ ２．４８２５ １２．１２６１ ６．２０６２

１４ ５．７６４７ ２．５８１６ １５．２９４１ ７．７４４７ ５．７６４７ ２．５８１６ １２．９１１７ ６．４５３９

１５ ６．１２７８ ２．６７８０ １６．３８３５ ８．０３３９ ６．１２７８ ２．６７８０ １３．８１９６ ６．６９４９

１６ ６．４７８３ ２．７９５６ １７．４３４９ ８．３８６７ ６．４７８３ ２．７９５６ １４．６９５７ ６．９８８９

１７ ６．７６１８ ２．８３２０ １８．２８５４ ８．４９６１ ６．７６１８ ２．８３２０ １５．４０４５ ７．０８０１

１８ ７．１６３３ ２．９６３１ １９．４９００ ８．８８９３ ７．１６３３ ２．９６３１ １６．４０８４ ７．４０７７

１９ ７．５１３５ ３．００２８ ２０．５４０５ ９．００８５ ７．５１３５ ３．００２８ １７．２８３８ ７．５０７１

２０ ７．７９９２ ３．１２０２ ２１．３９７７ ９．３６０５ ７．７９９２ ３．１２０２ １７．９９８１ ７．８００５
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图９　投资者１随α１变动的收益与风险变动情况
Ｆｉｇ．９Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｅｘｐｅｃｔｅｄｒｅｔｕｒｎａｎｄｒｉｓｋｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ１ｗｉｔｈｔｈｅｖａｌｕｅｏｆα１

图１０　投资者２随α１变动的收益与风险变动情况
Ｆｉｇ．１０Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｅｘｐｅｃｔｅｄｒｅｔｕｒｎａｎｄｒｉｓｋｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｆｏｒｉｎｖｅｓｔｏｒ２ｗｉｔｈｔｈｅｖａｌｕｅｏｆα１

图１１　考虑交易费用情形下投资者终端财富值的夏普比率值
Ｆｉｇ．１１ＴｈｅＳｈａｒｐｅｒａｔｉｏｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｗｉｔｈｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｃｏｓｔ
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表２　考虑交易费用情形下投资者终端财富值的收益－风险值
Ｔａｂｌｅ２Ｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｒｅｔｕｒｎａｎｄｒｉｓｋｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎａｌｗｅａｌｔｈｗｉｔｈｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｃｏｓｔ

Ｔ

投资者１ 投资者２

不考虑博弈 考虑博弈 不考虑博弈 考虑博弈

均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差

１ １．２３６６ ０．６３３４ １．７０９８ １．９００３ １．２３６６ ０．６３３４ １．５９１５ １．５８３６

２ １．４５７８ ０．９４１０ ２．３７３５ ２．８２２９ １．４５７８ ０．９４１０ ２．１４４６ ２．３５２４

３ １．６８４３ １．１５９３ ３．０５２９ ３．４７７９ １．６８４３ １．１５９３ ２．７１０８ ２．８９８３

４ １．８６４１ １．３５５９ ３．５９２３ ４．０６７７ １．８６４１ １．３５５９ ３．１６０３ ３．３８９８

５ ２．１１６１ １．５１７９ ４．３４８４ ４．５５３６ ２．１１６１ １．５１７９ ３．７９０３ ３．７９４７

６ ２．３２８６ １．６７１３ ４．９８５８ ５．０１４０ ２．３２８６ １．６７１３ ４．３２１５ ４．１７８３

７ ２．５４２６ １．８１９９ ５．６２７９ ５．４５９７ ２．５４２６ １．８１９９ ４．８５６６ ４．５４９８

８ ２．７７３２ １．９２７７ ６．３１９６ ５．７８３０ ２．７７３２ １．９２７７ ５．４３３０ ４．８１９２

９ ２．９８５１ ２．０４７４ ６．９５５３ ６．１４２３ ２．９８５１ ２．０４７４ ５．９６２８ ５．１１８６

１０ ３．１７２８ ２．１４１６ ７．５１８５ ６．４２４９ ３．１７２８ ２．１４１６ ６．４３２１ ５．３５４１

１１ ３．３６１９ ２．２５２１ ８．０８５６ ６．７５６３ ３．３６１９ ２．２５２１ ６．９０４７ ５．６３０３

１２ ３．６４０１ ２．３３４５ ８．９２０３ ７．００３６ ３．６４０１ ２．３３４５ ７．６００２ ５．８３６４

１３ ３．８７２４ ２．４５１１ ９．６１７２ ７．３５３４ ３．８７２４ ２．４５１１ ８．１８１０ ６．１２７９

１４ ４．０６７４ ２．５４５１ １０．２０２１ ７．６３５３ ４．０６７４ ２．５４５１ ８．６６８４ ６．３６２８

１５ ４．３０７５ ２．６４４６ １０．９２２５ ７．９３３７ ４．３０７５ ２．６４４６ ９．２６８８ ６．６１１４

１６ ４．５３１５ ２．７６０４ １１．５９４４ ８．２８１１ ４．５３１５ ２．７６０４ ９．８２８７ ６．９００９

１７ ４．６９５６ ２．７９６３ １２．０８６８ ８．３８８９ ４．６９５６ ２．７９６３ １０．２３９０ ６．９９０７

１８ ４．９７００ ２．９２６３ １２．９０９９ ８．７７８８ ４．９７００ ２．９２６３ １０．９２４９ ７．３１５７

１９ ５．２０２１ ２．９６３２ １３．６０６３ ８．８８９７ ５．２０２１ ２．９６３２ １１．５０５２ ７．４０８１

２０ ５．３６５４ ３．０７３２ １４．０９６２ ９．２１９５ ５．３６５４ ３．０７３２ １１．９１３５ ７．６８２９

　　由图１１和表２所得仿真结果可知，当投资市
场存在交易成本时，纳什均衡投资策略和传统策

略所对应的夏普比率值是相等的，纳什均衡投资

策略下的投资者更愿意去追求高收益－高风险的
投资组合，而传统策略下的投资者则相对保守些，

更愿意追求较低收益 －较低风险的投资组合，这
与图８和表１是保持一致的．此外，对比图８与图
１１和表１与表２的结果，可知相比于不考虑交易
费用情形，考虑交易费用情形下的投资者１与投
资者２所得终端收益对应的夏普比率值与期望值
都较低，而方差是相近的．其原因主要在于，当存
在市场摩擦时，投资策略在两个周期之间的调整

需要付出成本，从而导致投资者的实际收益降低．

５　结束语

在资产收益序列相依结构下考虑了投资者存

在相互影响的关系，基于多阶段投资组合优化理

论和纳什均衡博弈理论，利用相对绩效来刻画投

资者之间的竞争和攀比现象，以投资者的相对终

端财富的期望效用水平为优化目标，构建多阶段

投资组合博弈模型，利用动态规划方法，求出了纳

什均衡投资策略和相应值函数的解析表达式．此
外，采用累计经验分布函数和夏普比率等评价指

标，对纳什均衡投资策略与传统策略进行了仿真

比较，进一步阐述了多阶段投资组合博弈模型的

内在机理，并给出了纳什均衡投资策略的表现随

投资者的反应敏感系数的变化趋势．仿真结果表
明，传统的投资策略和纳什均衡投资策略具有相

同的夏普比率值，但是当考虑竞争对手的相对绩

效时，出于攀比的心态，投资者更愿意冒高风险

去追求高收益的投资组合，进而拉大自身与对

手之间的财富差距；投资者的反应敏感系数越

大，这一竞争投资行为越为明显．从理论上来
讲，多阶段博弈模型突破了传统的资产收益序

列独立的前提假设，得到了相应投资策略的精

确表达式，并且给出了纳什均衡投资策略与传

统投资策略的关系；从实际角度来讲，多阶段投
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资组合博弈模型有效地刻画了投资者之间的攀

比心态，能够较好的反映金融市场中投资者之

间的竞争关系，为投资者指定投资策略提供策

略指导．拓展研究可以做如下几方面：首先，在
多方博弈情形下，允许各个投资阶段都有新的

参与者或者退出者，此时投资者的攀比参照物

也会随之发生动态变化．另外，可以从市场出清
的角度来构建博弈模型，以此反映投资市场的

供求关系．以上拓展不仅对多阶段投资组合博
弈研究有理论意义，也可以为投资者提供更为

切实可行的多阶段投资策略．
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