
第 ２７ 卷第 ７ 期
２０２４ 年 ７ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 管　 理　 科　 学　 学　 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＭＡＮＡＧＥＭＥＮＴ ＳＣＩＥＮＣＥＳ ＩＮ ＣＨＩＮＡ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｖｏｌ． ２７ Ｎｏ． ７
Ｊｕｌ． ２０２４

ｄｏｉ：１０． １９９２０ ／ ｊ． ｃｎｋｉ． ｊｍｓｃ． ２０２４． ０７． ００１

多卡车与多无人机协同配送路径优化问题研究①
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摘要： 随着智能物流业的飞速发展，卡车和无人机协同运输系统在业界的探索性应用越来越

引起学界研究的重视． 本文研究了多卡车多无人机协同配送问题，以最小化系统的总成本为优

化目标，建立一个混合整数规划模型． 为了求解该模型，本研究还设计了一种基于列生成的求

解算法，以及基于变邻域搜索算法的加速算法改进策略，进一步缩短求解时间． 本研究通过大

量数值实验验证了所提模型的有效性和算法的有效性，另外还通过一些敏感性分析实验提出

了若干对实践有指导意义的管理启示．
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０　 引　 言

近年来随着智能物流、电子商务、快递行业的快

速发展，基于无人机的“最后一公里”配送系统设计

与应用受到了广泛关注． 尤其在 ２０１９ 年突发公共卫

生事件的背景下，无人化配送等无接触商业模式将

越来越被重视．与传统卡车配送相比，物流无人机有

如下优势： １）突破了道路限制，无人机的飞行线路

多为直线，比传统卡车的行驶路线短； ２）使用无人

机可以降低运营成本； ３）使用无人机可以缓解道路

拥堵，提高配送效率． 然而，无人机配送在应用中也

存在如下弊端： １）电池续航时间短，因此无法进行

更长距离的配送； ２）有效荷载较低，因此无人机配

送对货物的重量有较大限制； ３）容易受天气影响．
２０１４ 年 ＡＭＰ 公司和辛辛那提大学联合团队开

发了一种卡车和无人机协同送货系统，可以有效弥

补无人机配送中存在的上述缺陷［１］ ． 当一辆送货卡

车在运送货物给客户时，卡车上的无人机从卡车上

取一个包裹，运送给另一个客户，无人机送货过程

中，卡车继续前进配送货物给下一个客户． 无人机送

货后，在客户点返回到卡车上，不断重复此过程，实

现卡车和无人机协同配送，服务完所有客户． 图 １ 展

示了一个基于三种配送方式（单独使用卡车配送、单
独使用无人机配送、卡车与无人机协同配送）服务

１３ 个客户点的路线图以及亚马逊公司推出的卡车机

组．通过三种配送方式的路线图比较，多卡车多无人

协同配送系统提供了一种降低成本和提高物流配送

的效率的新方式新思路．
基于以上背景，本研究考虑了一辆卡车上只

搭载一架相对应的无人机的情况，即构成一个卡

车机组，对多卡车多无人机协同配送路径问题

（ｖｅｈｉｃｌｅ ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｒｕｃｋｓ ａｎｄ ｄｒｏｎｅｓ ｃｏｏｐ⁃
ｅｒａｔｉｖｅ ｄｅｌｉｖｅｒｙ，ＶＲＰＴＤ） 进行了研究． 针对该问

题，本研究建立了一种混合整数规划（ｍｉｘｅｄ ｉｎｔｅ⁃
ｇｅｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ， ＭＩＰ）模型对卡车和无人机配送

路径进行优化，设计并实现了基于列生成的求解

算法． 为了加快算法的求解速度，设计了变邻域搜

索算法（ｖａｒｉａｂｌｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｓｅａｒｃｈ，ＶＮＳ）来解决

子问题（ｐｒｉｃｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ，ＰＰ）． 最后，本研究通过数

值实验验证了所提模型的正确性和算法的有效

性，另外通过一些敏感性分析实验提出了若干对

实践有指导意义的管理启示．
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图 １． １　 只有卡车的配送路线

Ｆｉｇ １． １ Ｄｅｌｉｖｅｒｙ ｒｏｕｔｅｓ ｂｙ ｏｎｌｙ ｔｒｕｃｋｓ
图 １． ２　 只有无人机的配送路线

Ｆｉｇ １． ２ Ｄｅｌｉｖｅｒｙ ｒｏｕｔｅｓ ｂｙ ｏｎｌｙ ｄｒｏｎｅｓ

图 １． ３　 卡车和无人机协同的配送路线

Ｆｉｇ １． ３ Ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｄｅｌｉｖｅｒｙ ｒｏｕｔｅｓ ｂｙ ｔｒｕｃｋｓ ａｎｄ ｄｒｏｎｅｓ
图 １． ４　 卡车机组

Ｆｉｇ １． ４ Ｔｒｕｃｋ ｇｒｏｕｐｓ

图 １　 多卡车多无人机协同配送示意图

Ｆｉｇ． １ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｔｒｕｃｋｓ ａｎｄ ｄｒｏｎｅｓ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｄｅｌｉｖｅｒｙ

１　 文献综述

本研究所涉及的核心科学问题本质上是车辆

路径问题（ｖｅｈｉｃｌｅ ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ，ＶＲＰ），它是由

Ｄａｎｔｚｉｇ 和 Ｒａｍｓｅｒ 于 １９５９ 年首次提出的［２］ ． ＶＲＰ
是一个复杂的组合优化问题，本文所研究的

ＶＲＰＴＤ 是 ＶＲＰ 的一个新变体． 根据卡车数量的

不同，卡车无人机合作配送的研究可分为两大类：
一类是使用单辆卡车的无人机旅行商问题（ ｔｒａｖｅ⁃
ｌｉｎｇ ｓａｌｅｓｍａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｄｒｏｎｅｓ，ＴＳＰ⁃Ｄ），另一类

是使用多辆卡车的无人机车辆路径问题（ ｖｅｈｉｃｌｅ
ｒｏｕｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｄｒｏｎｅｓ， ＶＲＰ⁃Ｄ），本研究的

ＶＲＰＴＤ 属于 ＶＲＰ⁃Ｄ 的一种特定情况．
１． １　 单卡车单无人机配送

以时间为优化目标： Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［３］ 最早对

无人机与传统的送货卡车协作来分配包裹进行研

究，以最小化车辆返回到仓库的时间为目标，建立

了 ＭＩＰ 模型，并设计了启发式算法求解此问题．

Ｃａｒｌｓｓｏｎ 和 Ｓｏｎｇ［１］以卡车和无人机完成路线并返

回仓库的时间最小化为目标，并将欧几里得平面

理论分析与道路网络的实时数值模拟相结合．
Ｐｏｉｋｏｎｅｎ 等［４］采用分支定界法求解 ＴＳＰ⁃Ｄ 问题．
基于 Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［３］ 提出的问题，ｄｅ Ｆｒｅｉｔａｓ 和

Ｐｅｎｎａ［５］提出了一种基于变邻域搜索的混合广义

变邻域搜索启发式算法解决 ＴＳＰ⁃Ｄ 问题，并通过

数值实验验证了卡车和无人机协同配送模式对于

最后一英里包裹递送是有效的． Ｂｏｃｃｉａ 等［６］ 以配

送时间最小化为目标，建立了模型并设计了一个

列和行生成算法进行求解． Ｒｏｂｅｒｔｉ 和 Ｒｕｔｈｍａｉｒ［７］

以总时间最小化为目标，建立了混合整数线性规

划模型并设计了一个精确的分支定价算法进行

求解．
以成本为优化目标：在物流活动中成本也是

管理者关心的优化目标，除了以配送完成的时间

最小化为目标外，一些研究从成本角度进行了优

化研究． Ａｇａｔｚ 等［８］ 基于局部搜索和动态规划，开
发了几种求解 ＴＳＰ⁃Ｄ 的启发式算法． 实验结果表
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明，与卡车运输相比，卡车与无人机的协同运输可

以节省大量的费用． Ｈａ 等［９］ 为解决 ＴＳＰ⁃Ｄ 问题，
以运营成本最小化为目标，建立了 ＭＩＰ 模型并提

出了两种启发式方法． Ｖáｓｑｕｅｚ 等［１０］ 针对 ＴＳＰ⁃Ｄ
问题，建立了一种新的两阶段 ＭＩＰ 模型，并设计

了基于 ｂｅｎｄｅｒ⁃ｔｙｐｅ 分解算法的精确求解方法．
以时间和成本为优化目标：一些研究同时考

虑运营成本和完成时间的优化目标，对单卡车和

单无人机合作配送进行了多目标建模研究，以此

来得到一个折中的解决方案． Ｏｍａｇａｒｉ 和 Ｈｉｇａｓｈｉ⁃
ｎｏ［１１］将无人机配送问题定义为一个约束多目标

优化问题． 针对该问题提出了“基于临时理想点

的方法”． Ｗａｎｇ 等［１２］ 考虑 ＴＳＰ⁃Ｄ 的多目标性，讨
论了同时考虑时间和成本的双目标 ＴＳＰ⁃Ｄ 问题，
提出了一种改进的非支配排序遗传算法． 根据

Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［３］、Ｈａ 等［９］与 ｄｅ Ｆｒｅｉｔａｓ 和 Ｐｅｎｎａ［５］

的实例集，Ｈａ 等［１３］为解决 ＴＳＰ⁃Ｄ 问题，在最小化

运营成本和最小化时间目标下，提出了将遗传算

法和局部搜索技术结合的混合遗传算法．
１． ２　 单卡车多无人机配送

在前面单卡车单无人机配送问题的基础

上，一些学者开始开展单卡车多无人机问题研

究． Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｒａｊ［１４］ 研究了一辆送货卡车和一

组不同的无人机相互协调配送包裹，以最小化

返回仓库的时间为目标，建立了 ＭＩＰ 模型，并设

计了三阶段启发式求解方法． Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［３］将

除了研究单卡车和单无人机问题，还同时研究

了单卡车多无人机合作配送包裹问题，建立了

以最小化卡车和无人机返回到仓库的时间为目

标的 ＭＩＰ 模型，并设计了启发式算法求解问题．
Ｐｏｉｋｏｎｅｎ 和 Ｇｏｌｄｅｎ［１５］放宽了之前文献中经常出

现的一些约束，考虑了一辆卡车上搭载多架无

人机的情况，以最小化时间为目标并设计了一

种启发式算法进行求解． Ｇｏｍｅｚ⁃Ｌａｇｏｓ 等［１６］ 对一

辆卡车上搭载多架无人机进行了研究，建立了

混合整数线性规划模型并设计了元启发式算法

进行求解．
１． ３　 多卡车多无人机配送

随着客户点的增加，客户需求总和可能超过

一辆卡车的载重量，因此需要增加卡车的数量，多
辆卡车同时运行，从而减少总服务时间． Ｗａｎｇ
等［１７］考虑 ｍ 辆卡车携带的 ｍ 架无人机与 ｎ 辆独

立的无人机一起将包裹配送给客户的情况，提
出了一种混合卡车无人机交付算法． Ｓａｃｒａｍｅｎｔｏ
等［１８］研究了每辆卡车上运载一架无人机的 ＶＲ⁃
ＰＤ 问题，以最小化行驶成本为目标，建立了 ＭＩＰ
模型，并提出了一种自适应大邻域搜索元启发式

算法． Ｗａｎｇ 和 Ｓｈｅｕ［１９］ 提出了 ＭＩＰ 模型，并设计

了一个分支定价算法． 朱晓宁等［２０］ 针对多卡车

搭载无人机车辆路径问题，考虑了区域限制，建
立了区域限制下的混合整数规划模型，设计了

一种结合最短路算法和紧急搜索算法的混合

算法．
１． ４　 文献综述小结

基于 Ｍｕｒｒａｙ 和 Ｃｈｕ［３］、Ｓａｃｒａｍｅｎｔｏ 等［１８］与 Ｗａｎｇ
和 Ｓｈｅｕ［１９］等的研究，本研究对 ＶＲＰ⁃Ｄ 问题进行

了更加深入地研究． 本研究扩展了 Ｍｕｒｒａｙ 和

Ｃｈｕ［３］ 的 ＦＳＴＳＰ 问题， 同时放宽了 Ｓａｃｒａｍｅｎｔｏ
等［１８］的一些假设和约束，提出了以系统总成本

（行驶成本、等待成本和固定成本）为优化目标的

ＭＩＰ 模型，并设计了一种既能最大程度上保证精

度又能保证求解速度的基于列生成的求解算法，
通过数值实验验证了所提 ＭＩＰ 模型的有效性和

列生成算法的有效性，另外还通过一些敏感性分

析实验提出了若干对实践有指导意义的管理

启示．

２　 问题描述

本研究对多辆卡车与多架无人机协同完成包

裹配送任务进行研究． 当一辆送货卡车在不同的

客户地点间运送货物时，卡车上的无人机从卡车

上取一个包裹，运送给另一个客户，在无人机送货

的过程中，卡车继续前进配送货物给下一个客户．
无人机送货后，在客户点返回到卡车上，不断重复

此过程，实现多辆卡车和无人机协同配送，服务完

所有客户的配送任务． 无人机的发射和回收对技

术和空间的要求更高，以目前的技术和空间水平，
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假设一辆卡车配备最多一架无人机． 卡车与无人

机协同配送系统适用于乡村送货和城市宽阔道路

的送货．
本研究的 ＶＲＰＴＤ 问题可描述为：给定有送货

需求的客户集合 Ｎｃ ，客户 ｉ 所需的货物的重量为

ｑｉ ． 仓库里有 Ｋ 个卡车机组，每辆卡车都有一

架无人机协同工作，无人机 ｋ 必须在卡车 ｋ 上起

飞和回收． 卡车容量始终不超过 ｍＫ ，无人机容量

不超过 ｍＤ ． 卡车在节点 ｉ 和 ｊ 之间的行驶时间是

ｔｋｉｊ ，无人机在节点 ｉ 和 ｊ 之间的飞行时间是 ｔＤｉｊ ． 无
人机的飞行耐力以时间为单位进行度量，用参数

ｅＤ 表示． 无人机飞行路线可以用三元组（ ｉ， ｊ， ｈ）
来表示，Ｆ 代表所有可能的元组的集合． Ｆ ＝ ｛（ ｉ，
ｊ， ｈ） ｜ ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈ ｛Ｎｃ：ｊ ≠ ｉ｝，ｈ ∈ ｛Ｎ ＋：ｈ ≠ ｊ，
ｈ ≠ ｉ，ｔＤｉｊ ＋ ｔＤｊｈ ≤ ｅＤ｝｝ ． Ｎ０ 和 Ｎ ＋ 分别是路网中车

辆可以离开和进入的所有节点的集合． 另外， ｓＫ

和 ｓＤ 分别是单位时间内一辆卡车和一架无人机

的运输成本， ｓＷ 是单位时间内的等待成本， ｓＧ 是

每个卡车机组的固定成本．
本研究以系统总成本最小化为目标，建立

了一个求解 ＶＲＰＴＤ 的 ＭＩＰ 模型，此模型对启动

的卡车机组的数量和卡车机组的路线进行了优

化，由于不是所有的卡车机组都需要启动，因此

在变量中加入了卡车机组 ｋ 的维度．
本研究的一些基本假设如下：
１）一辆卡车上搭载一架无人机，无人机的速

度大于卡车的速度，而且每辆卡车和每架无人机

都是同质的；
２）无人机只能在卡车停在客户节点或仓库

时离开并返回卡车． 不考虑无人机发射和返回卡

车在同一客户点；
３）无人机采用更换电池的充电模式，卡车上

的电池足够无人机使用． 无人机更换电池的时间

可以忽略不计；
４）与运输时间相比，卡车司机准备发射无人

机并接收无人机返回卡车的时间非常短，可以忽

略不计；
５）假设每个客户点处有适合无人机降落和

起飞的空间，由于无人机在空中悬停的耗电量远

大于无人机启动的耗电量，所以假设无人机在客

户点等待卡车的时间内，无人机处于关闭状态，无
等待成本．

３　 模型建立

本节详细介绍了针对 ＶＲＰＴＤ 问题用于优

化卡车和无人机的路线的 ＭＩＰ 模型及其定义

的参数和变量 ． 定义的决策变量与卡车机组 ｋ
关联，因此建立的 ＭＩＰ 模型不仅适用于卡车机

组同质的情况，也适用于卡车机组存在差异化

的情况 ．
３． １　 符号说明

３． １． １　 索引和集合

Ｋ　 卡车和无人机集合，下标为 ｋ
Ｎ　 所有节点集合， Ｎ ＝ ｛０，１，２，…，ｎ，ｎ ＋ １｝，０

和 ｎ ＋ １ 表示同一个仓库，下标为 ｉ， ｊ， ｈ
Ｎｃ 　 所有客户点集合，Ｎｃ ＝ Ｎ ∕｛０，ｎ ＋ １｝ ＝

｛１，２…，ｎ｝
Ｎ０ 　 路网中车辆可以离开的所有节点的集合，

Ｎ０ ＝ Ｎ ∕｛ｎ ＋ １｝ ＝ ｛０，１，２，…，ｎ｝
Ｎ ＋ 　 路网中车辆可以进入的所有节点的集合，

Ｎ ＋ ＝ Ｎ ／ ｛０｝ ＝ ｛１，２，…，ｎ，ｎ ＋ １｝
Ｆ　 无人机的所有可能路径集合， （ ｉ， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ，

ｉ ∈ Ｎ０，ｊ ∈ ｛Ｎｃ：ｊ ≠ ｉ｝，ｈ ∈ ｛Ｎ ＋：ｈ ≠ ｊ，ｈ ≠
ｉ，ｔＤｉｊ ＋ ｔＤｊｈ ≤ ｅＤ｝

３． １． ２　 参数

ｅＤ 　 无人机的最长飞行时间

ｔＫｉｊ 　 卡车从节点 ｉ 到节点 ｊ 的行驶时间

ｔＤｉｊ 　 无人机从节点 ｉ 到节点 ｊ 的飞行时间

ｑｉ 　 客户 ｉ 所需配送的货物的重量

ｍＫ 　 卡车的最大载重量

ｍＤ 　 无人机的最大载重量

ｓＫ 　 单位时间内一辆卡车的运输成本

ｓＤ 　 单位时间内一架无人机的运输成本

ｓＷ 　 单位时间内卡车的等待成本

ｓＧ 　 每个卡车机组的固定成本

Ｍ 　 一个足够大的正数

３． １． ３　 决策变量

αｉｊｋ 　 如果卡车 ｋ 从节点 ｉ出发后紧接着到达节点
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ｊ ，则为 １，否则为 ０
βｉｊｈｋ 　 如果卡车 ｋ 上的无人机从节点 ｉ 发射，紧接

着服务客户 ｊ ，紧接着在客户点 ｈ 与卡车会

合则为 １；否则为 ０
μｉｋ 　 节点 ｉ 在卡车 ｋ 路径上的位置

γｉｊｋ 　 如果卡车 ｋ 在访问客户 ｊ 之前访问客户 ｉ ，
则为 １；否则为 ０

τＫ
ｉｋ 　 卡车 ｋ 到达节点 ｉ 的时间

τＤ
ｉｋ 　 卡车 ｋ 上的无人机到达节点 ｉ 的时间

ρｉｋ 　 卡车 ｋ 和卡车 ｋ 上的无人机到达节点 ｉ 的最

大时间

εｋ 　 如果卡车 ｋ 和卡车 ｋ 上的无人机被使用， 则

为 １，否则为 ０
３． ２　 ＶＲＰＴＤ 数学模型

基于上述参数与变量定义，建立 ＭＩＰ 模型

Ｍｉｎ{∑
ｋ∈Ｋ

ｓＫ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎ＋

ｔＫｉｊ αｉｊｋ ＋

∑
ｋ∈Ｋ

ｓＤ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎｃ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｔＤｉｊ ＋ ｔＤｊｈ） βｉｊｈｋ ＋

∑
ｋ∈Ｋ

ｓＷ τＫ
ｎ＋１，ｋ －∑

ｉ∈Ｎ０
∑
ｊ∈Ｎ＋

ｔＫｉｊ αｉｊｋ( )＋∑
ｋ∈Ｋ

ｓＧεｋ } （１）

ｓ． ｔ．

∑
ｊ∈Ｎ＋

α０ｊｋ ＝ １ ∀ｋ ∈ Ｋ （２）

∑
ｉ∈Ｎ０

αｉ，ｎ＋１，ｋ ＝ １ ∀ｋ ∈ Ｋ （３）

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

αｉｊｋ ＝ ∑
ｈ∈Ｎ＋
ｈ≠ｊ

αｊｈｋ ≤１ ∀ｊ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ （４）

∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ ≤１ ∀ｊ ∈ Ｎｃ （５）

∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｊ∈Ｎｃ
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ ≤１ ∀ｉ ∈ Ｎ０ （６）

∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

∑
ｊ∈Ｎｃ

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ ≤１ ∀ｈ ∈ Ｎ＋ （７）

∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

αｉｊｋ ＋∑
ｋ∈Ｋ

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ ＝１ ∀ｊ∈Ｎｃ （８）

２ βｉｊｈｋ ≤∑
ｊ１∈Ｎ０
ｊ１≠ｉ

αｊ１ｉｋ ＋ ∑
ｉ１∈Ｎｃ
ｉ１≠ｈ

αｉ１ｈｋ ∀ｉ ∈ Ｎｃ，

ｋ∈Ｋ， ｊ∈｛Ｎｃ：ｉ ≠ ｊ｝， ｈ∈｛Ｎ＋：（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ｝
（９）

β０ｊｈｋ ≤∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

αｉｈｋ ∀ｊ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ，

　 　 ｈ ∈｛Ｎ＋：（０， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ｝ （１０）

τＤ
ｉｋ ≥ ρｉｋ － Ｍ (１ － ∑

ｊ∈Ｎｃ
ｊ≠ｉ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )

　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｋ ∈ Ｋ （１１）

τＫ
ｉｋ ≥ ρｉｋ － Ｍ (１ － ∑

ｊ∈Ｎｃ
ｊ≠ｉ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )

　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｋ ∈ Ｋ （１２）

τＫ
ｈｋ ≥ ρｈｋ － Ｍ (１ － ∑

ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

∑
ｊ∈Ｎｃ

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )

　 　 　 ∀ｈ ∈ Ｎ＋，ｋ ∈ Ｋ （１３）

τＤ
ｈｋ ≥ ρｈｋ － Ｍ (１ － ∑

ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

∑
ｊ∈Ｎｃ

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )

　 　 　 ∀ｈ ∈ Ｎ＋， ｋ ∈ Ｋ （１４）

μｈｋ － μｉｋ ≥１ － （ｎ ＋ ２） (１ － ∑
ｊ∈Ｎｃ

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )

　 　 ∀ｉ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ，ｈ ∈｛Ｎ＋：ｈ ≠ ｉ｝ （１５）
μｉｋ － μｊｋ ＋ １ ≤ （ｎ ＋ ２）（１ － αｉｊｋ）
　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０，ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈｛Ｎ＋：ｊ ≠ ｉ｝ （１６）
μｉｋ － μｊｋ ≥１ － （ｎ ＋ ２） γｉｊｋ ∀ｉ ∈ Ｎｃ，
　 　 　 ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈｛Ｎｃ：ｊ ≠ ｉ｝ （１７）
μｉｋ － μｊｋ ≤－ １ ＋ （ｎ ＋ ２）（１ － γｉｊｋ）
　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝ （１８）
γｉｊｋ ＋ γｊｉｋ ＝ １ ∀ｉ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ，
　 　 　 ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝ （１９）

τＤ
ｉ２ｋ≥τＤ

ｈ１ｋ －Ｍ (３ － ∑
ｊ１∈Ｎｃ
ｊ１≠ｉ２

（ｉ１，ｊ１，ｈ１）∈Ｆ

βｉ１ｊ１ｈ１ｋ －

　 　 ∑
ｊ２∈Ｎｃ
ｊ２≠ｉ１
ｊ２≠ｈ１
ｊ２≠ｉ２

∑
ｈ２∈Ｎ＋

（ｉ２，ｊ２，ｈ２）∈Ｆ
ｈ２≠ｉ１
ｈ２≠ｈ１

βｉ２ｊ２ｈ２ｋ －γｉ１ｉ２ｋ ) ∀ ｉ１∈Ｎ０，

　 　 ｈ１∈｛Ｎ＋：ｈ１≠ｉ１｝，ｉ２ ∈｛Ｎｃ： ｉ２ ≠ ｉ１，
　 　 ｉ２ ≠ ｈ１｝，ｋ ∈ Ｋ （２０）
τＫ
ｊｋ ≥ τＫ

ｉｋ ＋ ｔＫｉｊ － Ｍ（１ － αｉｊｋ） ∀ｉ ∈ Ｎ０，
　 　 　 ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈｛Ｎ＋： ｊ ≠ ｉ｝ （２１）

τＤ
ｊｋ ≥ τＤ

ｉｋ ＋ ｔＤｉｊ － Ｍ (１ － ∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )
　 　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ，
　 　 ｋ ∈ Ｋ， ｉ ∈｛Ｎ０： ｉ ≠ ｊ｝ （２２）

τＤ
ｈｋ ≥ τＤ

ｊｋ ＋ ｔＤｊｈ － Ｍ (１ － ∑
ｉ∈Ｎ０

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈｋ )

　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ，ｈ ∈｛Ｎ＋：ｈ ≠ ｊ｝ （２３）
τＤ
ｈｋ － τＤ

ｊｋ ＋ ｔＤｉｊ ≤ ｅＤ ＋ Ｍ（１ － βｉｊｈｋ） ∀ｈ ∈ Ｎ＋，
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　 ｋ∈Ｋ， ｊ∈｛Ｎｃ：ｊ ≠ ｈ｝，ｉ∈｛Ｎ０：（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ｝
（２４）

τＤ
ｈｋ － τＤ

ｉｋ ≤ ｅＤ ＋ Ｍ（１－βｉｊｈｋ） ∀ｈ∈Ｎ＋，ｋ∈Ｋ，
　 ｊ∈｛Ｎｃ：ｊ ≠ ｈ｝， ｉ∈｛Ｎ０：（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ｝ （２５）

∑
ｉ∈Ｎｃ

∑
ｊ∈Ｎ０

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｊ， ｉ， ｈ）∈Ｆ

ｑｉβｊｉｈｋ ＋ ∑
ｉ∈Ｎｃ

∑
ｊ∈Ｎ０

ｑｉαｊｉｋ ≤ ｍＫ

　 　 　 ∀ｋ ∈ Ｋ （２６）

ｑｉ∑
ｊ∈Ｎ０

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｊ， ｉ， ｈ）∈Ｆ

βｊｉｈｋ ≤ ｍＤ∀ｉ ∈ Ｎｃ，ｋ ∈ Ｋ （２７）

εｋ ≥ αｉｊｋ ∀ｉ ∈ Ｎ０，ｋ ∈ Ｋ， ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝

（２８）
εｋ ≥ βｉｊｈｋ ∀ｈ ∈ Ｎ＋，ｋ ∈ Ｋ，ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｈ｝，
　 　 　 ｉ ∈｛Ｎ０：（ｉ， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ｝ （２９）

τＫ
０ｋ ＝ ０ ∀ｋ ∈ Ｋ （３０）

τＤ
０ｋ ＝ ０ ∀ｋ ∈ Ｋ （３１）
γ０ｊｋ ＝ １ ∀ｊ ∈ Ｎｃ， ｋ ∈ Ｋ （３２）

ρｉｋ ≥ τＤ
ｉｋ ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｋ ∈ Ｋ （３３）

ρｉｋ ≥ τＫ
ｉｋ ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｋ ∈ Ｋ （３４）

ρｈｋ ≥ τＤ
ｈｋ ∀ｈ ∈ Ｎ＋， ｋ ∈ Ｋ （３５）

ρｈｋ ≥ τＫ
ｈｋ ∀ｈ ∈ Ｎ＋， ｋ ∈ Ｋ （３６）

１ ≤ μｉｋ ≤ ｎ ＋ ２ ∀ｉ ∈ Ｎ＋， ｋ ∈ Ｋ （３７）

τＫ
ｉｋ ≥０ ∀ｉ ∈ Ｎ， ｋ ∈ Ｋ （３８）

τＤ
ｉｋ ≥０ ∀ｉ ∈ Ｎ， ｋ ∈ Ｋ （３９）
αｉｊｋ ∈｛０，１｝ ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈ Ｎ＋， ｋ ∈ Ｋ （４０）
βｉｊｈｋ ∈｛０，１｝ ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈ Ｎｃ， ｋ ∈ Ｋ，
　 　 　 ｈ ∈｛Ｎ＋： （ｉ， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ｝ （４１）
εｋ ∈｛０，１｝ ∀ｋ ∈ Ｋ （４２）
γｉｊｋ∈｛０，１｝ ∀ｉ∈Ｎｃ， ｋ ∈ Ｋ，
　 　 　 ｊ∈｛Ｎｃ： ｉ ≠ ｊ｝ （４３）
ρｉｋ ≥０ ∀ｉ ∈ Ｎ， ｋ ∈ Ｋ （４４）
目标函数（１）是总成本最小化，总成本包括

了卡车机组的固定成本、卡车的运输成本、无人

机的运输成本和等待成本． 约束（２）和约束（３）
保证了每辆卡车从仓库出发，最终返回仓库．
约束（４）确保了每个客户最多由一辆卡车服务

一次． 约束（５）要求每个客户最多由一架无人机

服务． 约束（６）表明在某一特定节点 ｉ 最多有一

架无人机从该点发射一次． 约束（７）表示在某一

特定节点 ｊ ，最多有一架无人机在该点和卡车会

合． 约束 （８） 确保每个客户都需要得到服务．
约束（９）说明如果无人机 ｋ 从节点 ｉ 发射，并在

节点 ｈ 与卡车 ｋ 会合，则必须将节点 ｉ 和 ｈ 分配

给卡车 ｋ ． 约束（１０）指出如果无人机 ｋ 从仓库

发射，并在节点 ｈ 与卡车 ｋ 会合，则必须将节点

ｈ 分配给卡车 ｋ ． 约束（１１）和约束（１２）要求无人

机发射时间需要与卡车到达发射点的时间相协

调． 约束（１３）和约束（１４）要求无人机收回时间需

要与卡车到达收回点的时间相协调． 在约束（１５）
中，如果无人机 ｋ 从节点 ｉ发射并在节点 ｈ 与卡车

ｋ 会合，则卡车 ｋ 必须在节点 ｈ 之前访问 ｉ ．
约束（１６）防止卡车路径存在回路． 约束（１７）至

约束（１９）确定了 γｉｊｋ 的值． 约束（２０）要求无人机

ｋ 下一次从点 ｉ２ 发射的时间要晚于上一次收回点

ｉ１ 的时间． 约束（２１）保证了卡车 ｋ 到达节点 ｉ 的
时间，约束（２２）至约束（２３）约束了无人机 ｋ 到达

节点 ｊ 和节点 ｈ 的时间，约束（２４）和约束（２５）保
证了无人机的最大飞行时间． 在约束（２６）中，卡
车 ｋ 和无人机 ｋ 组成一条路线，每条路线上的客

户所需配送的货物的总重量不大于服务该路线的

卡车 ｋ 的最大承载量． 约束（２７）规定了无人机服

务的每个客户所需的货物重量不能超过无人机的

最大承载量． 约束（２８）和约束（２９）声明是否使用

了卡车 ｋ 和无人机 ｋ ． 约束（３０）和约束（３１）表

明，卡车 ｋ 和无人机 ｋ 从仓库出发的时间为零．
约束（３２）规定了卡车 ｋ 必须从仓库出发． 约束

（３３）和约束（３４）保证无人机离开发射节点 ｉ 时
间应是卡车 ｋ 到达节点 ｉ 的时间和无人机 ｋ 到达

节点 ｉ 的时间的最大值． 约束（３５）和约束（３６）确
保无人机离开回收节点 ｈ 的时间应是卡车 ｋ 到达

节点 ｈ 的时间和无人机 ｋ 到达节点 ｈ 的时间的最

大值． 约束（３７）至约束（４４）定义了决策变量．

４　 基于列生成的求解算法

当 ＶＲＰＴＤ 问题规模较大时，ＣＰＬＥＸ 可能无

法直接求解模型，由此本研究设计了适合的算法

进行求解． 在针对大规模整数规划模型求解算法
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研究领域中，列生成算法广泛应用于各类调度问

题［２１ － ２３］ ． 本研究基于列生成算法的方法论和算法

加速策略，设计了一种既能最大程度上保证精度

又能保证求解速度的求解算法．
４． １　 集合划分模型

在本 节 中， 通 过 Ｄａｎｔｚｉｇ⁃Ｗｏｌｆｅ 分 解［２１］ 将

ＶＲＰＴＤ 构造成一个集合划分模型，即集合划分主

问题（ ｓｅｔ⁃ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍａｓｔｅｒ ｍｏｄｅｌ， ＭＰ）． 由于本

研究中所有无人机组均相同，因此，Ｒ 定义为卡车

机组所有可能路径的集合． 对于每一个可行的路

线 ｒ ∈ Ｒ ，设置以下参数：
ｘｉｊｒ 　 如果在路线 ｒ中卡车从节点 ｉ∈Ｎ０ 出发后紧

接着到达节点 ｊ 则为 １，否则为 ０
ｙｉｊｈｒ 　 如果在路线 ｒ 中无人机从节点 ｉ 发射，紧接

着服务客户 ｊ ，紧接着在客户点 ｈ 与卡车会合则

为 １，否则为 ０
τＫ
ｎ＋１，ｒ 　 浮点型参数，在路线 ｒ 中卡车到达节点 ｉ

的时间

λｒ 　 如果在路线 ｒ 中卡车机组被启用并服务客户

点则为 １，否则为 ０
对于每个路线 ｒ ， ｃｒ 被定义为路线 ｒ 的成本，

定义 ξｒ 是 ０ － １ 决策变量，如果路线 ｒ选择则为 １，
否则为 ０． 基于以上分析，建立了 ＶＲＰＴＤ 的集合

划分模型如下．

［ＭＰ］　 Ｍｉｎ∑
ｒ∈Ｒ

ｃｒ ξｒ （４５）

ｓ． ｔ．

∑
ｒ∈Ｒ

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

ｙｉｊｈｒξｒ ＋∑
ｒ∈Ｒ

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

ｘｉｊｒξｒ ＝１

　 　 　 　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ （４６）

∑
ｒ∈Ｒ

ξｒ ＝ Ｋ （４７）

ｃｒ ＝ｓＫ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎ＋

ｔＫｉｊ ｘｉｊｒ ＋ ｓＤ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎｃ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｔＤｉｊ ＋ｔＤｊｈ） ｙｉｊｈｒ＋

ｓＧλｒ ＋ｓＷ (τＫ
ｎ＋１，ｒ －∑

ｉ∈Ｎ０
∑
ｊ∈Ｎ＋

ｔＫｉｊ ｘｉｊｒ )∀ｒ∈Ｒ （４８）

ξｒ ∈｛０，１｝ ∀ｒ ∈ Ｒ （４９）
目标函数（４５）最小化方案中使用的路线的

总成本． 约束（４６）确保所有客户都需要得到服

务． 约束（４７）规定方案中选择 Ｋ 条路线，每个

卡车机组只能选择一条路线． 约束（４８）是成本的

计算公式． 约束（４９）定义了决策变量．

４． ２　 限制性主问题

由于所有路径都包含在 ＭＰ 中，所以 ＭＰ 的

求解时间会随着问题规模的增大而指数增长，因
此 ＭＰ 的整数解很难直接求解． 为了找到最优解，
有必要将 ＭＰ 问题松弛为限制性主问题（ ｒｅｓｔｒｉｃｔ⁃
ｅｄ ｍａｓｔｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍ， ＲＭＰ）．

首先，对 ＭＰ 的决策变量 ξｒ 进行线性松弛，构
造线性主问题 （ ｌｉｎｅａｒ ｍａｓｔｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍ，ＬＭＰ）． 其
次，ＬＭＰ 中包含很多路径方案，当规模很大时，求
解时间也很长． 因此，在求解 ＬＭＰ 时仅考虑部分

路径方案 Ｒ′ ⊆ Ｒ ，构造更加易于求解的 ＲＭＰ．
ＲＭＰ 可表示如下．

［ＲＭＰ］　 Ｍｉｎ∑
ｒ∈Ｒ′

ｃｒ ξｒ （５０）

ｓ． ｔ．

∑
ｒ∈Ｒ′

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

ｙｉｊｈｒｋ ξｒ ＋

∑
ｒ∈Ｒ′

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

ｘｉｊｒ ξｒ ＝ １

　 　 　 　 　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ （５１）

∑
ｒ∈Ｒ′

ξｒ ＝ Ｋ （５２）

ｃｒ ＝ ｓＫ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎ ＋

ｔＫｉｊ ｘｉｊｒ ＋ ｓＤ ×

　 　 ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎｃ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｔＤｉｊ ＋ ｔＤｊｈ） ｙｉｊｈｒ ＋ ｓＧ λｒ ＋

　 　 　 　 ｓＷ (τＫ
ｎ＋１，ｒ －∑

ｉ∈Ｎ０
∑
ｊ∈Ｎ ＋

ｔＫｉｊ ｘｉｊｒ ) ∀ｒ∈Ｒ′ （５３）

ξｒ ≥０ ∀ｒ ∈ Ｒ′ （５４）
目标函数（５０）最小化方案中使用的路线的

总成本． 约束（５１）确保所有客户都需要得到服

务． 约束（５２）规定方案中选择 Ｋ 条路线，每个

卡车机组只能选择一条路线． 约束（５３）是成本的

计算公式． 约束（５４）定义了决策变量．
在每次迭代过程中，ＲＭＰ 的对偶变量被当作

输入参数加入到子问题中去，用于生成新的可行

路径． 这些对偶变量定义如下：
πｊ 　 与约束（５１） 对应的对偶变量，∀ｊ ∈ Ｎｃ

π０ 　 与约束（５２） 对应的对偶变量

４． ３　 子问题

子问题（ｐｒｉｃｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ，ＰＰ）的目的是获得检

验数为负的可行路线方案． 在列生成的每次迭代

中，需要解决 Ｋ 个子问题，一个问题对应一个

卡车机组，并生成一个可行的路线规划． 将 ３． １ 的
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变量去掉 ｋ 维度，得到子问题需要的决策变量：
αｉｊ 、 βｉｊｈ 、 ε 、 μｉ 、 γｉｊ 、 τＫ

ｉ 、 τＤ
ｉ 和 ρｉ ，变量说明同

３． １ 变量去掉 ｋ 维度后的说明．
每个卡车机组的 ＰＰ 数学模型如下．

［ＰＰ］　 Ｍｉｎ σｋ ＝ ｃｒ －∑
ｊ∈Ｎｃ

(∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

αｉｊ ＋

　 　 　 　 　 ∑
ｉ∈Ｎ０

ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ ) πｊ － π０ （５５）

ｓ． ｔ．

∑
ｊ∈Ｎ ＋

α０ｊ ＝ １ （５６）

∑
ｉ∈Ｎ０

αｉ，ｎ＋１ ＝ １ （５７）

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

αｉｊ ＝∑
ｈ∈Ｎ ＋
ｈ≠ｊ

α ｊｈ≤１ ∀ｊ∈Ｎｃ （５８）

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ≤１ ∀ｊ∈Ｎｃ （５９）

∑
ｊ∈Ｎｃ
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ ≤１ ∀ｉ ∈ Ｎ０ （６０）

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

∑
ｊ∈Ｎｃ

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ ≤１ ∀ｈ ∈ Ｎ ＋ （６１）

∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

αｉｊ ＋ ∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｊ

∑
ｈ∈Ｎ ＋

（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ ≤１ ∀ｊ ∈ Ｎｃ （６２）

２ βｉｊｈ ≤ ∑
ｊ１∈Ｎ０
ｊ１≠ｉ

α ｊ１ｉ ＋ ∑
ｉ１∈Ｎｃ
ｉ１≠ｈ

αｉ１ｈ ∀ｉ ∈ Ｎｃ，

　 ｊ∈｛Ｎｃ：ｉ ≠ ｊ｝，ｈ∈｛Ｎ ＋：（ ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ｝
（６３）

β０ｊｈ≤∑
ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

αｉｈ ∀ｊ∈Ｎｃ，ｈ∈｛Ｎ＋：（０， ｊ， ｈ）∈Ｆ｝

（６４）
τＤ
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ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ( ) ∀ｉ ∈ Ｎ０

（６６）
τＫ
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ｉ≠ｈ
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（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ( ) ∀ｈ ∈ Ｎ＋

（６７）
τＤ
ｈ ≥ ρｈ － Ｍ １ － ∑

ｉ∈Ｎ０
ｉ≠ｈ

∑
ｊ∈Ｎｃ

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ( ) ∀ｈ ∈ Ｎ＋

（６８）
μｈ － μｉ ≥１ － （ｎ ＋ ２） １ － ∑

ｊ∈Ｎｃ
（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ( )

　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎｃ， ｈ ∈｛Ｎ＋：ｈ ≠ ｉ｝ （６９）
μｉ － μｊ ＋ １ ≤ （ｎ ＋ ２）（１ － αｉｊ）
　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈｛Ｎ＋： ｊ ≠ ｉ｝ （７０）
μｉ － μｊ ≥１ － （ｎ ＋ ２） γｉｊ ∀ｉ ∈ Ｎｃ，
　 　 　 ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝ （７１）
μｉ － μｊ ≤－ １ ＋ （ｎ ＋ ２）（１ － γｉｊ）
　 　 　 ∀ｉ ∈ Ｎｃ， ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝ （７２）
γｉｊ ＋ γｊｉ ＝ １ ∀ｉ ∈ Ｎｃ， ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝ （７３）

τＤ
ｉ２≥τＤ

ｈ１ －Ｍ (３ － ∑
ｊ１∈Ｎｃ
ｊ１≠ｉ２

（ｉ１，ｊ１，ｈ１）∈Ｆ

βｉ１ｊ１ｈ１ － ∑
ｊ２∈Ｎｃ
ｊ２≠ｉ１
ｊ２≠ｈ１
ｊ２≠ｉ２

∑
ｈ２∈Ｎ＋

（ｉ２，ｊ２，ｈ２）∈Ｆ
ｈ２≠ｉ１
ｈ２≠ｈ１

　 βｉ２ｊ２ｈ２ － γｉ１ｉ２ ) ∀ ｉ１∈Ｎ０，ｈ１∈｛Ｎ＋： ｈ１≠ｉ１｝，
　 　 ｉ２ ∈｛Ｎｃ： ｉ２ ≠ ｉ１， ｉ２ ≠ ｈ１｝ （７４）
τＫ
ｊ ≥ τＫ

ｉ ＋ ｔＫｉｊ － Ｍ（１ － αｉｊ）∀ｉ ∈ Ｎ０，
　 　 　 ｊ ∈｛Ｎ＋： ｊ ≠ ｉ｝ （７５）

τＤ
ｊ ≥ τＤ

ｉ ＋ ｔＤｉｊ － Ｍ (１ － ∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ )

　 　 　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ，ｉ ∈｛Ｎ０：ｉ ≠ ｊ｝ （７６）

τＤ
ｈ ≥ τＤ

ｊ ＋ ｔＤｊｈ － Ｍ (１ － ∑
ｉ∈Ｎ０

（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ

βｉｊｈ )

　 　 　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ，ｈ ∈｛Ｎ＋：ｈ ≠ ｊ｝ （７７）
τＤ
ｈ － τＤ

ｊ ＋ ｔＤｉｊ ≤ ｅＤ ＋ Ｍ（１ － βｉｊｈ） ∀ｈ ∈ Ｎ＋，
　 　 ｊ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｈ｝，ｉ∈｛Ｎ０：（ｉ， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ｝

（７８）
τＤ
ｈ － τＤ

ｉ ≤ ｅＤ ＋ Ｍ（１ － βｉｊｈ） ∀ｈ ∈ Ｎ＋，
　 　 ｊ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｈ｝，ｉ ∈｛Ｎ０：（ｉ， ｊ， ｈ）∈Ｆ｝

（７９）

∑
ｉ∈Ｎｃ

∑
ｊ∈Ｎ０

ｑｉαｊｉ ＋ ∑
ｉ∈Ｎｃ

∑
ｊ∈Ｎ０

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｊ， ｉ， ｈ）∈Ｆ

ｑｉβｊｉｈ ≤ ｍＫ （８０）

ｑｉ∑
ｊ∈Ｎ０

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｊ， ｉ， ｈ）∈Ｆ

βｊｉｈ ≤ ｍＤ∀ｉ ∈ Ｎｃ （８１）

ε ≥ αｉｊ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｉ｝ （８２）
ε ≥ βｉｊｈ 　 ∀ｈ ∈ Ｎ＋， ｊ ∈｛Ｎｃ： ｊ ≠ ｈ｝，
ｉ ∈｛Ｎ０：（ｉ， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ｝ （８３）
τＫ
０ ＝ ０ （８４）
τＤ
０ ＝ ０ （８５）
γ０ｊ ＝ １ 　 ∀ｊ ∈ Ｎｃ （８６）
ρｉ ≥ τＤ

ｉ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０ （８７）
ρｉ ≥ τＫ

ｉ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０ （８８）
ρｈ ≥ τＤ

ｈ 　 ∀ｈ ∈ Ｎ＋ （８９）
ρｈ ≥ τＫ

ｈ 　 ∀ｈ ∈ Ｎ＋ （９０）
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１ ≤ μｉ ≤ ｎ ＋ ２ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ＋ （９１）
τＫ
ｉ ≥０ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ （９２）
τＤ
ｉ ≥０ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ （９３）
αｉｊ ∈｛０，１｝ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈ Ｎ＋ （９４）
βｉｊｈ ∈｛０，１｝ 　 ∀ｉ ∈ Ｎ０， ｊ ∈ Ｎｃ，
ｈ ∈｛Ｎ＋：（ｉ， ｊ， ｈ） ∈ Ｆ｝ （９５）
ε ∈｛０，１｝ （９６）
γｉｊ ∈｛０，１｝　 ∀ｉ ∈ Ｎｃ，ｊ ∈｛Ｎｃ：ｉ ≠ ｊ｝ （９７）
ρｉ ≥０ ∀ｉ ∈ Ｎ （９８）

ｃｒ ＝ ｓＫ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎ＋

ｔＫｉｊ αｉｊ ＋ｓＤ∑
ｉ∈Ｎ０

∑
ｊ∈Ｎｃ

∑
ｈ∈Ｎ＋

（ｔＤｉｊ ＋ ｔＤｊｈ）

　 βｉｊｈ ＋ ｓＧε ＋ ｓＷ (τＫ
ｎ＋１ － ∑

ｉ∈Ｎ０
∑
ｊ∈Ｎ＋

ｔＫｉｊ αｉｊ ) （９９）

目标函数（５５）是最小化检验数． 约束（５６）至
约束（６１）与约束（２）至约束（７）相似，约束（６３）至
约束（９８）与约束（９）至约束（４４）相似②，约束（６２）
确保在此路线中最多所有客户被服务． 约束（９９）
是成本计算公式．
４． ４　 生成初始解

列生成的 ＲＭＰ 的启动，需要生成一组 ＲＭＰ
的初始可行路径计划，本研究设计了一种启发式

算法用于初始解的生成．
步骤 １　 将所有变量设为 ０，将客户按照客户

的需求从大到小的顺序进行排序．
步骤 ２　 根据排序后客户顺序，将客户加入

卡车路线． 直到根据卡车的承载能力，路线中的节

点不能再增加为止，此时得到每辆卡车的路线，对
变量 αｉｊｋ、 γｉｊｋ、 μｉｋ 进行赋值．

步骤 ３　 随机交换路线中任意两个客户点，
找到一条总成本最小的路线． 该路线中无无人机

节点，对变量 αｉｊｋ、 τＫ
ｉｋ、 ρｉｋ 进行赋值．

步骤 ４　 在现有卡车路线上查找符合无人机

条件的客户点，将其设置为无人机服务点，对变量

αｉｊｋ、 βｉｊｈｋ、τＫ
ｉｋ、 τＤ

ｉｋ、 ρｉｋ、 γｉｊｋ、 μｉｋ 进行赋值． 从而得

到卡车机组的可行的路线．
４． ５　 子问题求解

为了提高求解算法的运行效率，本研究采用

变邻域搜索算法 （ ｖａｒｉａｂｌｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｓｅａｒｃｈ，
ＶＮＳ）对 ＰＰ 进行求解，ＶＮＳ 算法适用于解决大规

模的组合优化问题［２４， ２５］ ．

４． ５． １　 初始解生成

本研究依照以下规则生成初始解．
步骤 １　 将所有变量设为 ０，按照对偶变量 πｊ

的大小，由大到小对客户点进行排序．
步骤 ２　 根据排序后的客户点顺序、约束（６２）

和约束（８０），将客户点添加到卡车路线中，形成

卡车路径．
步骤 ３　 随机交换卡车路线中任意两个客户点

位置，找到一条总成本最小的路线． 对变量 αｉｊ、γｉｊ 和

μｉ 进行赋值，此时满足约束 （５６） 至约束 （５８）、
约束（７０）至约束 （７３），同时对决策变量 τＫｉ 和

ρｉ 进行赋值，满足约束（７５）和约束（８４）至约束（９３）．
步骤 ４　 根据约束（５９）至约束（６９）和约束（７４）

至约束（８１），确定无人机服务的客户点，并将此

客户点从卡车路线中去掉，加入到无人机路线中，
将该卡车和无人机路线设置为初始解． 根据子问

题约束条件，对变量 αｉｊｋ、 βｉｊｈｋ、 τＫ
ｉｋ、 τＤ

ｉｋ、 ρｉｋ、 γｉｊｋ、
μｉｋ 重新进行赋值．
４． ５． ２　 邻域结构

由于本研究的决策中包含卡车路径以及无人

机路径，与 ＶＲＰ 相比，子问题的构成相对复杂，为
简化求解过程，本研究通过将原先的卡车与无人

机路线按到达时间进行排序，并根据该路线设置

路线集合 Ｒｋ ． 例如：若货车 ｋ 的卡车路线为 ０ －
２ － ３ － ８ － ７ － ９，其中，无人机路线为：０ － ４ － ２、
８ － ６ － ９，并且 τＫ

８ｋ ＝ ０． ８， τＫ
７ｋ ＝ ０． ９２， τＤ

６ｋ ＝ ０． ８３，
则此时 Ｒｋ ＝ ｛０，４，２，３，８，６，７，９｝ ． 定义 ４． ５． １ 节

生成的初始解检验数值为 Ｆ ，本研究设计了包括

无人机的起飞点向前、无人机的降落点向后、交
换、插入、删除和升级的多种邻域结构，将这些邻域

结构进行串联，同时在邻域变换后得到更新的解决

方案时，加入扰动的过程，防止算法陷入局部最优．
１）无人机的起飞点向前：包括单独向前和整

体向前

单独向前： 选择路线集合 Ｒｋ 中无人机服务

的节点 ｉ ，固定节点 ｉ 的降落点，按照路线集合 Ｒｋ

中点的排列顺序，将节点 ｉ 的起飞点依次向前移

动一个节点，判断是否满足约束（７４）、约束（７８）
和约束（７９），若满足约束，则对决策变量 βｉｊｈ 进行
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赋值，计算该条路线的目标函数值 Ｆ１ ． 若 Ｆ１ ＜
Ｆ，则更新相应的计划，Ｆ ＝ Ｆ１ ；否则不更新，循环

该项操作直至无人机服务的节点遍历完．
整体向前： 选择路线集合 Ｒｋ 中无人机服务

的节点 ｉ ，固定服务节点 ｉ 的无人机起飞和降落过

程中，卡车服务的客户点个数，定义无人机服务节

点 ｉ 的初始起飞点为 ｉ１ ，初始降落点为 ｉ２ ． 按照路

线集合 Ｒｋ 中点的排列顺序，起飞点 ｉ１ 和降落点 ｉ２
依次向前移动一个节点，判断是否满足约束（７４）、约
束（７８）和约束（７９）．后续步骤同“单独向前”．

２）无人机的降落点向后：包括单独向后和整

体向后

单独向后： 选择路线集合 Ｒｋ 中无人机服务

的节点 ｉ ，固定节点 ｉ 的起飞点，按照路线集合 Ｒｋ

中点的排列顺序，将节点 ｉ 的降落点依次向后移

动一个节点，判断是否满足约束（７４）、约束（７８）
和约束（７９）． 后续步骤同“单独向前”．

整体向后： 选择路线集合 Ｒｋ 中无人机服务

的节点 ｉ ，固定服务节点 ｉ 的无人机起飞和降落过

程中，卡车服务的客户点个数，定义无人机服务节

点 ｉ 的初始起飞点为 ｉ１ ，初始降落点为 ｉ２ ． 按照路

线集合 Ｒｋ 中点的排列顺序，起飞点 ｉ１ 和降落点 ｉ２
依次向后移动一个节点，判断是否满足约束（７４）、约
束（７８）和约束（７９）．后续步骤同“单独向前”．

３）交换：包括系统内交换和系统外交换

系统内交换： 选择路线集合 Ｒｋ 中的两点 ｉ，
ｊ ，将两点的位置进行交换，此时，先根据集合 Ｒｋ

生成卡车路线，在该路线中无无人机节点，即对决

策变量 αｉｊ 、 βｉｊｈ 进行赋值，此时满足约束（５６）至
约束（６３）、约束（８０）至约束（８３），根据约束（６９）
至约束（７３）对 γｉｊ 、 μｉ 进行赋值，再根据约束（６５）
至约束（６８）、约束（７４）至约束（７９）、约束（８４）至
约束（９０）对决策变量 τＫ

ｉ 、 τＤ
ｉ 、 ρｉ 进行赋值，计算

该条路线的目标函数值 Ｆ１ ． 若 Ｆ１ ＜ Ｆ ，则更新相

应的计划， Ｆ ＝ Ｆ１ ；否则不更新．在现有的卡车路线

上查找满足约束（７９）及约束（８１）的节点，并将其设

置为无人机服务的节点，计算此时的目标函数值

Ｆ２ ，若 Ｆ２ ＜ Ｆ ，则更新相应的计划，Ｆ ＝ Ｆ２；否则不

更新，并循环该项操作直至无法添加无人机点为止．
系统外交换： 随机选择路线集合 Ｒｋ 中的节

点 ｉ ，从不被选择的节点的集合中随机选择节点

ｊ ，在节点 ｉ 的位置处，将节点 ｉ 换成节点 ｊ ，此时，
先根据集合 Ｒｋ 生成卡车路线，在该路线中无无人

机节点，即对决策变量 αｉｊ 、 βｉｊｈ 进行赋值． 后续步

骤同“系统内交换”．
４）插入：包括系统内插入和系统外插入

系统内插入： 随机选择路线集合 Ｒｋ 中的节

点 ｉ ，将其从路线集合 Ｒｋ 中移除，此点后面的节

点依次往前移一位，得到目前的路线集合 Ｒｋ′ ． 之
后将节点 ｉ 加入到目前的路线集合 Ｒｋ′ 中除去开

始和结束节点的任意一个位置 ｊ 处，此点及其后

面的节点依次往后移一位，得到目前的路线集合

Ｒｋ′′ ． 此时，先根据集合 Ｒｋ′′ 生成卡车路线，在该路

线中无无人机节点，即对决策变量 αｉｊ、 βｉｊｈ 进行赋

值． 后续步骤同“系统内交换”．
系统外插入： 从不被选择的节点的集合中随机

选择节点 ｉ ，将其加入到路线集合 Ｒｋ 中任意一个位

置 ｊ 处，此点及其后面的节点依次往后移一位，得到

目前的路线集合 Ｒｋ′ ． 此时，先根据集合 Ｒｋ′ 生成卡

车路线，在该路线中无无人机节点，即对决策变量

αｉｊ、 βｉｊｈ 进行赋值．后续步骤同“系统内交换”．
５）删除： 从当前路线集合 Ｒｋ 中随机选择节

点 ｉ ，将其从集合 Ｒｋ 中移除，此点后面的节点依

次往前移一位，得到目前的路线集合 Ｒｋ′ ． 此时，
先根据集合 Ｒｋ′ 生成卡车路线，在该路线中无无

人机节点，即对决策变量 αｉｊ、 βｉｊｈ 进行赋值． 后续

步骤同“系统内交换”．
６）升级： 从当前路线集合 Ｒｋ 中随机选择节

点 ｉ ，若节点 ｉ 是无人机节点，则将其从被选择的

无人机节点的集合中移除，并将其加入到被选择

的卡车节点的集合中，对决策变量 αｉｊ 、 βｉｊｈ 进行赋

值． 后续步骤同“系统内交换”．
４． ６　 可行化策略

通过第 ４． １ 节至 ４． ５ 节中所提出的列生成算

法仅能求解线性松弛后的 ＲＭＰ，并不能保证找到

可行的整数解． 因此，本研究提出两种策略对结果

进行优化，从而得出一个可行的较优解．
策略 １　 用 ＣＰＬＥＸ 求决策变量为 ０ － １ 变量

的 ＲＭＰ，得到的目标值即为整数解，即为可行解．
策略 ２ 　 根据 ＣＧ 得到的结果，为每个卡车

机组选出它服务的客户，在满足卡车机组的容量

限制的基础上，将每辆车对应的客户按照节点顺
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序组成卡车路线 Ｒｋ ． 先根据集合 Ｒｋ 生成卡车路

线，在 该 路 线 中 无 无 人 机 节 点， 此 时 满 足

约束（５６）至约束（６３）、约束（８０）至约束（８３），根
据约束（６９）至约束（７３）对 γｉｊ 、 μｉ 进行赋值，再根

据约束（６５）至约束（６８）、约束（７４）至约束（７９）、
约束（８４）至约束（９０）对决策变量 τＫ

ｉ 、 τＤ
ｉ 、 ρｉ 进

行赋值，计算该条路线的成本 ｃ ． 在现有的卡车路

线上查找满足约束（８０）及约束（８２）的节点，并将

其设置为无人机服务的节点，计算此时的成本 ｃ１，
若ｃ１ ＜ ｃ ，则更新路线，并循环该项操作直至无法

添加无人机服务的节点为止，记录目前的成本为

ｃ ． 选择目前路线集合 Ｒｋ 中的两个卡车节点 ｉ， ｊ ，
将两点的位置进行交换，进行迭代，计算此时的成

本 ｃ１，若ｃ１ ＜ ｃ， 则更新路线． 从而得到在满足一

个客户点只由一个卡车机组服务的基础上，服务

完所有的客户且总成本最小的方案．

５　 数值实验

本研究进行了大量的数值实验来验证所提模

型的有效性和算法的有效性． 所用实验平台的

ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｌ Ｘｅｏｎ Ｅ５ － ２６８０ ｖ４ ＠ ２． ４Ｇｈｚ，内存为

２５６ＧＢ，采用 Ｗｉｎｄｏｗｓ１０ ６４ 位处理系统． 代码在 Ｃ
＃中实现，Ｃ＃版本为 Ｖｉｓｕａｌ Ｓｔｕｄｉｏ ２０１９． 使用版本

号为 １２． ６． ２ 的 ＣＰＬＥＸ 用于求解 ＲＭＰ 与 ＰＰ． 所
有算例的最大求解时间限制为 ２ ｈ（７ ２００ ｓ）．
５． １　 数据说明

本研究在 １５ ｋｍ∗２０ ｋｍ 区域内随机生成客

户和仓库位置，其中客户和仓库位置的坐标保留

２ 位小数． 任意两个节点间卡车和无人机行驶距

离分别等于曼哈顿距离和欧氏距离． 假设卡车速

度为 ４０ ｋｍ ／ ｈ，无人机速度为 ６５ ｋｍ ／ ｈ． 任意两个

节点间卡车行驶时间是用曼哈顿距离来计算的，
而任意两个节点间无人机飞行时间是用欧氏距离

来计算的． 卡车最大载重量 ｍｋ 为 ２００ ｋｇ，无人机

最大载重量 ｍＤ 为 １０ ｋｇ，无人机的最大飞行时间

ｅＤ 设置为 ３０ ｍｉｎ． 客户需求在 ０ ｋｇ ～ ３０ ｋｇ 之间随

机产生． ２０２０ 年 ３ 月 ９ 日的汽油价为 ６． ３１ 元 ／升，
一辆卡车的平均耗油量为０． １０ Ｌ ／ ｋｍ，所以卡车每小

时行驶成本 ｓＫ 为 ２５． ２４ 元，无人机每小时飞行成本

ｓＤ 为 １２． ３５ 元，因为无人机的成本通常是每千米

０ １９ 元［７］ ．由于卡车怠速一分钟的耗油量是卡车正

常行驶一分钟的耗油量的三分之一，所以卡车等待

无人机时，卡车等待成本是卡车行驶成本的三分之

一．卡车每小时等待成本 ｓＷ 默认设置为 ８． ４１ 元，每
个卡车机组的固定成本 ｓＧ 设置为 １００ 元．

在计算实验中，本研究随机生成了 ８ 个不同

客户点规模的测试实例． 表 １ 列出了 ８ 个算例组

（Ｉｎｓｔａｎｃｅ Ｇｒｏｕｐ， ＩＳＧｓ）的参数设置． 小规模算例

为 ＩＳＧ１、ＩＳＧ２、ＩＳＧ３，大规模算例为 ＩＳＧ４、 ＩＳＧ５、
ＩＳＧ６、ＩＳＧ７、ＩＳＧ８．

表 １　 实验算例组的参数规模

Ｔａｂｌｅ １ Ｓｃａｌｅ ｏｆ ｉｎｓｔａｎｃｅ ｇｒｏｕｐｓ ｉｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

算例组规模编号 客户点数量 卡车机组数量

ＩＳＧ１ ８ ２

ＩＳＧ２ １０ ２

ＩＳＧ３ １２ ２

ＩＳＧ４ １５ ３

ＩＳＧ５ ２０ ３

ＩＳＧ６ ３０ ４

ＩＳＧ７ ４０ ４

ＩＳＧ８ ５０ ４

５． ２　 算法效率测试

５． ２． １　 基于两种选择策略的列生成算法与 ＣＰＬＥＸ
求解效果的对比实验

本研究进行了数值实验，以测试算法使用第

４． ６ 节中两种策略的效率和有效性． 本实验采用

实例组 ＩＳＧ１、ＩＳＧ２ 和 ＩＳＧ３． 表 ２ 展示了 ＣＰＬＥＸ 和

所提出的算法在不同策略下的比较．
从表 ２ 中可以看出，ＣＰＬＥＸ 只能解决小范围

的问题，实例组 ＩＳＧ３ 中的实例无法在 ２ ｈ 内通过

ＣＰＬＥＸ 得到最优解． 然而，在不同的策略下，本研

究所提算法可以有效地求解表中的实例． 策略的

选择对算法的计算时间会产生影响，策略 １ 所用

的时间明显短于策略 ２ 所用的时间；同时，策略的

选择对算法得到的解的质量也有显著影响，策略

２ 所得解的目标值明显优于策略 １ 所得解的目标

值． 通过 Ｇａｐ 的计算，本研究最终选择策略 ２ 作为

算法的可行化策略，因为选择策略 １ 的 Ｇａｐ 平均

为 ２． ０４％，选择策略 ２ 的 Ｇａｐ 平均为 ０． ０４％． 这
表明，在算法中使用策略 ２ 可以得到接近最优的

解决方案．
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表 ２　 小规模算例下基于两种策略的列生成算法与 ＣＰＬＥＸ 结果对比

Ｔａｂｌｅ ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｔｗｏ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＣＰＬＥＸ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｓｍａｌｌ⁃ｓｃａｌｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ

算例 ＣＰＬＥＸ 策略 １ 策略 ２

规模 序号 ＦＣｐｌｅｘ ｔＣｐｌｅｘ （ｓ） Ｆｓｔ１ ｔｓｔ１ （ｓ） Ｇａｐ１ Ｆｓｔ２ ｔｓｔ２ （ｓ） Ｇａｐ２

ＩＳＧ１

１ １３４． ８３ ２． １２ １４０． ８９ １． １５ ４． ４９％ １３４． ８３ １． ２５ ０． ００％

２ １４０． １３ ３． ６７ １４２． ４０ ０． ６９ １． ６２％ １４０． １３ ０． ９３ ０． ００％

３ １３８． ２２ ３． ７９ １３８． ２２ ０． ６７ ０． ００％ １３８． ２２ １． ０７ ０． ００％

４ １４２． ３５ ６． ３０ １４２． ９１ ０． ５４ ０． ３９％ １４２． ３５ ０． ７４ ０． ００％

５ １４０． ６４ ４． １４ １４０． ６４ ０． ８２ ０． ００％ １４０． ６４ ０． ９０ ０． ００％

ＩＳＧ２

６ １３８． ４５ １． ２３ １３８． ４５ ４６． ８１ ０． ００％ １３８． ４５ ２． ４５ ０． ００％

７ １４３． ６７ ２４． ０２ １５７． ２９ ２． ９９ ９． ４８％ １４３． ６７ ４． ２８ ０． ００％

８ １４０． ６３ ２８２． ２４ １４４． ８５ １． ５４ ３． ００％ １４１． ２２ ２． ６９ ０． ４２％

９ １３７． １１ ３４． ８２ １３７． １１ ３． ０８ ０． ００％ １３７． １１ ３． ５７ ０． ００％

１０ １４１． ４８ ３７５． ００ １４３． ４１ １． ６７ １． ３６％ １４１． ４８ ２． ５２ ０． ００％

ＩＳＧ３

１１ — ＞７ ２００ ２７８． ３０ ７． ４７ — ２７０． ６７ ９． ４７ —

１２ — ＞７ ２００ ２６５． ３２ １１． ７１ — ２４０． ６４ １３． ９３ —

１３ — ＞７ ２００ ２４７． ４６ １１． ７５ — ２４７． ４６ １１． ７５ —

１４ — ＞７ ２００ ２４３． ９２ １１． ９４ — ２４３． ９２ １４． ００ —

１５ — ＞７ ２００ ２５８． １５ ７． ９０ — ２５１． ７４ １０． ４３ —

平均值 ２． ０４％ ０． ０４％

　 　 注： ＦＣｐｌｅｘ、 Ｆｓｔ１、 Ｆｓｔ２ 分别表示由 ＣＰＬＥＸ、算法可行化策略 １、算法可行化策略 ２ 得到的解； ｔＣｐｌｅｘ、 ｔｓｔ１、 ｔｓｔ２ 分别表示 ＣＰＬＥＸ、算法可行

化策略 １、 算法可行化策略 ２ 计算的耗时； Ｇａｐ１ 和Ｇａｐ２ 表示算法可行化策略 １ 和策略 ２ 所得结果与 ＣＰＬＥＸ 所得结果的相对误

差， Ｇａｐ１ ＝
Ｆｓｔ１ － ＦＣｐｌｅｘ

ＦＣｐｌｅｘ
， Ｇａｐ２ ＝

Ｆｓｔ２ － ＦＣｐｌｅｘ

ＦＣｐｌｅｘ
．

５． ２． ２　 算法加速策略的有效性测试

在本节进行了数值实验来测试算法的有效性

和高效性是否随着算例规模的增大而发生改变．
为了测试本研究提出的算法是否能够在合理的计

算时间内求得最好的近似解，本研究使用 ＣＰＬＥＸ
对 ４． ２ 节中所提的模型进行求解． 同时，本研究比

较了两种方法解决子问题的效率． 第一种方法是

使用 ＣＰＬＥＸ 直接求解子问题． 第二种方法是使用

提出的 ＶＮＳ 算法求解子问题． 在该实验中使用小

规模算例 ＩＳＧ１，ＩＳＧ２ 和 ＩＳＧ３，每组包含 ５ 个具有

相同规模的算例． ＣＰＬＥＸ、加速前的算法和加速后

的算法的比较结果如表 ３ 所示．
表 ３　 小规模算例下 ＣＰＬＥＸ、 加速前的算法和加速后的算法对比

Ｔａｂｌｅ ３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＣＰＬＥＸ， ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂｅｆｏｒｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｓｍａｌｌ⁃ｓｃａｌｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ

算例 ＣＰＬＥＸ ＣＧ 未加速 ＣＧ 加速 Ｇａｐ

规模 序号 ＦＣｐｌｅｘ ｔＣｐｌｅｘ（ｓ） ＦＣＧ ｔＣＧ（ｓ） ＦＣＧＡ ｔＣＧＡ（ｓ） ΔＣｐｌｅｘ Δｔ

ＩＳＧ１

１ １３４． ８３ ２． １２ １３４． ８３ ２３． ５７ １３４． ８３ １． ２５ ０． ００％ － ９４． ７０％

２ １４０． １３ ３． ６７ １４０． １３ １６． ０４ １４０． １３ ０． ９３ ０． ００％ － ９４． ２０％

３ １３８． ２２ ３． ７９ １３８． ２２ １１． ９０ １３８． ２２ １． ０７ ０． ００％ － ９１． ０１％

４ １４２． ３５ ６． ３０ １４２． ３５ １８． ４１ １４２． ３５ ０． ７４ ０． ００％ － ９５． ９８％

５ １４０． ６４ ４． １４ １４０． ６４ １０． ５３ １４０． ６４ ０． ９０ ０． ００％ － ９１． ４５％

ＩＳＧ２

６ １３８． ４５ １． ２３ １３８． ４５ １１４． ８９ １３８． ４５ ２． ４５ ０． ００％ － ９７． ８７％

７ １４３． ６７ ２４． ０２ １４３． ６７ ２１６． ７６ １４３． ６７ ４． ２８ ０． ００％ － ９８． ０３％

８ １４０． ６３ ２８２． ２４ １４０． ６３ ８７５． ８１ １４１． ２２ ２． ６９ ０． ４２％ － ９９． ６９％

９ １３７． １１ ３４． ８２ １３７． １１ １８２． ０６ １３７． １１ ３． ５７ ０． ００％ － ９８． ０４％

１０ １４１． ４８ ３７５． ００ １４１． ４８ １ ６９９． ９８ １４１． ４８ ２． ５２ ０． ００％ － ９９． ８５％
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续表 ３
Ｔａｂｌｅ ３ Ｃｏｎｔｉｎｕｅｓ

算例 ＣＰＬＥＸ ＣＧ 未加速 ＣＧ 加速 Ｇａｐ

规模 序号 ＦＣｐｌｅｘ ｔＣｐｌｅｘ（ｓ） ＦＣＧ ｔＣＧ（ｓ） ＦＣＧＡ ｔＣＧＡ（ｓ） ΔＣｐｌｅｘ Δｔ

ＩＳＧ３

１１ — ＞７ ２００ — ＞７ ２００ ２７０． ６７ ９． ４７ — —

１２ — ＞７ ２００ — ＞７ ２００ ２４０． ６４ １３． ９３ — —

１３ — ＞７ ２００ — ＞７ ２００ ２４７． ４６ １１． ７５ — —

１４ — ＞７ ２００ — ＞７ ２００ ２４３． ９２ １４． ００ — —

１５ — ＞７ ２００ — ＞７ ２００ ２５１． ７４ １０． ４３ — —

平均值 ０． ０４％ － ９６． ０８％

　 　 注： ＦＣｐｌｅｘ、 ＦＣＧ、 ＦＣＧＡ 分别表示由 ＣＰＬＥＸ、加速前的算法和加速后的算法得到的解； ｔＣｐｌｅｘ、 ｔＣＧ、 ｔＣＧＡ 分别表示 ＣＰＬＥＸ、加速前的算法

和加速后的算法计算的耗时； ΔＣｐｌｅｘ 表示加速后的算法所得结果与 ＣＰＬＥＸ 所得结果的相对误差， ΔＣｐｌｅｘ ＝
ＦＣＧＡ － ＦＣｐｌｅｘ

ＦＣｐｌｅｘ
；Δｔ 表示

加速后算法求解耗时与加速前的算法求解耗时的相对误差， Δｔ ＝
ｔＣＧＡ － ｔＣＧ

ｔＣＧ
．

　 　 在小规模情况下，当算例规模增大至 １２ 个客

户点、 ２ 个卡车机组时，ＣＰＬＥＸ 无法在两小时内

求得最优解，这意味着 ＣＰＬＥＸ 只能在小于 １２ 个

客户点和 ２ 个卡车机组的算例规模下才能求得模

型的最佳解决方案． 由于加速前的算法的子问题

求解同样使用的 ＣＰＬＥＸ 进行求解，所以此算法在

规模增大至 １２ 个客户点、２ 个卡车机组时，也无

法在两小时内求得结果． 由表 ３ 可知，加速后的算

法在算例规模为 ＩＳＧ１ 和 ＩＳＧ２ 的情况下与 ＣＰＬＥＸ
的 Ｇａｐ 保持在 ０． ４２％以下，平均 Ｇａｐ 为 ０． ０４％，
并且求解速度快于 ＣＰＬＥＸ，这说明本研究所提算

法在小规模情况下能高效地求解原模型，并得出

一个较为接近全局最优解的局部最优解．
根据表 ３ 中的“ Δ ｔ ”，ＶＮＳ 算法求解子问题

与 ＣＰＬＥＸ 求解子问题耗时的 Ｇａｐ 平均保持在

－ ９６． ０８％，这表明本研究提出的 ＶＮＳ 算法很快

就可以求解子问题，说明 ＶＮＳ 算法在解决子问题

上是高效的． 原因是通过 ＣＰＬＥＸ 解决子问题需要

调用 ＭＩＰ 求解器中构建模型的过程，这很耗时．
但是，使用 ＶＮＳ 算法来解决子问题，不需要调用

任何 ＭＩＰ 求解器，从而效率较高．
５． ３　 模型有效性测试

在物流管理实际应用领域，一些调度决策主

要还是依靠决策者的经验以及其得出的一些决策

规则来制定计划，基于运筹学尤其是数学规划模

型的物流决策在一些领域还不是很普及． 为了验

证了本研究所提出的决策模型的有效性，将其与

一个实用但简单的决策规则通过一些大规模算例

进行对比试验，从而分析验证所提模型的有效性．
本研究使用的决策规则是基于客户需求进行

决策的，这也是现实中用于物流路径调度决策中

常用的参考依据之一． 该规则首先将客户按照客

户的需求从大到小的顺序进行排序． 然后，根据排

序后的客户点顺序，将节点加入卡车路线． 直到根

据卡车的承载能力，路线中的节点不能再增加为

止，此时得到每辆卡车的路线． 最后，在现有的卡

车路线上查找满足无人机条件的节点，并将其设

置为无人机服务节点，对决策变量进行赋值，从而

为卡车机组找到了路线．
由于数学模型的复杂性，大规模实验已经无

法用 ＣＰＬＥＸ 求解原模型解决，所以表 ４ 主要展示

了模型通过列生成算法求出的解和决策规则得出

的解进行对比． 这里列生成算法也是分别采用了

４． ６ 节中设计的两种可行化策略，对比结果如表 ４
所示．

通过表 ４ 可以看出，在不同的策略下，本研究

提出的列生成算法都可以针对大规模实验算例有

效地求解所提出的数学模型． 通过表 ４ 中“ Δｒｅ１”
和“Δｒｅ２” 列的 Ｇａｐ 数据可以看出数学模型所得出

的解（即路径方案） 明显优于基于决策规则得出

的路径方案． 而且，还可以看出策略 １ 的 Ｇａｐ 平均

为 － １８． ４６％，策略的 Ｇａｐ 平均为 － ２０． ４３％，这表

明，在算法中使用策略 ２ 可以得到更优的路径

方案．
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表 ４　 大规模算例下决策模型（基于不同可行化策略求解算法）与决策规则的对比

Ｔａｂｌｅ ４ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ （ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ） ａｎｄ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｒｕｌｅｓ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ

算例 规则 ＣＧＡ 策略 １ ＣＧＡ 策略 ２

规模 序号 Ｆｒｅ ＦＣＧＡ１ ｔＣＧＡ１（ｓ） Δｒｅ１ ＦＣＧＡ２ ｔＣＧＡ２（ｓ） Δｒｅ２

ＩＳＧ４

１ ３０１． ２１ ２６４． ８２ ４３． ６７ － １２． ０８％ ２４６． ５２ ５６． ００ － １８． １６％

２ ３１６． ９８ ２７５． ６９ ３７． ５ － １３． ０３％ ２７２． ９２ ４１． ６５ － １３． ９０％

３ ３２１． ７４ ２７０． ４７ ３３． ９５ － １５． ９４％ ２５４． ９８ ３９． ９ － ２０． ７５％

４ ３４５． １４ ２８０． ５２ ４１． ３１ － １８． ７２％ ２７３． ２０ ４３． ３６ － ２０． ８４％

５ ３２１． １６ ２８０． ０１ ３５． ３２ － １２． ８１％ ２７２． ９４ ４３． ９３ － １５． ０１％

ＩＳＧ５

６ ３６８． ６２ ２９５． ４７ １０５． ７３ － １９． ８４％ ２９２． ６３ ９５． ７５ － ２０． ６１％

７ ３３１． １５ ２８０． ８５ １３１． ９６ － １５． １９％ ２６４． １５ １４０． ７９ － ２０． ２３％

８ ３３７． ８６ ２９０． ０５ １５０． ５ － １４． １５％ ２８７． ４５ １６８． ９３ － １４． ９２％

９ ３４５． ４７ ２７２． ３２ １２４． ８５ － ２１． １７％ ２６４． １７ １１７． ３５ － ２３． ５３％

１０ ３３６． ８４ ２８３． ３３ ８６． ５ － １５． ８９％ ２７５． １９ ７７． ４４ － １８． ３０％

ＩＳＧ６

１１ ５０５． ３６ ４２３． ５９ ４８９． ６５ － １６． １８％ ４１８． ３２ ５１３． ２９ － １７． ２２％

１２ ５００． １０ ４３２． ３６ ４９２． ７８ － １３． ５５％ ４２４． ２７ ５１３． ８５ － １５． １６％

１３ ３９３． ９５ ３１８． ２６ ７０２． ６１ － １９． ２１％ ３０３． ３９ ７４６． ０２ － ２２． ９９％

１４ ４９９． １３ ４２６． ２６ ５０３． ９７ － １４． ６０％ ４２６． ２６ ４５５． ５６ － １４． ６０％

１５ ４２６． ５０ ３１１． ４３ ５８８． １１ － ２６． ９８％ ２９６． ４３ ６６９． ２８ － ３０． ５０％

ＩＳＧ７

１６ ７１５． ３５ ５５２． ５５ １ ２３０． ０１ － ２２． ７６％ ５５２． ５５ １ ４０３． ８５ － ２２． ７６％

１７ ７０９． ７１ ５９２． ９０ １ ３６９． ９６ － １６． ４６％ ５６６． ８６ １ ４８３． ４６ － ２０． １３％

１８ ７１５． ０３ ５６１． ０３ １ ２９０． ９６ － ２１． ５４％ ５５８． ６７ １ ２０２． ２３ － ２１． ８７％

１９ ５８２． ２５ ４４５． ９７ ２ １００． ４１ － ２３． ４１％ ４４５． ０５ １ ８９４． １５ － ２３． ５６％

２０ ６７７． ２８ ５４４． ６０ １ ４１３． ８１ － １９． ５９％ ５４４． ６０ １ ３１１． ６７ － １９． ５９％

ＩＳＧ８

２１ ７８９． ２７ ６００． ８０ ４ ６９０． ８７ － ２３． ８８％ ５７９． ４３ ４ ３７８． ２２ － ２６． ５９％

２２ ７５７． ４９ ５９８． １７ ３ ２５７． ３９ － ２１． ０３％ ５７９． ６７ ３ ６３３． ６８ － ２３． ４７％

２３ ７３８． ３２ ５８７． ０１ ３ ８９７． ３５ － ２０． ４９％ ５７５． ５２ ４ ４６５． ５３ － ２２． ０５％

２４ ７４７． １７ ６１６． ５６ ４ ０２９． ２６ － １７． ４８％ ６０４． ３０ ４ ２２２． １７ － １９． １２％

２５ ８０９． ６６ ５９１． ８６ ３ ７６４． ２２ － ２６． ９０％ ５９１． ５４ ４ ２８８． ５５ － ２６． ９４％

平均值 － １８． ５２％ － ２０． ５１％

　 　 注： Ｆｒｅ 、 ＦＣＧＡ１ 、 ＦＣＧＡ２ 分别表示由规则、加速后的算法使用策略 １ 和加速后的算法使用策略 ２ 得到的解； ｔＣＧＡ１ 、 ｔＣＧＡ２ 分别表示加速

后的算法使用策略 １ 和加速后的算法使用策略 ２ 计算的耗时； Δｒｅ１ 表示策略 １ 所得结果与规则所得结果的相对误差， Δｒｅ１ ＝

ＦＣＧＡ１ － Ｆｒｅ

Ｆｒｅ
； Δｒｅ２ 表示策略 ２ 所得结果与规则所得结果的相对误差， Δｒｅ２ ＝

ＦＣＧＡ２ － Ｆｒｅ

Ｆｒｅ
．

　 　 通过以上实验，本研究验证了建立的数学决

策模型的有效性，模型最终可以给决策者带来路

径成果的优化达到 ２０． ５１％左右，同时本研究也

验证了所设计的求解子问题的 ＶＮＳ 算法效率，通
过一些与 ＣＰＬＥＸ 直接求解精确解的小规模数值

实验可以看出本研究的算法与 ＣＰＬＥＸ 求解结果的

Ｇａｐ 平均约 ０． ０４％且算法的计算时间明显缩短．
５． ４　 敏感度分析

５． ４． １　 无人机续航时间的敏感度分析

本研究所研究的无人机最大续航时间是

３０ ｍｉｎ，无人机最大续航时间的不同对卡车机组

系统的配送效率有着很大的影响． 为了验证无人

机续航时间对总成本的影响． 本研究选择ＩＳＧ４－
ＩＳＧ６ 的规模，对无人机续航时间为 ２０ ｍｉｎ 至

１１０ ｍｉｎ的情况进行了实验．
实验结果由图 ２ 可知，在所有规模中，总成本

随无人机最大续航时间的增加而产生变化． 从图

中曲线走向可知，随着无人机最大续航时间的增

加，总成本是一个先平缓后下降再平缓再下降的

过程． 在无人机的最大续航时间达到６０ ｍｉｎ时，系
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统的总成本明显下降，说明无人机的续航时间达

到 ６０ ｍｉｎ 时，会使系统的效益更高． 快递公司如

果想获得的更高效益，在无人机的其他条件不变的

情况下，可以尝试延长无人机的最大续航时间．

图 ２　 无人机最大续航时间与总成本的关系

Ｆｉｇ． ２ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｎｄｕｒａｎｃｅ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ａｎｄ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ

５． ４． ２　 客户点分布区域大小的敏感度分析

由于同一个区域的客户点都是随机生成的，
对于同一个区域客户点的位置不同可能会导致总

成本不同，因此，本研究首先对同一个区域多次随

机生成同样数量的客户点算例，然后取平均值，绘
制图表． 本研究通过多次实验发现，随着实验次数

的增加，总成本的平均值会趋于一个数值不变，因
此，本研究将此总成本平均值作为此区域的总成

本值． 本研究选取 ３ 个规模对同一大小的区域随

机生成算例，对于相同数量的客户点，每次实验的

客户点的需求不变． 本研究对在 ３００ ｋｍ２ 的区域

生成的 ３ 个规模各进行了 １５ 次实验， 当实验次

数达到 ７ 次的时候，平均成本曲线趋于平缓，成本

值基本不变，因此，为了减少误差，本研究选取

１０ 次实验取平均值为同一区域内的此规模的总

成本值．
本研究随机生成一些分布在一定区域的客

户点，其他条件不变，通过改变区域面积大小分

析区域大小的变化对机组系统的总成本变化的

影响． 本研究选择 ＩＳＧ４－ＩＳＧ６ 的规模，对区域面

积１００ ｋｍ２ ～ ５００ ｋｍ２ 的情况分别进行了实验，
其中区域面积按照等比例扩大从 １００ ｋｍ２ 变化

到 ５００ ｋｍ２ ．
由图 ３ 可知，总成本随生成客户点的区域面

积增加而产生变化． 从图中曲线走向可以发现，随
着生成客户点的区域面积的增加，客户点密度变

小，总成本也逐渐增加． 随着区域面积的增加，系
统的总成本也增加，总成本增加幅度逐渐变缓，此
趋势的产生与区域面积变化对系统的各个成本的

影响程度有关．

图 ３　 客户点分布区域变化与总成本的关系

Ｆｉｇ． ３ Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｒｅｇｉｏｎａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｕｓｔｏｍｅｒ ｐｏｉｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ

　 　 在每项物流活动中，成本起着重要作用． 本研

究的机组系统总成本包括运输成本、等待成本和

固定成本． 固定成本与客户点的需求和数量有关，
而与客户点密度无关． 运输成本与客户点密度密

切相关，客户点密度直接影响客户点间的距离，客
户点间的距离直接决定系统的运输成本． 当区域

面积等比例扩大时，客户点之间的距离也等比例

扩大，则运输成本变化与区域面积变化成正比例

关系． 通过图 ３ 可知，在同一个规模中，随着区域

面积的增加，总成本增加幅度不是呈现正比例增

加，随着区域面积的变大，总成本增加变缓，造成

此趋势的主要原因是等待成本，说明等待成本是

此机组系统中不得不考虑的成本． 因此，快递公司

在对仓库位置选址和规划时，需要综合考虑多个
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成本，不能只考虑单一成本，造成资源的浪费． 通
过区域面积和客户点数量可以计算客户点密度，客
户点密度为客户点数量与区域面积的比值，从图 ３
可以发现，当客户点密度为０． １ 时，即 ＩＳＧ４ － ＩＳＧ６ 规

模下区域面积分别为 １５０ ｋｍ２，２００ ｋｍ２ 和 ３００ ｋｍ２

时，将此时的区域面积扩大 ５０ ｋｍ２，总成本变动最

小，说明此时等待成本最低，因此，此客户点密度范

围下，能最大程度的减少资源的浪费． 此外，快递

公司如果想获得的更高效益，在其他条件不变的

情况下，仓库的位置不宜距离客户点太远．
５． ４． ３　 无人机飞行速度大小的敏感性分析

本研究所研究的无人机飞行速度为 ６５ ｋｍ ／

ｈ，无人机飞行速度的大小直接影响无人机的飞

行时间，从而影响机组系统的总成本． 对于同一架

无人机来说，其他条件不变，无人机速度发生变化

时，无人机的最大续航时间也会随着速度的变化

而发生变化． 由 ｖｔ ＝ ｖ′ ｔ′可知，最大续航时间 ｔ′ ＝
ｖｔ
ｖ′ ，无人机的每小时飞行成本也会随着无人机速

度的变化而发生变化． 在此情况下，本研究变化无

人机的速度，确定相应的关联参数，其他条件不

变，选取 ３ 个规模进行无人机飞行速度大小的敏

感性实验，其中算例规模 ＩＳＧ４ 至 ＩＳＧ６ 对应的客

户点数量分别为 １５ 个、 ２０ 个和 ３０ 个．

图 ４　 无人机速度与总成本的关系

Ｆｉｇ． ４ Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｄｒｏｎｅｓ ａｎｄ ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ

　 　 由图 ４ 可知，总成本随无人机飞行速度的增

加而产生变化． 从图中曲线走向可以发现，随着无

人机飞行速度的增加，总成本呈现下降趋势，因
此，在无人机允许的飞行速度范围内，无人机速度

越大，系统总成本越低． 此外，从图 ４ 可发现，当速

度提升至 ７０ ｋｍ ／ ｈ 以上时，总成本曲线变缓，成本

变化不大，此时无人机的飞行速度再增加，对总成

本影响不大，因此建议无人机的飞行速度控制在

７０ ｋｍ ／ ｈ 左右． 快递公司如果想获得的更高效益，
在无人机的其他条件不变的情况下，可以尝试将

无人机的飞行速度控制在 ７０ ｋｍ ／ ｈ 左右． 无人机

速度的提升有利于降低系统总成本，提高系统

效益．

６　 结束语

本研究针对卡车与无人机协同配送系统开展

了系统研究，建立了混合整数规划模型，并且设计

了基于列生成的求解算法，通过一系列实验验证

了所提模型的有效性和所提算法的效率． 本研究

的主要贡献主要有如下几点：
１）本研究针对多卡车多无人机协同配送系

统这一新型物流配送系统开展了分析研究，建立

的数学模型全面地考虑了较多实用的因素． 本研

究针对该问题建立了混合整数规划模型，并通过

ＣＰＬＥＸ 也验证了该模型的正确性．
２）针对上述建立的复杂混合整数规划模型，本

研究设计并实现了基于列生成的求解算法，通过一

些与 ＣＰＬＥＸ 直接求解精确解的小规模数值实验可

以看出本研究的算法求解质量高且计算时间短．
３）本研究所设计的求解算法在通用的列生

成算法流程基础上也有改进． 为了提高基于列生

成的求解算法的整体求解速度，本研究设计了基

于变邻域搜索的子问题求解策略，通过实验验证，
该加速策略可以加快整体求解速度约 ９６％． 另
外，为了提高在传统列生成基础上最后获得优秀

可行解的效率，本研究还设计了两种可行化策略，
并进行了实验，对比了各自的求解效率．

４）本研究通过与决策规则所得到的卡车与

无人机调度方案进行对比实验，验证了本研究所
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研究的基于数学规划模型的决策方法的有效性．
通过一些大规模数值试验可以看出模型最终可以

给决策者带来路径成果的优化达到 ２０． ５１％．
５）本研究开展了敏感性实验探究了无人机

的最大续航时间对总成本的影响，基于本研究实

验结果，快递公司如果想获得的更高效益，在无人

机的其他条件不变的情况下，可以延长无人机的

最大续航时间，或公司应该选择最大续航时间较

长的无人机．
本研究研究也存在一些局限性． 比如，目前求

解的问题规模（５０ 个客户、４ 个机组）虽然对于卡

车无人机配送这一新兴模式可能还有一定适用

性，但是对于未来该模式可能的大规模应用，目前

求解的问题规模还需要进一步扩大，因此，研究更

加高效的精确算法将是一个重要的研究扩展

方向．
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ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｄｅｌｉｖｅｒｙ， ａｎｄ ｆｏｒｍｕｌａｔｅｓ ａ ｍｉｘｅｄ⁃ｉｎｔｅｇｅｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｔｈｅ
ｔｏｔａｌ ｃｏｓｔ． Ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏｌｕｍｎ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ． Ａｎ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇ ｔｅｃｈ⁃
ｎｉｑｕｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｖａｒｉａｂｌｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｓｅａｒｃｈ ｉｓ ａｌｓｏ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａ⁃
ｔｉｏｎ ｔｉｍｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ａｒｅ ａｌｓｏ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｔｏ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｅｆ⁃
ｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｓｏｍｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌｌｙ ｕｓｅｆｕｌ ｍａｎａｇｅｒｉａｌ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ａｌｓｏ ｏｕｔｌｉｎｅｄ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｏｍｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅ ｄｅｌｉｖｅｒｙ； ｒｏｕｔｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ； ｄｒｏｎｅｓ； ｍｉｘｅｄ⁃ｉｎｔｅｇｅｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ； ｃｏｌｕｍｎ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
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